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Séance  du  samedi  8  janvier  1921. 


M.  A.  Gravis,  directeur  de  la  Classe. 

Sont  présents  :  MM.  G.  Cesàro,  vice- directeur  ;  J.  Deruyts, 
Léon  Fredericq,  A.  Lameere,  Ch.-J.  de  la  Vallée  Poussin,  Max 
Lohest,  Fr.  Swarts,  Jean  Massa rt,  A.  Demoulin,  A.  Rutot, 
A.  de  Hemptinne,  Victor  Willem,  Paul  Stroobant,  Ch.  Julin, 
G.  Lecointe,  Émile  Marchai,  J.  Cornet,  Jules  Bordet,  E.  Van 
Aubel,  L.  Crismer,  membres;  Paul  Fourmarier,  V.  Grégoire, 
Th.  De  Donder,  correspondants;  J. -A.  Boulenger,  associé,  et  le 
Secrétaire  perpétuel. 

Absences  motivées  :  MM.  le  Paige  et  P.  Nolf,  membres,  et 
O.  Donv-Hénault,  correspondant. 

CORRESPONDANCE. 

MM.  L.  Crismer  et  E.  Van  Aubel,  et  Sir  Frank- W.  Dyson, 
respectivement  élus  membres  titulaires  et  associé,  remercient 
l’Académie. 

MM.  Willame  et  Chenu  et  M.  Guillissen  remercient  l'Aca¬ 
démie  pour  les  prix  qu’elle  leur  a  accordés. 

M.  J.  De  Smedt  remercie  pour  le  subside  qui  lui  est  alloué 
sur  la  Fondation  De  Potter. 

L’Union  internationale  des  Sciences  biologiques  (Section 
d’ Océanographie  biologique)  annonce  qu’elle  se  réunira  à  Paris 
le  27  janvier  et  invite  l’Académie  à  se  faire  représenter  à  cette 
réunion  :  M.  Ch.  Julin  est  désigné  comme  délégué. 
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Séance  du  8  janvier  1921. 


Mm*  de  Pap-Stockert  annonce  une  découverte  relative  à  la  for¬ 
mation  de  la  voix. 

La  Commission  des  Monuments  et  des  Sites  communique  une 
circulaire  sur  la  création  de  réserves  naturelles  en  Belgique. 

M.  Larsson  annonce  la  publication  d’un  organe  intitulé 
Hereditas ,  publié  par  la  Société  mendélienne  de  Lund. 


PLI  CACHETÉ. 

La  Classe  accepte  le  dépôt  d’un  pli  cacheté  par  M.  R.  Ver- 
straeten . 


HOMMAGES  D’OUVRAGES. 

Titres  et  Travaux  scientifiques ,  par  Ch.  Pérez. 

Le  cycle  de  la  vie  cellulaire  chez  l'œuf  activé,  par  M.  Herlant. 

Essai  de  coordination  chronologique  des  temps  quaternaires , 
par  Ch.  Depéret  (8  brochures).  Présenté  par  M.  Rutot,  avec 
une  note  bibliographique.  —  Remerciements. 

ÉLECTIONS. 

M.  Aug.  Lameere  est  élu  Directeur  pour  1922. 

En  cédant  le  fauteuil  à  M.  Cesàro,  Directeur  pour  1921, 
M.  Gravis  remercie  ses  confrères  de  lui  avoir  rendu  facile 
l’accomplissement  de  ses  fonctions.  M.  Cesàro  exprime  la  recon¬ 
naissance  de  la  Classe  à  M.  le  Directeur  sortant  et  le  félicite  du 
zèle  et  de  l’aménité  avec  lesquels  il  a  dirigé  les  travaux  pendant 
les  deux  dernières  années.  Il  invite  ensuite  M.  Lameere  à 
prendre  place  au  Bureau.  M.  Lameere  remercie  ses  Confrères 
de  l’honneur  qu’ils  lui  ont  fait. 


Séance  du  8  janvier  1921 . 


NOMINATION  DE  JURYS. 

1°  Du  prix  Th.  Gluge  (7e  période)  :  MM.  Fredericq,  Noli* 
et  Bordet  sont  désignés. 

2°  Du  prix  P. -J.  et  Éd.  van  Beneden  (lre  période)  : 
MM.  Lameere,  Julin,  Brachet  et  van  der  Stricht  sont  désignés. 

PROGRAMME  DU  CONCOURS  ANNUEL  POUR  1922. 

Prix  pour  chacune  des  questions  :  1,500  francs. 

(Délai  :  1er  août  1922.) 

I.  Sciences  mathématiques  et  physiques. 

PREMIÈRE  QUESTION. 

On  demande  une  contribution  nouvelle  à  nos  connaissances 
sur  /’ absorption  de  la  lumière  dans  V espace  interstellaire. 

DEUXIÈME  QUESTION. 

On  demande  une  contribution  importante  à  la  géométrie 
infinitésimale  des  surfaces  courbes. 

TROISIÈME  QUESTION. 

On  demande  une  contribution  à  b  étude  théorique  des  antennes 
de  la  télégraphie  sans  fil. 

QUATRIÈME  QUESTION. 

On  demande  une  contribution  importante  à  r étude  des  com¬ 
binaisons  halogénées  aliphatiques. 

II.  Sciences  naturelles. 

PREMIÈRE  QUESTION. 

On  demande  des  recherches  originales  sur  l'hérédité  et  la 
variabilité  chez  les  champignons  ou  chez  d'autres  Protistes. 
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Séance  du  8  janvier  1921 . 


DEUXIÈME  QUESTION. 

On  demande  des  recherches  nouvelles  sur  la  structure  et  la 
division  du  noyau  ou  des  formations  nucléaires  dans  les  orga¬ 
nismes  inférieurs. 

TROISIÈME  QUESTION. 

On  demande  la  description  pétrograpliique  et  géologique  d’une 
région  métamorphique  de  l’Ardenne. 

UNION  INTERNATIONALE  DES  MATHÉMATICIENS. 

L’Académie  est  avisée  de  sa  constitution  définitive  et  de 
l’opportunité  de  solliciter  du  Gouvernement  belge  l’inscription 
au  budget  de  deux  parts  unitaires  représentant  la  participation 
de  la  Belgique  dans  les  dépenses  administratives  de  l’Union. 

COMITÉ  NATIONAL  DE  LA  CHIMIE  PURE 
ET  APPLIQUÉE. 

L’Académie  est  avisée  de  ce  que  le  Comité  a  constitué  son 
Bureau  et  élaboré  son  règlement  d’ordre  intérieur.  Celui-ci  étant 
conforme  aux  instructions  générales  données  par  l’Académie, 
il  est  approuvé  par  elle. 

COMMUNICATION  ET  LECTURES. 

Sur  les  équations  de  Moutard  à  solutions  quadratiques ,  par 
A.  Demoulin.  —  Impression  au  Bulletin. 

Note  sur  le  genre  «  Chloræa  Lindleg  »,  par  M.  Hauman, 
présenté  avec  rapport  verbal  de  M.  Marchai,  concluant  à 
l’impression  dans  les  Mémoires  in-8°.  —  Adopté. 

Problème  de  la  Quadrature  du  Cercle ,  par  Marius  Brémond. 
Dépôt  aux  archives,  conformément  à  la  décision  de  la  Classe  de 
ne  plus  examiner  de  communications  sur  cette  question. 


Séance  du  8  janvier  1921 . 


NOTE  BIBLIOGRAPHIQUE. 


M.  A.  Rutot  présente  à  la  Classe,  au  nom  de  M.  Ch.  Depéret, 
de  Lyon,  huit  notes  successives  intitulées  :  Essai  de  coordination 
chronologique  des  temps  quaternaires. 

Après  avoir  fixé  le  nombre  des  terrasses  marines  et  fluviales 
d’âge,  quaternaire  le  long  des  côtes  de  la  Méditerranée,  M.  Depé¬ 
ret  a  étendu  successivement  ses  études  aux  côtes  atlantiques 
africaines  et  ibériques,  aux  côtes  atlantiques  françaises,  à  celles 
de  la  Manche  et  du  Pas-de-Calais,  du  Sud  de  l’Angleterre;  puis 
il  établit  un  essai  de  coordination  chronologique  générale  des 
temps  quaternaires  en  rapport  avec  les  glaciations  continentales, 
qui  aboutit  à  la  généralisation  de  l’existence  de  quatre  terrasses 
quaternaires  principales  dont  les  altitudes  au-dessus  du  niveau 
de  la  mer  seraient  :  1°  90  à  100  m.  ;  2°  55  à  60  m.  ;  3°  30  à 
33  m.  ;  4°  15  à  20  m., ce  qui  correspond  très  approximativement 
à  ce  que  nous  pouvons  constater  en  Belgique  et  dans  le  Nord  de 
la  France. 


1921.  SCIENCES. 


9 


A.  Uemoulin.  —  Sur  les  équations  de  Moutard 


COMMUNICATION. 


Analyse  mathématique  et  Géométrie  infinitésimale. 

Sur  les  équations  de  Moutard  à  solutions  quadratiques 

(suite)  (*) . 

par  A.  DEMOULIN,  membre  de  l’Académie. 

X. 


38.  Nous  allons  établir,  dans  ce  paragraphe,  une  propriété 
des  fonctions  circulaires. 

Dans  les  formules  des  nos  32,  33  et  34,  faisons  v  =  0  et 
annulons  tous  les  r«. 


39.  Premier  cas  :  n  pair.  On  a,  en  vertu  de  (192), 
(205)  A  =  P/^+'”+H 

étant  posé 


(206) 


0 

bi2  . . 

•  •  bin 

p  = 

bu 

0  . 

. .  b2n 

b  ni 

K 2 

..  0 

1 

(û+vF 


Les  bik  ont  les  valeurs  suivantes,  que  fournit  l’égalité  (191)  : 


(207) 


bik  —  - 


i  +  & h 


(*)  La  troisième  partie  de  ce  mémoire  (n°  28  à  37)  est  insérée  dans  le  Bulletin 
de  la  séance  du  6  novembre  1920. 
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à  solutions  quadratiques. 


Si  Ton  tient  compte  de  (205),  l’équation  (E)  s’écrit 
(208) 

dUdV  \  dUdV  i  dlldV  J 

Les  formules  (193),  (194)  et  (195)  donnent 


(209) 


Z(  =  Vu  +  V 

~  /  i  ...n  x  i.,.n 

(  1  +  2  +  C0S  °i  )  C0S  T  —  2  f*  S’n  ffi  ‘  S^n 

z2  =  Vu  +  v 

/  i...n  \ 

2  fi  sin  a* .  cosT  +  f  1  +  2ficos<7i  )sinT 

A  cause  de  (207),  le  système  (196)  est,  dans  le  cas  présent, 
(210) 


sin  — — — 


'  .  +  *h  4 

Sin  2 


:  =  1, 


k  =  1, 2, ...,  n 
—  1,  2, ...,  p,  sauf  k 


Les  <pf  satisfont  à  la  relation  (53)  que  nous  reproduisons  ici  : 

(211)  *!>  =  0. 

i 

La  formule  (200)  se  réduit  à  • 

(212)  Zf  +  Z|=  U-l-V. 

Ajoutons  les  équations  (209),  après  les  avoir  élevées  au 
carré,  et  tenons  compte  de  (212);  il  viendra 


(213) 


1  +  X  fi  cos  <n)  +  (£  fi  sin  trf )  =  1  • 

Il  existe  donc  une  fonction  +  telle  que  l’on  ait 

\...n 

cos  =  1  +  2  riC0S<7*> 

1...M 

sin  t'  =  2  %  s*n 
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A  .  Demoulin.  —  Sur  les  équations  de  Moutard 


Par  suite,  les  égalités  (209)  peuvent  s’écrire 

Zj  =  Vu  +  v  cos  O  +  t')> 

Z2  =  Vü  +  v  sin  (T  +  t'). 

Prenons  pour  équation  (e)  l’équation  (148).  On  a,  dans  ce 
cas,  U  =  u,  V  =  v,  et  les  égalités  précédentes  deviennent 


(214) 


Zi  =  \/u  +  v  cos  (t  +  t'), 
Z2  =  Vw  +  v  sin(T  +  Tf). 


t'  est  définie  par  les  égalités  (213).  Nous  allons  obtenir  une 
autre  expression  de  cette  fonction. 

On  a  vu  que  si  deux  fonctions  z±,  z2  définies  par  les  équations 
(146)  satisfont  à  une  équation  de  Moutard,  celle-ci  est  l’équa¬ 
tion  (148).  Par  suite,  l’équation  (208)  admettant  les  solutions 
(214),  peut  s’écrire 


(215) 


agz 

dudv 


~a(-  +  T')  8(t  +  t')  |  1  ~ 

du  dv  4  (u  +  v y 


L’identification  des  équations  (208)  et  (215)  donne,  si  l’on 
tient  compte  de  (147), 


(216) 


d t'  d v  St'  d t'  3t' 

9m  dv  dv  du  du  dv 


d2  log  P  a2^ 

9m9î;  *  dudv 


En  vertu  d’une  des  égalités  (175),  on  a 

^  . 

: —  cot  —  •  , 

du  2  du 

d’où,  en  dérivant  par  rapport  à  v, 


(217) 


d%  _  i  av  ^  o-»  a^ 

awav  .  dv  du  2  a?^ 

2  sin2  ~ 
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à  solutions  quadratiques. 


De  la  première  des  égalités  (178),  on  déduit  les  suivantes  : 

O-! 

tg- 


COt  — 


(218) 


du 


u-\-v 


do 'i 

dv 


2 


u  +  v 


A  cause  de  la  seconde  de  ces  égalités  et  de  l’équation  (148), 
l’égalité  (217)  peut  s’écrire 


dudv 


tg  —  COt  — 

ë  2  dT  2  9T 

2  (u  -f  v)  du  2  (u  +  v)  dv 


Portons  cette  expression  de  dans  l’égalité  (216),  il  viendra 


J  ...n 

3-'  Ë  '6 

—  +  — - 

dv  U  +  V 


2  3T 


+ 


d?' 


'  dudV 
1  ...n 

Z«*T 


dU  ’  \dU 

équation  de  la  forme 


u  +  v 


9T  3t'  axr 
du  du  du 


d2  log  P 


dudv 


=  0, 


A  —  +B  —  +  C  =  0. 
du  dv 


En  vertu  des  égalités  (218),  (210),  (206),  (207)  et  (178), 
A,  B,  C  sont  indépendants  de  t;  or  t  est  une  solution  quelconque 
de  (148);  donc  l’équation  précédente  doit  se  réduire  à  une 
identité.  On  a,  par  suite. 


(249) 


drf_ 

du 


u  +  v 


drf_ 

dv 


l...n  _ 


U  +  V 


(220) 


3t1  0t'  d2  log  P 
du  dv  dudv 


A  cause  des  égalités  (218),  les  équations  (219)  peuvent  s’écrire 

dTr  dÇi  d?'  ^  30* 

du  rf  du  dv  rf  dv 
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A.  Demoulin.  —  Sur  les  équalions  de  Moutard 


On  déduit  de  là,  C  désignant  une  constante, 

d  ...n 

(221)  +  (*) 

Si  l’on  porte  cette  valeur  de  dans  les  égalités  (213),  il  vient 

(L..n  \  d  ...n 

Ç  +  C  J  =  1  -j-  Ç  fi  cos  <jif 

/ i...n  \  i...w 

sin  (  Y,  **  + c  ) =  Yé  ?* sin 


(222) 


C  est  un  multiple  de  2tt.  En  effet,  si  l’on  fait  tendre  v  vers 
-f-  oo,  les  deux  premières  formules  (178)  montrent  que  cos  at¬ 
tend  vers  1  et  que  sin  <r2.  tend  vers  —  m2.  Par 

suite,  on  peut  poser 

V2 


V*’ 


e2  désignant  un  infiniment  petit,  et  les  <p2  ont  dès  lors  pour 
limites  les  solutions  cp-  du  système 

—  mt  —  \]^u  —  mh 

—  irii  +  \/2m.  —  mK 

déduit  du  système  (210)  par  passage  à  la  limite. 

Les  < fi  satisfont  à  la  relation 

Ï...U  . 

(223) 

i 

obtenue  en  passant  à  la  limite  dans  la  relation  (211). 


d  ...n 

l 


Pi  ■  L 


k  =  1,  %  ...,  n 
i=  1,  2, ...,  n  sauf  k 


(*)  En  raisonnant  comme  au  n°  29,  on  déduit  des  équations  (214)  que  x'  est  une 
solution  de  l’équation  (149).  D’autre  part  (n°  29),  oq,  ...,  an  sont  des  solutions  de  la 

même  équation.  Le  rapprochement  de  ces  deux  résultats  fournit  une  vérification  de 
l'égalité  (221). 
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à  solutions  quadratiques. 


Cela  posé,  passons  à  la  limite  dans  les  égalités  (222);  il 
viendra,  si  l’on  tient  compte  de  (223), 

cos  C  =  1,  sin  C  =  0. 

C  est  donc  un  multiple  de  2tc  et,  par  suite,  les  égalités  (222) 
peuvent  s’écrire 

d  ...n  i  ...n 

COS  £  <*t  =  1  +  Yt  ?*  cos  a‘! 

i  i 

1  ...n  i  ...n 

sin  2  o-<  =  £  <fi  sin  s*. 

i  t 

Posons  u  =  v  =  \v  les  quantités  cos  vi  se  réduiront  aux  m{\ 
elles  seront  donc  arbitraires,  mais  assujetties,  comme  les  m,-, 
à  la  condition  d’être  différentes  deux  à  deux. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

n  désignant  un  nombre  pair,  soient  <r1,  ...,  <xn  n  arcs  tels 
que  les  cosinus  de  deux  quelconques  d'entre  eux  soient  diffé¬ 
rents.  Cela  posé ,  le  cosinus  et  le  sinus  de  la  somme  de  ces  arcs 
sont  donnés  par  les  formules  (224),  les  cpj  étant  définis  par  le 
système  { 210). 


40.  Deuxième  cas  :  n  impair.  On  a,  en  vertu  de  (197), 

(225)  A  =  Üe("‘+"'+H 


étant  posé 


0 

b  ±2  .  • 

•  ^  in 

t 

^21 

0  .. 

■■  bm 

1 

1 

b  m 

bn  2  • 

..  0 

1 

(sin  c7a  . 

..sin  <7n)2 

—  1 

—  1  .. 

..  —  1 

0 

1 

(TW 


Les  bik  sont  donnés  par  la  formule  (207). 

Si  l’on  tient  compte  de  (225),  l’équation  (E)  s’écrit 

32Z  =  U  32'0gü  g  y 

dudv  \  dudv  4*  dudvj 


(227) 
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A .  Demoulin.  —  Sur  les  équations  de  Moutard 


Les  formules  (193),  (194)  et  (195)  donnent 

-  n ...n  i ...n 

Zd  =  \{J  +  V  (  ^  fi  C0S  *  C0S  T  —  X  ?*  Sil1  *  S" 

Z2  ==  \/u  +  V  r ^  <p4  sin  or* .  cos  t  +  ^  cos  <t*  .  sin  t')  • 


(228) 


A  cause  de  l’égalité  (207),  le  système  (199)  est,  dans  le  cas 
présent. 


—  Œk 


(229) 


Œi  + 


fi  =  o. 


=  1,  2, ...,  n 
i  =  1,  2, ...,  n  sauf 


L’égalité  (200)  se  réduit  à 
(230)  Z|  +  ZI  =  0  +  V. 

Ajoutons  les  égalités  (228),  après  les  avoir  élevées  au  carré, 
et  tenons  compte  de  (230)  ;  il  viendra 


(231) 


£  cpi  cos  a Tij  +  fi  sin  <rtJ  =  1. 

Il  existe  donc  une  fonction  t'  telle  que  l’on  ait 

/  l  ...n 

\  cos  r1  =  V  fi  cos  a„ 

‘ 

j  1...W 

f  sin  t'  =  ^  sin  a*. 


Par  suite,  les  formules  (228)  peuvent  s’écrire 

Z,  =  Vu  +  Vcos(t  +  t'), 

Z2  =  Vü  +  V  sin  (t  + 
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à  solutions  quadratiques. 


Prenons  pour  équation  (c)  l’équation  (148)  et  posons,  en  con¬ 
séquence,  U  =  u,  V  =  v;  les  formules  précédentes  deviendront 

ZA  =  V&  +  v  cos  (t  4-  t'), 

z2  =  +  v  sm  (T  +  T0- 


Les  formules  (214)  et  (232)  sont  identiques  et,  pour  passer 
de  l’équation  (208)  à  l’équation  (227),  il  suffit  de  remplacer 
P  par  Q;  donc,  en  raisonnant  comme  dans  le  premier  cas, 
on  trouvera 

i...n 

Tr  =  ^  0\j  4"  0, 

i 


G  désignant  une  constante,  et,  par  suite,  les  égalités  (231) 
s’écriront 


(533) 


i...n  \  i...n 

^  <*t  -h  C j  =  ^  <fi  cos  <rt, 

i  ...n  \  i  ...n 

£  + c  )  =  %  sin 


Dans  ce  cas  encore,  G  est  un  multiple  de  2tt.  Pour  le  démon¬ 
trer,  procédons  comme  plus  haut,  c’est-à-dire  faisons  tendre 
v  vers  -(-  ex .  Alors  les  ^  auront  pour  limites  les  solutions  <p-  du 
système 

\/J2u  —  mt  —  —  mh 

V^u  —  'ïïii  +  \J%u  —  mh 

(234)  5^  =  1, 

i 

déduit  du  système  (229)  par  passage  à  la  limite. 

Gela  posé,  passons  à  la  limite  dans  les  relations  (233)  ; 
il  viendra,  si  l’on  tient  compte  de  (234), 

cos  G  ==  1,  sin  C  =  0. 


Pi  I  0, 


k  =  1,  %  ...,  n 
i  —  1,  5, ...,  n  sauf  fc 


1921.  sciences.  —  4 7  — 
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A.Demoulin.  —  Sur  les  équations  de  Moutard 


C  est  donc  un  multiple  de  % -  et  les  formules  (233)  deviennent 

i...n  1  ...n 

COS  £  <Tj  =  y  f,  COS  <T„ 
i  i 

i...n  i  ...n 

sin  <Tt  =  £  cpj-  sin  <t*. 

i  i 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 
n  désignant  un  nombre  impair ,  soient  cr1,  . <rn  n  arcs  tels 
que  les  cosinus  de  deux  quelconques  d'entre  eux  soient  diffé¬ 
rents.  Cela  posé ,  le  cosinus  et  le  sinus  de  la  somme  de  ces  arcs 
sont  donnés  par  les  formules  (235),  les  ^  étant  définis  par  le 
système  (229). 


(235) 


XI. 


41.  Conservons  les  notations  du  n°  i  et  posons 

d*i 

(236)  V  =  —  ; 

dudv 

l’équation  ( e' )  s’écrira 

dlZ' 

(e’)  —  = 

dudv 

Si  l’on  pose 

(237)  = 
on  a 

(238) 


d*  CD'  02  V? 

_  k y  =  —  2(o  —  Ÿ  4. 

dudv  1  y 


Donc,  pour  que  y  satisfasse  à  l’équation  (e'),  il  faut  et 
il  suffît  que  l’on  ait 


d’où 

(239) 


32  i-p 


E  A  -  U  +  V, 

U  désignant  une  fonction  de  u  et  V  une  fonction  de  v. 
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à  solutions  quadratiques . 


Ce  théorème,  à  la  forme  près,  est  dû  à  M.  Guichard  (/oc.  cit.). 
Il  donne  une  deuxième  démonstration  du  résultat  établi  au  n°3. 
En  effet,  si  l’égalité  (3)  a  lieu,  <p'  est  égale  à  ~  et  satisfait, 
par  suite,  à  l’équation  (e1);  donc  zif  . . . ,  zp  sont  liées  par  la 
relation  (239)  ou  (8). 

42.  Supposons  que  la  relation  (239)  soit  vérifiée.  On  sait 
que  l’on  peut  passer  de  l’équation  (e')  à  l’équation  (e)  au  moyen 
de  la  transformation  de  Moutard  relative  à  la  solution  ~  de  ( e '). 
Déterminons  la  solution  cp  de  (e)  qui  correspond,  dans  cette 
transformation,  à  la  solution  cp'  de  (e').  Cette  solution  est 
donnée  par  la  formule 


qu’on  peut  écrire 

(240) 

étant  posé 

(241) 


On  déduit  de  là 


ou,  en  tenant  compte  des  relations  (1)  et  (2), 
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A  .  Demoulin.  —  Sur  les  équations  de  Moutard 


d’où,  en  intégrant 


(248) 


1  =  J)  %izi  +  2 

i  i 

I  =  £  Zi*'i  —  %  A  +  U4, 


UA  désignant  une  fonction  de  u  et  Y1  une  fonction  de  v. 
Si  l’on  égale  ces  deux  expressions  de  9,  il  vient 


(244) 


Ï'»s4‘-7° 


ou,  en  tenant  compte  de  (239), 


U+V=B_^ 

^22 


d’où,  m  désignant  une  constante, 

UA  =  2  U  +  m 
\\  =  —  2V  -f-  m- 

On  a,  par  conséquent, 


*  =  zi%i  +  U  —  V  +  1 


(*)  Les  calculs  précédents  fournissent  une  deuxième  démonstration  du  théorème 
démontré  au  n°  41  :  Pour  que  cp'  satisfasse  à  1\  quation  (e'),  il  faut  et  il  suffit  que 

v?  1 

z\  soit  la  somme  d’une  fonction  de  u  et  d’une  fonction  de  v.  En  effet,  —  étant 

solution  de  ( e '),  pour  que  cp'  satisfasse  à  cette  équation,  il  faut  et  il  suffit  que 
l’expression  H^cp',  -i-j  existe,  c’est-à-dire  qu’il  y  ait  fonction  0  définie  par  l’équa¬ 
tion  (241).  De  celle-ci,  on  a  déduit,  l’égalité  (244);  donc  la  condition  est  nécessaire. 
Elle  est  suffisante  car  si  i’égaliié  (244-  a  deu,  on  peut  d-  finir  une  fonction  0  au 
moyen  des  égalfés  (243);  celles-ci  entraînent  les  égalités  (242),  et  ces  dernières 

expri  .teri!  que  H  existe  et  a  pour  valeur  20,  à  une  constante  addi- 

tive  près. 
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à  solutions  quadratiques. 


et,  en  vertu  de  (240), 

cp  =  2  ^  «4»;  -f  U— V-f  mjw. 

w  étant  une  solution  de  (e),  il  en  est  de  même  de  |  —  m w . 
Si  l’on  tient  compte  de  cette  remarque  et  de  la  formule 
z\  =jpi-  H  (zt,  w),  le  résultat  que  nous  venons  d’établir  peut 
s’énoncer  comme  il  suit  : 

Si  une  équation  de  Moutard  admet  p  solutions  zif...,zp 
liées  par  la  relation  (239),  à  toute  solution  z  de  cette  équation 
correspond  une  solution  z  de  la  même  équation ,  définie  par 
lf égalité 

(245)  *  =  2  H  (zh,  *)  +  (U  —  V)  *. 

h 

Cette  proposition  a  été  signalée  par  M.  Thybaut  (*),  dans  le 
cas  où  U  =  Y  =  0.  Nous  allons  l’établir  par  une  méthode 
directe  et  prouver  qu’elle  constitue  une  propriété  caracté¬ 
ristique  des  équations  de  Moutard  à  solutions  quadratiques. 

43.  Nous  résoudrons  d’abord  le  problème  suivant. 

Soient  zi,  . . . ,  zp  p  solutions  d’une  équation  de  Moutard 


^  désignant  une  solution  de  cette  équation  et  6  une  fonction 
inconnue,  mais  déterminée,  posons 

(246)  *  ===  £  *»H(**,  z)  +  9s 

K 

et  cherchons  à  quelles  conditions  la  fonction  z  satisfera  à  l’équa¬ 
tion  (e),  quelle  que  soit  la  solution  2. 


(*)  Thybaut,  Sur  La  déformation  du  paraboloïde  et  sur  certains  problèmes  qui  s  y 

rattachent.  (Annales  scientifiques  de  l’École  normale  supérieure,  année  1897.) 
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A .  Demoulin.  - —  Sur  les  équations  de  Moutard 


Si  Y on  exprime  que  2  satisfait  à  l’équation  (e),  il  vient 


dzh\  dz 

Z  fo  -  — 

dv  J  du 


Cette  équation,  considérée  comme  déterminant  2,  étant  du 
premier  ordre,  ne  saurait  avoir  lieu  pour  toutes  les  solutions 
2  de  (e)  sans  se  réduire  à  une  identité  •(*).  On  a  donc 


2  2**  ?*=■■■■ 

*  dv  dv 


36 

du 


dudv 


La  troisième  de  ces  équations  donne 
(-248)  8  =  U  —  V, 

U  désignant  une  fonction  de  a  et  V  une  fonction  de  v,  et  des 
deux  premières  on  déduit,  C  désignant  une  constante, 

(249)  £4  =  U  +  V  +  2C. 

h 

Si  Ton  remplace  U  par  U  -j-  C  et  Y  par  Y  -f-  C,  cette  équa¬ 
tion  prend  la  forme  (289)  et  la  valeur  (248)  de  0  ne  change 
pas.  Donc,  pour  que  la  fonction  z  définie  par  la  formule  (246) 
satisfasse  à  l’équation  ( e ),  pour  toutes  les  solutions  z  de  cette 
équation,  il  faut  et  il  suffit  que  les  solutions  zlf  . zp  satis¬ 
fassent  à  la  relation  (239)  et  que  8  ait  la  valeur  (248). 


(*)  Pour  que  l’équation  (247)  se  réduise  à  une  identité,  il  suffit  qu' 

pour  trois  valeurs  z\  z",z!"  de  z ,  ces  solutions  n’étant  pas  liées  par  une 
la  forme f(jr>  ~r)  =0. 


'elle  ait  lieu 
relation  de 


—  22  — 


à  solutions  quadratiques. 


44.  Exprimons  que  la  fonction  z  définie  par  l’égalité  (245) 
vérifie  l’équation  (e).  A  cet  effet,  remplaçons  9  par  U  —  Y 
dans  (247)  ;  il  viendra 


dz  d 
du  dv 


(ü+ï -?*■■) 


dz  d 
dV  dU 


=  0. 


En  se  servant  de  cette  égalité,  on  obtient  les  résultats 
suivants  : 

Pour  que  z  vérifie  réquation  (e)  quelle  que  soit  z,  il  faut  et 
il  suffit  que  zlf  . . . ,  zp  soient  liées  par  la  relation  (249)  (*). 

Pour  que  z  vérifie  l* équation  (e)  pour  une  valeur  de  z,  il  faut 
et  il  suffit  que  l’on  ait 

'£  4  -  u  +  v  +  ?(*), 

h 


cp  (z)  désignant  une  fonction  arbitraire  de  z  (**). 


45.  Revenons  au  cas  où  les  solutions  zif  . zp  de  (e)  sont 
liées  par  la  relation  (239)  et  posons 


(250) 


J  riK  =  H (*«,**), 
{  i,k=  1,2, 


les  constantes  d’intégration  étant  choisies  de  manière  à  avoir 
(251)  rih  +  rhi  =  0. 


(*)  On  est  coniuit  au  même  résultat  en  supposant  que  z  vérifie  l’équation  (e) 
pour  deux  valeurs  %\  z"  de  *'  et  z"  n’étant  pas  liées  par  une  relation. 

(**)  Ce  théorème  a  été  démontré  par  M.  Guichard  ( Comptes  rendus,  séance  du 
21  juin  1891)  dans  le  cas  où  l’on  a  U  =  V  =  const.  et  p  =  3. 
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A .  Demoulin.  —  Sur  les  équations  de  Moutard 


Faisons,  dans  l’égalité  (245),  %  =  zi9  i  =  1,  2,  . . . ,  p,  et  dési¬ 
gnons  par  z,-  la  valeur  correspondante  de  z;  il  viendra 

(252)  -  2  r«*,  +  (ü  -  V) 

h 

1...J5 

d’où,  en  multipliant  par  £ 


i...»  i...p  i...p 

£  =  -22  W*  +  (U  -  V)  £  a}. 

«  i  h  i 

En  vertu  des  égalités  (251),  le  premier  terme  du  second 
membre  de  cette  équation  est  nul.  On  a  donc,  en  tenant  compte 
de  (239), 

(253)  £***,=  O2  —  V*. 

Si  l’on  pose 


(254) 


“f"  zi> 

aWi  =  (*i  —  z*)  V— 

i  =  1,  2,  ...,/?, 


(255)  Ud  =  4U2,  \i  =  —  4V2, 

l’égalité  (253)  s’écrit 


(256) 


1...2 P 

2  aj-D.+  V,. 

i 


Les  quantités  xif  x2,  . ..,  x2p  sont  évidemment  des  solutions 
de  l’équation  (e).  Comme  elles  satisfont  à  la  relation  (256), 
on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  une  équation  de  Moutard  possède  p  solutions  quadratiques , 
elle  en  possède  aussi  2 ^p,  p  ===  A ,  2,  3,  .... 
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à  solutions  quadratiques. 


46.  Toutes  les  notations  du  paragraphe  I  étant  conservées, 
soumettons  l’équation  (e)  à  une  transformation  Tm.  Aux  solu¬ 
tions  zif  . . . ,  zp  de  ( e )  correspondront  des  solutions  %[,  . . . ,  zp  de 
\e'),  liées  par  la  relation  (24). 

Soient  z  une  solution  quelconque  de  l'équation  (e)  et  z  la 
solution  qui  lui  correspond  en  vertu  du  théorème  du  n°  42. 
Soit,  d’autre  part,  z'  la  solution  de  ( e ')  qui  correspond  à  2  dans 
la  transformation  Tm  ;  le  théorème  du  n°  42,  appliqué  à  l’équa¬ 
tion  (e1),  fournit  une  nouvelle  solution  z'  de  la  même  équation  : 

(257)  F  =  2  4  H  (4,  *')  +  (U  —  \)z'. 

h 

Posons,  ce  qui  est  permis  (n°  30), 

(258)  z')  —  z)  -j-  zhz'  —  zkz. 


Nous  allons  démontrer  que  la  fonction  z'  ainsi  définie  corres¬ 
pond  à  z  dans  la  transformation  Tm,  c’est-à-dire  qu’on  a 


(259) 


'dz' 

H - ) 

du 

duj 

'dz' 

_dl\ 

s dv 

dvj 

M (z~  dV 

dv 


Écrivons  les  relations  qui  expriment  que  z' ,  z'u 

>p  di 

*')- 


pondent  respectivement  à  z,  z1,  zp  dans  Tm  : 

0W 


(260) 


(261) 


dz'  dz\ 

- j-  —  w  =  (z  - 

du  duj  du 

'dz'  dz\  .  aw 

a  o) 


dv  dv 

’dz'i  dZi 


du 

dZi 

dv 


+  —«=(*«— a) — 


du 

dZi 

dv 
i  =  1,  2, 


du 

(O  — — (^  -j-  ^1)  —  » 

dv 


zn  corres- 
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A.  Demoulin.  —  Sur  les  équations  de  Moutard 


Si  l’on  tient  compte  des  égalités  (258),  (24)  et  (7),  la 
formule  (257)  devient 

(262)  z'  1  J  4 H  (*„'  2)  -  *(D  +  V)  +  m*'. 

h 

Portons,  dans  la  première  des  égalités  (259),  les  expressions 
(245)  et  (262)  de  z  et  de  z'  ;  il  viendra 


y?  / dZh 
K  \dU  dU 


H  (%K>  Z)  H-  ~  (  J)  zkzk  +  2  zk  2V 

c>u  \  h  h 


/v?  ,  dZk  .  d%k 

— z  ■  L  %*  T"  +  L 

\h  du  Y 


+  m  ■ 


dz ' 
du 


21  (**  —  4)  H  (**>  *)  +  2Uz  - 


3  o) 
du 


ou,  en  tenant  compte  de  (7)  et  de  (8)  ou  (239), 


I 

h 

+  m 


C>Zk 

du 


MA  ,  ,,3“ 

-  j  w—  (zK—  %)  — 


du 


du 


—  +  -)  w  -(a -a')  — 1 
du  duj  du J 


tn.  0W  IP  dZh 

(2L-m)à«  +  T“  +  w?** 


En  vertu  des  relations  (261)  et  (260),  le  premier  membre  de 
cette  égalité  est  nul.  Pour  établir  la  première  des  égalités  (259), 
il  faut  donc  prouver  que  l’on  a 


)g+ï-  +  “?^  0- 


Or  cette  égalité  se  déduit  de  la  relation  (15)  en  remplaçant, 
dans  cette  dernière,  Uk  par  sa  valeur  w%‘,  tirée  de  (10). 

On  établira  de  même  la  deuxième  des  égalités  (259).  Le 
théorème  est  donc  démontré. 
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à  solutions  quadratiques. 


47.  Appliquons  ce  théorème  en  prenant  pour  z  une  quel¬ 
conque  des  solutions  z19  . . . ,  zp.  Si  2  devient  zi9  i  =  1,  . . . ,  p , 
z  deviendra  la  fonction  zt  donnée  par  l’égalité  (252)  et  zJ ,  la 
fonction  z  définie  par  les  égalités 


(263)  z't  =  £  4H(4. O  +  (ü  — 

h 

(264)  H  (4,  *J)  =  sf)  +  ***•  —  4?*, 

que  fournissent  les  relations  (257)  et  (258). 
Posons 


(265) 


—  H  (^i?  )> 

i,k=  2,  ..., />, 


l'égalité  (264)  s’écrira,  si  l’on  tient  compte  de  (250), 

(266)  r«*  =  rih  +  zp'K  —  zKz\. 


Par  suite,  à  cause  de  (251), 

(267)  rih  +  rKi  =  0. 


En  vertu  de  (265),  l'expression  (263)  de  z[  devient 

(268)  z\  fi  -£  ÙA  +  (U  —  V)zi. 

K 


i~P 

Si  l’on  multiplie  cette  équation  par  z\  et  qu’on  tienne 
compte  de  (267)  et  de  (24),  on  trouve 


9  2-^  =  U2-V2. 

i 

En  vertu  du  théorème  du  n°  46,  z[,  . . . ,  z'p  correspondent 
respectivement  à  zi ,  . . . ,  zp  dans  la  transformation  Tm. 
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A.  Demoulin.  —  Sur  les  équations  de  Moutard 


48.  Soient  xlf  . . . ,  x'2p  les  solutions  de  ( e' )  déduites  de 
. . . ,  Zp  par  le  procédé  qui  a  permis  de  déduire  de  z±,  . . . ,  zp 
les  solutions  x±,  . ..,  x2p  de  (e).  x[,  . ..,  x2p  sont  données  par 
les  formules 

/  Xi  —  %\  -J-  Zi, 

(27°)  j  x'„+i  =  (zl  —  «JXV—  1» 

(  i  =  1,  2, 

et  l’on  a,  en  vertu  de  (269)  et  de  (255), 

(27-1)  lf  x?=  üt  + 

i 

x[,  . ..,  x2p  correspondent  respectivement  à  xlf  . x2p  dans 
ta  transformation  Tm.  En  effet,  %'•  et  z  ,  i  =  1,  2,  . . . ,  p,  corres¬ 
pondent  respectivement  à  zt  et  à  zt  dans  la  transformation  Tm. 
Donc,  en  raison  de  la  forme  des  équations  qui  définissent  la 
transformation  de  Moutard,  z[  -|-  %  et  z  —  z  correspondent 
respectivement  à  z{  +  zt  et  à  z{  —  z{  dans  Tw.  De  cette  remarque 
et  des  expressions  (270)  et  (254)  de  x\  et  de  xif  1 ,  2,  . . . ,  2 p, 
résulte  le  théorème  énoncé. 


49.  Des  équations  (256)  et  (271),  on  déduit 

.  1...2 p  d...2î? 

(272) 

i  i 


Donc,  l’équation  (e)  étant  considérée  comme  admettant  les 
2 p  solutions  quadratiques  x±,  . ..,  x2p,  il  y  a  une  transforma¬ 
tion  T  qui,  appliquée  à  cette  équation,  donne  l’équation  ( e '). 

1...22? 

Calculons  p  et,  à  cet  effet,  évaluons  la  quantité  xpc' .  On  a, 
en  vertu  des  égalités  (254)  et  (270), 


JL  «  » •Jy 

£  XiX'i  =  2  (  £  Wi  +  £  : 
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à  solutions  quadratiques. 


ou,  en  remplaçant  zt et  z\  par  leurs  valeurs  (252)  et  (268),  et 
en  tenant  compte  de  (7), 


A...2Î5 


-  £  t  +  2(ü  -  V)  (V  -  U  +  m) 

i  h  i  h 


ou,  en  remplaçant  r'ik  par  sa  valeur  (266)  et  en  tenant  compte 
des  égalités  (7),  (8)  et  (27), 

£  =  —  4  £  £  riH  (*À  +  zKz-i)  —  4U2  —  4V2  +  2m2. 

i  i  h 


En  vertu  de  l’égalité  (251),  le  premier  terme  du  second 
membre  est  nul.  On  a  donc,  à  cause  des  égalités  (255), 


(273)  1J^  =  V1fi-U1  +  2  m2. 


Comme  il  fallait  s’y  attendre,  le  second  membre  de  cette 
égalité  est  de  même  forme  que  le  second  membre  de  l’égalité 
(7).  Le  rapprochement  des  relations  (256)  et  (278)  donne 
p  =  2  m2. 

50.  Au  sujet  de  cette  détermination  de  p,  faisons  la  remarque 
suivante. 

Etant  donnée  une  équation  de  Moutard  possédant  p  solutions 
zlt  . . .,  zp  liées  par  la  relation  (8),  nous  avons  appelé  transfor¬ 
mation  Tm  de  cette  équation  une  transformation  de  Moutard 
telle  que  les  solutions  z[,  . . . ,  zv  qui  correspondent  respective¬ 
ment  à  zif  .-:,zp  dans  cette  transformation  satisfassent  à  la 
relation  (24),  les  solutions  zlf  . . zp,  zu  . . .,  zp  étant  liées  par 
la  relation  (7).  Cela  rappelé,  écrivons  la  relation  (8)  comme 
il  suit  : 

(274)  £  4  =  Ü  +  V, 

i 

étant  posé 

(273)  TJ  =  U  +  a,  V  =  V  — a, 
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et  a  désignant  une  constante  arbitraire,  mais  déterminée.  L’éga¬ 
lité  (7)  deviendra 

i:-P  _  _  _ 

£  %i%\  —  V  —  U  +  m, 

i 

à  condition  de  poser 

(276)  m  =  m  +  2a. 

Donc,  si  l’on  met  l’équation  (8)  sous  la  forme  (274),  la 
transformation  Tm  deviendra  une  transformation  T-. 

Par  conséquent,  lorsqu’il  s'agira  d’une  transformation  Tm 
d’une  équation  de  Moutard  admettant  p  solutions  dont  les 
carrés  ont  pour  somme  la  somme  d’une  fonction  de  u  et  d’une 
fonction  de  v,  m  ne  sera  bien  déterminé  que  si  l’on  indique 
quelles  sont  cette  fonction  de  u  et  cette  fonction  de  v. 

Ajoutons  que  si  l’on  remplace,  dans  le  système  (19),  U,  Y,  m 
par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (275)  et  (276),  le  système 
obtenu  se  déduira  du  premier  en  remplaçant,  dans  celui-ci, 
U,  V,  m  respectivement  par  U,  Y,  m. 


5 1 .  Soumettons  l’équation  [e]  à  deux  transformations 
T mi,  ïm2  et  désignons  par  (e1),  (e2)  les  équations  obtenues. 
Il  existe  une  équation  de  Moutard  (E)  qui  correspond  respecti¬ 
vement  à  (e±)  et  à  (c2)  dans  des  transformations  Tw#  et  Tmi 
(n°  il).  Aux  solutions  zif  . . . ,  zp  de  (e)  correspondent  des  solu¬ 
tions  z^\  ...,  z®  de  (ej,  des  solutions  zf\  ...,  zf  de  (e2),  des 
solutions  Z1?  . . . ,  Zp  de  (E),  et  l’on  a 

£  m2  =  U  +  V,  ’f  (afJ  =  U  +  V,  .  ‘f  Z»  U  +  V. 

i  i  i 

A  une  solution  quelconque  z  de  (e)  correspond,  dans  Tmi, 
une  solution  z{1)  de  (ed);  dans  Tma,  une  solution  z{2)  de  (e2),  et 
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ces  solutions  correspondent  respectivement,  dans  les  transfor¬ 
mations  Tm2,  TWl,  à  une  solution  Z  de  (E)  ( Mémoire  M,  n°  6). 
On  peut  poser  (Mémoire  M,  nos  11  et  12) 

j  H(*8>,  *<l>)  =  H (zh9  z)  +  zh%*  -  ag>a, 
l  H  (*£,  a»)  =  H(a»,  *)  +  â*a«  -  affa, 

5  H  (Zft,  Z)  |  HW,  a®)  +  *%>Z  -  Z*a® 
i  H(Zfc,  Z)  =  H  (*ff,  a»)  +  -  Zfca». 


(277) 


(278) 


Le  théorème  du  n°  42  permet  de  faire  correspondre  aux 
solutions  za),  z(2\  Z  des  équations  (e),  (e4),  (eg),  (E),  les 
fonctions  z,  z(1),  5(2),  Z,  définies  ci-après,  qui  satisfont  respec¬ 
tivement  aux  mêmes  équations, 

h 

&  =  £  ^>H(4V  *“>)  +  (Ü  -  V)2'«, 

K 

ï(2)  =  2  *g>H(*S?,  *®)  +  (U  —  V)a®, 

h 

Z=1fzftH(Z*,Z)  +  (U-V)Z. 

h 

En  vertu  du  théorème  du  n°  -46  et  des  équations  (277),  2(1)  et 
z®  correspondent  respectivement  à  z  dans  les  transformations 
ïmi,  Tm„2.  En  vertu  du  même  théorème  et  des  équations  (278), 
Z  correspond  respectivement  à  zw  et  à  z{2)  dans  les  transforma¬ 
tions  Tm2,  Tmi.  U  ensemble  des  solutions  z,  z(}\  z(2),  h  jouit  donc 
des  mêmes  propriétés  que  l’ensemble  des  solutions  z,  z(1),  z(2),  Z. 


52.  Soient  zd},  ^2),  Z-,  zj. 

Z,  z(1),  i(2),  Z  lorsqu’on  fait 
pose 

1 +  ift  42)  =  zf  +  sp, 

i  =  —  i(1))  V— afti  =  (4®  —  4P)  V-i> 


2),  Z2-  ce  que  deviennent  z(1),  z{2\ 
■  Zi,  i  =  1,  2,  . . . ,  p.  Si  l’on 


X *  —  Z4  +  Z  j, 

X^  =  (Z,  — z oV-L 


/  —  i,  s 


’P> 
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on  obtiendra  les  relations  suivantes  (n°  48)  : 

1...2JJ  1...2 p 

£  (411)2  -  Dt  +  V„  £  Of )*  =  U.  +  vi(  £  XJ  =  04  +  V, , 

i  i  i 

et,  en  vertu  du  théorème  du  n°  48.  x{*\  . . . ,  xQ  et  x^,  . . . , 
correspondront  à  x±,  . ..,  x2p  dans  les  transformations  Tm,  T7?h 
et  à  XA,  X2p  dans  les  transformations  Tm2,  TtHl. 

53.  Le  théorème  du  n°  51  peut  être  généralisé.  Conservant 
toutes  les  notations  du  n°  8,  considérons  l’ensemble  des  2n  équa¬ 
tions  (e),  (ej,  (en),  (E)  envisagé  aux  nos  13  (n  pair) 

et  15  ( n  impair).  Chacune  de  ces  équations  correspond  à  n  des 
équations  de  l’ensemble  dans  des  transformations  TWl,  . . . ,  Tmn 
et,  pour  une  quelconque  des  équations  (cA),  ...,  (en),  ...,  (E), 
la  somme  des  carrés  des  solutions  qui  correspondent  kz1,  . . . ,  zp 
est  égale  à  U  -f-  Y. 

A  une  solution  quelconque  2  de  (e),  on  peut  faire  corres¬ 
pondre  des  solutions  2(1),  . . . ,  z{n),  . . . ,  Z  de  (ej, . . . ,  (en) . . . ,  (E), 
de  manière  que  chacune  des  fonctions  2,  2(1),  . . . ,  zin\  . . . ,  Z 
corresponde  à  n  de  ces  fonctions  dans  des  transformations 
T mif  ...,  T mn  ( Mémoire  M,  n°6).  Procédant,  comme  au  n°  51, 
attachons  aux  solutions  2,  2(1),  . . . ,  z(n),  . . . ,  Z  des  équations 
(e),  ( e 1),  . . . ,  (en),  . . . ,  (E)  des  solutions  2,  za\  . . . ,  2(w),  . . . ,  Z 
des  mêmes  équations.  Par  un  raisonnement  identique  à  celui 
du  n°  51 ,  on  démontrera  que  chacune  des  fonctions  2,  2(1),  . . . , 
z{n\  . . . ,  Z  correspond,  dans  des  transformations  Tm ,  . . . ,  Tmw,  à 
n  de  ces  fonctions. 

Les  considérations  du  n°  52  s’étendent  facilement  au  cas 
présent. 
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Séance  du  samedi  5  février  1921. 


M.  A.  Cesaro,  directeur  de  la  Classe,  président  de  rAcadémie. 

Sont  présents  :  MM.  À.  Lameere,  vice-directeur  ;  C.  le  Paige, 
J.  Deruyts,  Léon  Fredericq,  À.  Gravis,  Ch. -J.  de  la  Vallée 
Poussin,  Max  Lohest,  Fr.  Swarts,  Jean  Massart,  A.  Demoulin, 
À.  Rutot,  À.  de  Hemptinne,  Ch,  Julin,  G.  Lecointe,  Émile 
Marchai,  Pierre  Nolf,  L.  Crismer,  E.  Van  Aubel,  membres; 
À.  Brachet,  Paul  Fourmarier,  O.  Van  der  Stricht,  correspon¬ 
dants ;  G. -A.  Boulenger,  associé,  et  le  Secrétaire  perpétuel. 

Absences  motivées  :  MM.  Neuberg  et  Stroobant,  membres; 
Stuyvaert  et  Dony-Hénault,  correspondants. 

M.  le  Directeur  adresse  les  félicitations  de  la  Classes  M.  Paul 
Stroobant,  lauréat  du  Prix  décennal  des  sciences  mathématiques 
appliquées.  ( Applaudissements . ) 

CORRESPONDANCE. 

M.  le  Ministre  des  Sciences  et  des  Arts  fait  parvenir  une 
copie  de  l’arrêté  royal  du  30  décembre  1920,  approuvant 
l'élection  de  MM.  Crismer  et  van  Aubel  en  qualité  de  membres 
titulaires. 

Le  même  Ministre  transmet  une  copie  d’une  lettre  de 
M.  le  Ministre  de  l’Agriculture,  relative  au  vœu  de  la  Classe  des 
Sciences  au  sujet  du  Jardin  botanique.  (Renvoi  à  M.  Massart.) 

Le  Congrès  international  d’Eugénique  annonce  qu’il  tiendra 
sa  deuxième  session  à  New-York,  du  22  au  28  septembre  1921. 

M.  Jochmâns  demande  qu’une  Commission  académique  soit 
désignée  pour  examiner  sa  découverte  résolvant  «  le  problème 
•de  la  nature  intime  des  corps  ».  Il  n’est  pas  donné  suite  à 
cette  demande. 

s 
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HOMMAGES  D  OUVRAGES. 

Sir  Norman  Lockyer ,  K .  G.  B.  F.  B.  S.,  par  Sir  R.  Gregory 
et  autres,  offert  par  Lady  Lockyer. 

Rapport  sur  F  activité  de  la  Station  de  Phytopathologie  de 
F  État  durant  les  années  1913  à  1919 ,  par  Ém.  Marchai. 

Contribution  à  F  étude  des  champignons  fruticoles  de  Bel  gigue, 
par  Él.  et  Ém.  Marchai. 

—  Remerciements. 


RAPPORTS. 

Rapports  de  MM.  Stuyvaert  et  Neuberg  sur  un  travail  de 
M.  L.  Godeaux,  Sur  les  inflexions  relatives  à  une  surface 
algébrique.  Conformément  à  l  avis  des  rapporteurs,  la  Classe 
en  décide  l’impression  dans  le  Bulletin  de  la  séance. 

Rapport  sur  les  décisions  prises  à  la  réunion  de  la  Sec¬ 
tion  d’océanographie  biologique  de  l’Union  internationale  des 
sciences  biologiques,  par  Ch.  Julin.  —  Impression  au  Bulletin 
et  renvoi  au  Comité  national  des  Sciences  biologiques. 

COMITÉS  NATIONAUX. 

La  Classe  est  avisée  de  la  constitution  des  Comités  d’ Astro¬ 
nomie,  de  Géodésie  et  de  Géophysique,  de  Physique  et  de 
Radiotélégraphie,  des  Mathématiciens,  des  Sciences  biologiques, 
de  Géologie,  de  Géographie,  de  Bibliographie  et  de  Documen¬ 
tation,  et  de  la  formation  de  leurs  bureaux. 

COMMISSION  DU  150e  ANNIVERSAIRE. 

La  Classe,  sur  la  proposition  de  la  Commission  administra¬ 
tive,  décide  d’adjoindre  son  directeur  pour  1922  aux  deux 
délégués  qui  la  représentent  au  sein  de  la  Commission  du 
150e  anniversaire. 
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PRIX  PERPÉTUELS. 

Conformément  à  la  proposition  de  la  Commission  admi¬ 
nistrative,  la  Classe  décide  que  pour  les  périodes  postérieures 
au  Ier  janvier  1921  la  valeur  des  Prix  perpétuels  sera  augmentée 
proportionnellement  à  l’accroissement  des  revenus  résultant  de 
l’augmentation  du  capital. 

ÉCHANGE  DE  PUBLICATIONS. 

La  demande  de  la  Société  géologique  et  minéralogique  de 
Bretagne  est  agréée. 


COMMUNICATIONS  ET  LECTURES. 


Rapport  sur  les  décisions  prises  à  la  réunion  de  la 

Section  d*Océanographie  biologique  de  TXJnion  inter¬ 
nationale  des  Sciences  biologiques, 

par  M.  Charles  JULIN,  membre  de  Ja  Classe. 

Dans  sa  séance  du  8  janvier  dernier,  la  Classe  des  sciences 
m’a  fait  l'honneur  de  me  charger  de  la  représenter  à  la  réunion 
de  la  Section  d’Océanographie  biologique  de  l’Union  interna¬ 
tionale  des  Sciences  biologiques,  qui  s’est  tenue  à  Paris  le 
27  janvier. 

J’ai  l’honneur  de  vous  adresser  un  rapport  succinct  sur  les 
décisions  qui  ont  été  prises  concernant  les  divers  objets  figurant 
à  l’ordre  du  jour. 

I.  Constitution  des  délégations  nationales. 

Se  trouvaient  représentées  les  diverses  nations  suivantes, 
énumérées  par  ordre  alphabétique  :  Belgique,  Danemark. 
Espagne,  France,  Grèce.,  Italie,  principauté  de  Monaco, 
Portugal  et  Tunisie . 
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il.  Relations  avec  la  Section  dé Océanographie  physique. 

il  est  décidé  qu’il  serait  avantageux  qu’à  l'avenir  un  délégué 
de  la  Section  d’Océanographie  biologique  assistât  aux  réunions 
de  la  Section  d’Océanographie  physique  et  réciproquement. 

On  délègue  M.  L.  Jotibin  aux  réunions  de  la  Section 
d’Océanographie  physique. 

3.  Questions  relatives  au  programme  d’études  de  la  Commis¬ 
sion  de  la  Méditerranée  et  de  la  Commission  pour  l’étude  de  la 
mer . 

Comme  on  le  sait,  ces  deux  Commissions  ont  résolu  de 
travailler  en  commun. 

On  adopte  la  proposition  du  secrétaire,  M.  Joubin,  tendant 
à  ajourner  les  décisions  à  prendre  sur  cet  objet,  les  représen¬ 
tants  de  ces  deux  Commissions  étant  absents. 

4.  Récoltes  et  études  du  plancton  à  bord  des  navires. 

L’Union  nationale  française  a  examiné  cette  question  :  elle 
est  d’avis  qu’il  y  a  lieu  d’uniformiser,  autant  que  possible,  les 
méthodes  adoptées  (dimensions  des  mailles  des  filets,  modes  du 
triage  du  plancton,  etc.),  afin  de  rendre  comparables  les  résultats 
obtenus  dans  les  croisières  exécutées  par  les  divers  pays  affiliés 
à  l’Union  internationale. 

M.  Joubin  est  d'avis  que  pour  atteindre  ce  but,  il  convien¬ 
drait  : 

1°  De  rédiger  un  questionnaire  complet  traitant  de  tous  les 
points  sur  lesquels  il  y  aurait  lieu  de  se  mettre  d’accord; 

2°  De  nommer  des  spécialistes  choisis  parmi  les  membres 
des  divers  Comités  nationaux,  qui  seraient  chargés  d’établir 
une  sorte  de  code  uniforme,  en  prenant,  autant  que  possible, 
pour  bases  les  méthodes  usitées  par  la  Commission  de  la  Mer 
du  Nord. 

Une  fois  élaboré,  ce  projet  de  questionnaire-code  serait 
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de  l'Union  internationale  des  Sciences  biologiques. 


discuté  à  la  prochaine  réunion  de  l’Union  internationale,  qui 
aura  lieu  à  Paris  dans  un  an  au  plus  tard,  en  tout  cas  quelques 
semaines  avant  la  conférence  générale  qui  sera  tenue  à  Rome 
en  avril  1922. 

L’Assemblée  se  rallie  à  cette  proposition.  Il  est  décidé  que  le 
secrétaire,  M.  Joubin,  se  mettra  en  relations  avec  des  spécialistes 
choisis  parmi  les  membres  des  divers  Comités  nationaux. 
M.  Joubin  prie  les  divers  délégués  présents  à  la  réunion  de 
bien  vouloir  lui  faire  connaître,  à  bref  délai,  les  noms  des 
spécialistes  de  leur  pays  avec  lesquels  il  y  aurait  lieu  qu’il  se 
mît  en  relations. 

A  mon  tour.  Messieurs,  je  vous  prie  de  désigner,  ou  mieux 
de  faire  désigner  par  notre  Comité  national  des  Sciences  biolo¬ 
giques,  quels  sont,  parmi  nos  compatriotes,  spécialistes  en 
plancton,  ceux  qu’il  serait  désirable  que  je  signale  à  M.  Joubin 
pour  collaborer  à  la  rédaction  du  questionnaire-code,  s’ils 
consentent  à  accepter  cette  mission.  Je  me  mettrai  volontiers 
en  rapport  avec  eux. 

5.  Détermination  de  l’âge  et  de  l’époque  de  maturité  sexuelle 
des  animaux  marins  en  rue  de  la  pêche. 

0  est  décidé  : 

1°  De  prier  les  nombreuses  stations  maritimes  des  pays 
faisant  partie  de  PUnion  internationale  de  coopérer  à  la  solution 
de  cette  question,  portant  notammenl  sur  les  poissons,  les 
mollusques  et  les  crustacés; 

2°  De  créer  une  Commission  ayant  pour  mission  de  rechercher 
les  personnes  susceptibles  de  mener  à  bien  la  solution  de  cette 
question,  tant  dans  un  but  scientifique  que  dans  un  but  pratique, 
c’est-à-dire  dans  l’intérêt  du  commerce  et  de  l’industrie. 

Pour  constituer  cette  Commission,  chaque  délégué  des  nations 
affiliées  à  l’Union  internationale  s’occupera  sans  tarder  de 
(désigner  à  M.  Joubin  les  personnes  qui,  dans  son  pays, 
acceptent  d’en  faire  partie. 


Jean  Massart. 


Les  quatre  étapes 


A  ni  on  avis,  il  conviendrait  encore  de  soumettre  sans  délai 
cette  question  à  notre  Comité  national  des  Sciences  biologiques. 

Enfin,  il  a  été  décidé  que  chaque  Comité  national  désigne¬ 
rait  un  délégué  chargé  de  (aire  partie  du  Comité  exécutif  de 
r Union  internationale,  conformément  à  l’article  S  des  statuts. 


Biologie.  —  Les  quatre  étapes  de  la  conjugaison  sexuelle, 

par  Jean  MASSART,  membre  de  l’Académie. 

Lorsque  Ed.  Van  Beneden  publia,  en  1888,  ses  recherches 
classiques  sur  la  maturation  el  la  fécondation  de  l’œuf  d’ Ascaris 
megaloœphala,  on  put  croire  que  le  problème  de  la  reproduc¬ 
tion  sexuelle  était  définitivement  éclairci,  L événement  essentiel 
consistant  dans  la  fusion  du  noyau  de  Bœuf  avec  celui  du  sper¬ 
matozoïde,  sans  fusion  des  chromosomes. 

Mais  on  ne  tarda  pas  a  s’apercevoir  que  la  question  était  loin 
d’être  vidée.  En  effet,  des  découvertes,  qui  sont  relatives  les 
unes  à  la  réduction  chromatique  des  Animaux  el  des  Plantes,  les 
autres  à  la  reproduction  des  Protistes,  ont  montré  qu’il  y  a  bien 
autre  chose  dans  la  sexualité  que  la  simple  union  de  deux 
noyaux  :  les  chromosomes  eux-mêmes  s’accouplent  à  un  certain 
moment  ;  —  parfois  les  cellules  vont  fonder  un  ménage  commun 
bien  avant  la  fusion  nucléaire,  et  leur  cohabitation  prolongée  est 
indispensable  pour  que  des  gamètes  prennent  naissance;  — 
ailleurs  deux  cytoplasmes  se  confondent  sans  que  les  noyaux  se 
rapprochent,  et  ce  dualisme  persiste  pendant  une  longue  suite 
de  divisions  cellulaires. 

Le  sont  ces  contingences  que  je  me  propose  d’examiner  et 
de  comparer. 

Pour  éviter  tout  malentendu,  nous  appellerons  gamètes  les  cellules  haploïdes 
prêtes  à  conjuguer;  spermatozoïde ,  le  gamète  mâle  ;  oosphère ,  le  gamète  femelle» 
Le  produit  de  la  conjugaison  des  gamètes  est  une  zygote;  dans  celle-ci,  les  cyto¬ 
plasmes  et  les  noyaux  des  gamètes  sont  fusionnés,  mais  non  leurs  chromosomes. 
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—  fis  Cellules  haploïdes  ou  diploïdes  avec  cytoplasmes  fusionnés 
—♦«•Fusion  de  noyaux 

— î=  Début  de  fanion  de  cellules  provenant  d’une  même  zygote 
— X=  Début  de  l’union  de  cellules  provenant  de  zygotes  distinctes 

1.  Rapprochement  des  cellules. 

2.  Union  des  cytoplasmes. 

3.  Union  des  noyaux. 

4.  Union  des  chromosomes,  lors  de  la  réduction  chromatique. 
n.  Divisions  carvocinétiques  multiples. 

n.  Divisions  caryocinétiques  peu  nombreuses. 
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A.  —  L’ordre  de  succession  des  étapes. 

Coleochaete  (schéma  I). 

Un  gamète  male  de  Coleochaete  (Algue  verte  du  groupe  des 
Ulotrichées)  se  rapproche  de  l’oosphère.  A  peine  les  cellules 
sont-elles  en  contact  qu’elles  fusionnent  leurs  cytoplasmes» 
puis  leurs  noyaux.  Après  une  période  pendant  laquelle  la  zygote 
grossit,  sans  se  diviser,  il  se  fait  une  première  division  ;  mais  elle 
est  réductionnelle,  ce  qui  signifie,  d’après  ce  qu’a  vu  M.  Allen 
et  aussi  d’après  tout  ce  que  nous  apprennent  les  Métazoaires  et 
les  Métaphytes,  qu’à  la  prophase  de  cette  division  a  lieu  l’accou¬ 
plement  des  chromosomes.  Il  y  a  donc  quatre  étapes  de  conju¬ 
gaison  et  une  de  multiplication,  que  nous  désignerons  par  le?> 
mêmes  chiffres  et  lettres  que  sur  le  schéma;  voici  leur  succes¬ 
sion  :  1,  2,  3,  4,  N. 

1  =  rapprochement  des  cellules  ; 

2  =  union  des  cytoplasmes  ; 

3  =  union  des  noyaux  ; 

4  =  union  des  chromosomes. 

Ces  quatre  étapes  ne  sont  pas  séparées  par  une  seule  division  caryocinétique ; 
la  multiplication  cellulaire  (N)  s’opère  uniquement  entré  la  quatrième  étape  et  la 
première. 


ScHIZOGRÉGARINES  (schéma  4). 

Comparons  ce  cas  avec  celui  des  Schizogrégarines,  où  la 
réduction  précède  la  fusion  des  noyaux,  au  lieu  de  la  suivre. 
Voici  ce  qui  se  passe  chez  Ophryocystis ,  d’après  M.  Léger  :  la 
zygote  se  divise  en  cellules  qui  subissent  à  leur  tour  des  caryo- 
cinèses  répétées.  A  un  moment  donné,  deux  de  ces  cellules 
diploïdes  se  rapprochent  et,  sans  fusionner  ni  leurs  cytoplasmes, 
ni  leurs  noyaux,  s’entourent  d’une  membrane  commune.  Dans 
chacune  des  deux  cellules  se  succèdent  alors  deux  divisions.  La 
première  est  caryocinétique;  l’une  des  cellules  tilles  11e  se  divise 
pas  davantage  et  disparaît,  tandis  que  l’autre  subit  une  nouvelle 
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bipartition,  qui  est  réductionnelle  ;  des  deux  cellules  ainsi 
formées,  une  seule  subsiste;  elle  devient  un  gamète.  Comme  la 
même  série  de  phénomènes  se  produit  dans  les  deux  individus 
qui  cohabitent,  il  naît  deux  gamètes  à  l’intérieur  de  leur  loge 
commune.  Ces  gamètes,  qui  sont  égaux,  fusionnent  et  donnent 
naissance  à  une  zygote  analogue  à  celle  dont  nous  sommes 
parti . 

Dans  un  autre  genre  de  Schizogrégarines,  Schizocystis , 
également  étudié  par  M.  Léger,  les  deux  individus  cohabitant, 
au  lieu  de  produire  un  seul  gamète,  en  donnent  plusieurs;  en 
outre,  l’un  des  conjoints  donne  des  gamètes  mâles,  l’autre  des 
gamètes  femelles. 

Dans  les  deux  exemples  cités,  les  étapes  de  la  conjugaison  se 
succèdent  dans  l’ordre  suivant  :  I ,  n,  4,  2,  3,  N. 

1  =  rapprochement  des  cellules  ; 

n  =  divisions  cellulaires  peu  nombreuses  ; 

4  ==,  union  des  chromosomes  ; 

2  =  union  des  cytoplasmes  ; 

3  =  union  des  noyaux  ; 

N  =  divisions  caryocinétiques  multiples. 

11  sera  intéressant  de  mettre  en  parallèle  Coleochaete  et 
Ophryocystis  : 

a)  Toutes  les  cellules  d’un  Coleochaete  adulte  sont  haploïdes, 
puisque  la  réduction  suit  immédiatement  la  formation  de  la 
zygote.  Chez  les  Schizogrégarines,  au  contraire,  les  cellules 
restent  diploïdes  jusqu’à  leur  cohabitation. 

h)  Chez  Coleochaete ,  ce  sont  des  gamètes  qui  se  rencontrent  ; 
chez  Ophryocystis ,  ce  sont  des  cellules  végétatives  quelconques, 
et  celles-ci  ne  produisent  des  gamètes  qu’après  avoir  vécu 
ensemble  pendant  un  certain  temps.  Alors  que  tout  individu 
de  Coleochaete ,  même  complètement  isolé,  donne  des  cellules 
sexuelles  normales,  il  faut  à  Ophryocystis  une  excitation  préa¬ 
lable  résultant  de  la  cohabitation. 

e)  Dans  le  cycle  de  Coleochaete  (schéma  1),  les  chromosomes 
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qui  s’unissent  lors  de  la  réduction  chromatique  appartiennent 
aux  noyaux  qui  viennent  de  fusionner;  il  n’en  est  pas  ainsi  pour 
Qphnjocystis  (schéma  4)  ;  l’accouplement  des  chromosomes 
s’opère  ici  dans  des  cellules  issues  du  cycle  précédent. 

Zygophycées  (schéma  1). 

Chez  Spirogyra,  étudié  par  M.  Klebalm  et  M.  Karsten,  et  chez 
Ciosterium,  étudié  par  M.  Klebalm,  la  réduction  suit  de  près 
îa  conjugaison  nucléaire,  tout  comme  chez  Coleoçhaete .  Cepen¬ 
dant  ce  sont  des  cellules  végétatives  quelconques  qui  se  ren¬ 
contrent,  connue  chez  Ophryocystis.  Après  que  deux  filaments  de 
Spirogyra  se  sont  disposés  parallèlement,  les  cellules  d’un 
filament  vont  rejoindre  celles  de  l’autre,  et  sans  qu’il  intervienne 
de  division  cellulaire,  chaque  cellule  devient  directement  un 
gamète.  Aussitôt  après  la  fusion  des  cytoplasmes  et  des  noyaux, 
îa  zygote  se  divise  une  première  fois  par  cary ocinèse;  quant  à  k 
deuxième  division,  elle  est  rédactionnelle,  c’est-à-dire  que  sa 
prophase  donne  lieu  à  l’accouplement  des  chromosomes. 

La  succession  des  étapes  peut  être  représentée  par  la  formule 
suivante,  où  les  chiffres  et  les  lettres  ont  la  même  signification 
que  dans  la  légende  de  la  page  2  :  — —  I,  2,  3,  n,  4,  N. 

Bryophytes,  Ptéridophytes,  Phanérogames  (schéma  2)-. 

Les  botanistes  admettent  en  général  que  les  Bryophytes 
descendent  d’ Algues  voisines  de  Coleoçhaete.  Chez  les  Bryo¬ 
phytes,  le  moment  de  la  réduction  chromatique  est  reculé  plus 
ou  moins  loin  après  la  conjugaison,  de  sorte  qu’il  y  a  une  phase 
diploïde  nettement  distincte  de  la  phase  haploïde,  plus  longue. 
Leur  formule  est  1,  2,  3,  N,,  4,  i\2,  —  où  ;N,  est  moins 
étendu  que  N2. 

Les  Ptéridophytes  éloignent  encore  davantage  le  moment  de 
l'accouplement  des  chromosomes,  et  dans  leur  formule 
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—  I,  1  3,  N.,  4,  N2,  —  la  première  phase  de  multiplication 
cellulaire  (NJ. est  sensiblement  plus  longue  que  la  seconde  (NJ. 

Enfin,  les  Phanérogames  n’ont  plus  qu’un  petit  nombre  de 
divisions  des  cellules  haploïdes,  et  leur  formule  devient 
I,  2,  3,  N,  4,  n. 

La  série  qui  va  des  Algues  vertes  aux  Phanérogames  nous 
fait  donc  assister  à  l’expansion  de  la  phase  diploïde  aux  dépens 
delà  phase  haploïde,  ce  qui  signifie  que  le  moment  de  l’accou¬ 
plement  des  chromosomes  s’éloigne  de  plus  en  plus  de  celui  où 
s’est  opérée  la  fusion  des  noyaux. 

Lréoinées  (schéma  3). 

Les  Champignons  du  groupe  des  Urédinées  montrent  un 
phénomène  tout  autre  :  l’allongement  du  temps  qui  s’écoule 
entre  le  moment  de  la  fusion  des  cytoplasmes  et  celui  de  la 
fusion  des  noyaux. 

Les  basidiospores  sont  haploïdes  ;  quand  elles  germent  sur 
une  plante  nourricière  appropriée,  elles  donnent  des  filaments 
mycéliens  également  haploïdes.  Mais  à  un  certain  moment 
deux  cellules  appartenant  à  des  filaments  voisins  fusionnent  leurs 
cytoplasmes,  tout  en  laissant  leurs  noyaux  distincts.  Chaque 
bipartition  de  l’élément  binucléé  ainsi  constitué  est  accompagnée 
de  la  division  cary ocinéti que  des  deux  noyaux  :  les  cellules  filles 
reçoivent  donc  un  descendant  de  chacun  des  noyaux  qui  sont 
allés  cohabiter.  C’est  suivant  ce  procédé  que  naissent  les  éci- 
diospores.  Lors  de  leur  germination,  le  dualisme  nucléaire  se 
maintient.  Il  en  résulte  que  les  urédospores  sont  également 
binucléées.  Elles  produisent  à  leur  tour  des  cellules  mycéliennes 
binucléées.  Les  téleutospores  elles-mêmes  sont  binucléées  dans 
leur  jeunesse  ;  mais  c’est  dans  celles-ci  que  va  s’effectuer,  enfin,  la 
fusion  des  deux  noyaux  qui,  depuis  des  centaines  de  généra¬ 
tions  cellulaires,  logent  côte  à  côte  sans  s’être  jamais  rapprochés  . 

A.  la  germination  des  téleutospores.  Lune  des  premières  divi- 
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s'ions  est  réduetionnelle;  l’accouplement  des  chromosomes  suii 
donc  de  près  celui  des  noyaux. 

La  formule  devient  I ,  2,  N1?  3,  n,  4,  N  J  —  où  NA  comprend 
les  écidiospores,  le  mycélium  qui  en  dérive,  les  urédospores,  les 
filaments  provenant  des  urédospores  et  les  téleutospores  jeunes . 
—  tandis  que  N?  ne  comprend  que  les  filaments  de  l’écidie  et 
de  la  spermatié. 

Le  même  dualisme  nucléaire  se  remarque  chez  les  autres 
Basidiomycètes.  M.  Dangeard  l’a  signalé  chez  les  Protobasidiés 
autres  que  les  Urédinées,  chez  les  Hémibasidiés  (ou  Ustilagi- 
nées)  et  chez  les  Autobasidiés  :  partout  deux  noyaux  qui  ont 
vécu  côte  à  côte  depuis  de  nombreuses  générations  cellulaires 
fusionnent  dans  la  baside  ou  dans  la  spore  qui  lui  donne  nais¬ 
sance. 

Infusoikes  (schéma  4). 

Les  Infusoires  se  conduisent  à  peu  près  de  la  même  façon  que 
fies  Schizogrégarines. 

La  zygote  se  divise  un  nombre  considérable  de  fois  avant  que 
les  cellules  soient  nubiles  (Maupas).  Si  au  bon  moment  deux 
cellules  d’âge  convenable  se  rencontrent,  elles  contractent  aussi¬ 
tôt  mariage  et  font  ménage  commun.  Dans  chacun  des  conjoints 
se  préparent  maintenant  les  gamètes.  Une  division  caryociné- 
tique  est  suivie  d’une  division  réduetionnelle;  puis  chaque 
conjoint  se  divise  une  nouvelle  fois,  par  caryocinèse,  et  donne 
deux  gamètes  nettement  différenciés  :  le  plus  gros,  femelle, 
reste  siu*  place,  tandis  que  le  mâle  émigre  dans  l’autre  conjoint. 
Enfin  les  deux  zygotes  ainsi  formées  se  séparent. 

On  voit  que  les  Infusoires,  alors  même  qu’ils  sont  en  âge  de 
se  reproduire,  ne  donnent  naissance  à  des  gamètes  qu’après  une 
certaine  cohabitation.  Mais  tandis  que  chaque  Schizogrégarine 
ne  donne  qu’un  seul  gamète  ou  des  gamètes  tous  du  même  sexe  , 
J  Infusoire  donne  à  la  fois  deux  gamètes  :  l’un  mâle  et  l’autre 
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femelle.  L'individu  d’infusoire  est  donc  hermaphrodite,  mais  il 
est  incapable  de  se  féconder  lui-même.  Le  cas  est  en  somme  le 
même  que  celui  de  l’Escargot,  où  l’on  voit  aussi  deux  individus 
hermaphrodites  se  féconder  l’un  l’autre  ;  la  différence  est  qu’au 
moment  de  l’accouplement,  l’Escargot  possède  déjà  de  nombreux 
gamètes  mâles  et  femelles,  tandis  que  l’Infusoire  doit  attendre  de 
la  cohabitation  l’excitant  à  leur  élaboration. 

Chez  les  Infusoires  Péritriches  les  choses  sont  un  peu  diffe¬ 
rentes  :  les  individus  sont  les  uns  mâles,  les  autres  femelles. 

Héliozoaires  (schéma  4). 

Chez  Actinophrys,  d’après  Schaudinn,  et  chez  Actinosphae- 
rium,  d’après  R.  Hertwig,  la  conjugaison  est  précédée  de  la 
même  cohabitation  que  chez  Ophryocystis . 

Diatomées  (schéma  4) . 

11  en  est  exactement  de  même,  d’après  M.  Klebahn  et  M,  Kar- 
sten,  pour  les  Diatomées.  Alors  que  les  Algues  vertes  opèrent 
la  réduction  chromatique  immédiatement  après  la  conjugaison 
(schéma  1),  les  Diatomées  la  font  avant;  et  ce  caractère  suffit, 
pensons-nous,  pour  écarter  complètement  les  Diatomées  des 
Zygophycées,  avec  lesquelles  on  les  réunit  parfois. 

Eugrégarines  (schéma  5). 

Les  Phanérogames  nous  ont  montré  que  l’union  des  chromo¬ 
somes  peut  être  fortement  retardée,  à  l’intérieur  de  noyaux  déjà 
fusionnés.  D’autre  part,  dans  les  Urédinées  les  noyaux  restent 
longtemps  séparés,  alors  que  les  cytoplasmes  sont  confondus. 
Nous  allons  voir  chez  les  Grégarines  une  autre  étape  s’allonger 
considérablement  :  celle  qui  est  intercalée  entre  le  rapproche¬ 
ment  des  cellules  et  l’union  des  cytoplasmes. 

La  zygote  subit  trois  caryocinèses  successives.  Chacune  des 
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hait  cellules  ainsi  formées  mène  une  vie  parasitaire  et,  sans  plus 
jamais  se  diviser,  grossit  énormément.  Quand  elle  a  accumulé 
suffisamment  de  réserves,  elle  s’associe  à  une  cellule  analogue 
et  elles  s’enveloppent  à  deux  d’une  membrane  commune,  mais 
sans  fusionner  leurs  cytoplasmes.  Ensuite  chacun  des  conjoints 
subit  un  grand  nombre  de  divisions,  dont  la  dernière  est  réduc- 
tionnelle.  Les  gamètes  qui  ont  ainsi  pris  naissance  s’unissent 
aussitôt. 

Alors  que  chez  les  Schizogrégarines  la  multiplication  s’effec¬ 
tue  entre  la  fusion  des  noyaux  et  le  rapprochement  des  cellules, 
les  Eugrégarines  se  multiplient  entre  le  moment  de  l’union  des 
cellules  et  celui  de  l’union  des  chromosomes.  Leur  formule  est 
1,'N,  4,  1  3,  n. 

Ascaris  (schéma  B). 

Contrairement  à  ce  qu’on  pourrait  supposer,  la  fécondation 
ne  se  fait  pas  suivant  le  même  type  dans  tous  les  Animaux. 

On  Ascaris  mâle  produit  des  spermatozoïdes  complètement 
élaborés.  Quant  à  l’individu  femelle,  il  ne  pond  pas  des 
oosphères,  mais  des  cellules  grand’ mères  d’oosphères  :  elles 
doivent,  en  effet,  expulser  les  globules  polaires,  c’est-à-dire  subir 
encore  deux  bipartitions,  dont  une  rédactionnelle.  Or  ces  divi¬ 
sions  ne  s’opèrent  que  si  un  spermatozoïde  a  d’abord  pénétré 
dans  la  cellule  grand’mère.  Nous,  avons  donc  ici,  au  moins  pour 
la  femelle,  un  cas  parallèle  à  celui  des  Schizogrégarines  :  les 
deux  dernières  divisions  préparant  la  naissance  du  gamète  ne  se 
font  que  sous  l’action  d’un  excitant  émis  par  une  cellule 
associée. 

Si  nous  admettons  que  des  deux  divisions  de  maturation  la 
première  est  réductionnelle  et  la  seconde  caryocinétique,  la 
formule  pour  Ascaris  mâle  est  1,  %  3,  N,  -4,  n,  —  et  pour 
Ascaris  femelle  I.  2,  *4,  n,  3,  N. 

Notre  collègue,  M.  Brachet,  me  signale  que  chez  d'autres 
Animaux,  par  exemple  Saccocirrus ,  Dinophilus  et  certains  Tur- 
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bellariés,  la  pénétration  du  spermatozoïde  se  tait  dans  des 
oogonies,  donc  encore  plus  tôt.  Chez  les  Astéries,  au  contraire, 
le  spermatozoïde  entre  dans  l’oocyte  qui  a  déjà  expulsé  un 
globule  polaire. 

Echinides  (schéma  7). 

Ici  le  spermatozoïde  pénètre  dans  T  oosphère  après  expulsion 
des  deux  globules  polaires.  La  formule  est  donc  dans  les  deux 
sexes  :  1 ,  2,  3,  N,  4,  n. 

Grepidula. 

Ce  Mollusque  présente  une  particularité  curieuse  :  les  noyaux 
des  gamètes  se  collent  F  un  à  l’autre  dans  la  zygote,  mais  ils  ne 
fusionnent  pas  à  proprement  parler.  Lors  de  la  segmentation, 
on  retrouve  dans  chaque  cellule  les  deux  noyaux  distincts. 
D’après  M.  Conklin,  la  dualité  se  maintient  au  moins  jusqu’à  ce 
que  l’embryon  possède  une  soixantaine  de  cellules.  Ce  cas  est 
donc  comparable,  à  ce  point  de  vue,  à  celui  des  Gredin  des 
(schéma  3). 

Fucus  (schéma  8). 

Parmi  les  Algues,  les  Dictyotées  et  les  Floridées  se  conduisent 
à  peu  près  comme  les  Bryophytes  et  les  Ptéridophytes  ;  leur  for¬ 
mule  est.  1,  2,  3,  Nj ,  4,  N2,  —  avec  et  N2  sensiblement 
égaux. 

Chez  Fucus  la  réduction  s’opère  au  début  de  la  formation  des 
oogones  et  des  anthéridies;  sa  formule  est;  i ,  2,  3,  N,  4,  n. 

H.  —  L’origine  de  l’ordre  de  succession. 

Les  organismes  les  plus  primitifs,  par  exemple  les  Schizo- 
phytes  et  les  Flagellâtes  inférieurs,  n’ont  pas  la  reproduction 
sexuelle.  Chez  d’autres  Protistes  on  voit,  à  un  moment  donné, 
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des  cellules,  jusqu’alors  isolées,  se  rapprocher,  puis  unir  leurs 
cytoplasmes  et  enlin  leurs  noyaux.  Voici  donc  réalisées  trois 
des  étapes  de  la  conjugaison.  Quant  à  la  quatrième,  elle  est  leur 
corollaire  inévitable.  En  effet,  chacune  des  cellules  qui  s’unissent 
apporte  un  nombre  n  de  chromosomes;  la  zygote  en  possède 
donc  2n  ;  si  les  cellules  qui  dérivent  de  la  zygote  conservaient 
indéfiniment  2n  chromosomes,  elle  donneraient  par  leur  union 
une  zygote  avec  4n  chromosomes...  et  ainsi  de  suite,  il  faut 
donc  que  le  nombre  revienne  à  l’état  primitif,  n.  Or  on  sait  que 
le  mécanisme  de  cette  réduction  repose  essentiellement  sur 
I  accouplement  temporaire  des  chromosomes. 

iNous  avons  vu  que  la  réduction  s’opère  tantôt  immédiatement 
après  la  fusion  des  noyaux  (schéma  I),  tantôt  après  une  longue 
période  de  multiplication  caryocinétique  (schéma  4).  Il  ne  sera 
peut-être  pas  inutile  de  rassembler  en  un  tableau  les  diverses 
formules  que  nous  avons  rencontrées.  Les  nombres  et  les  lettres 
ont  la  même  signification  qu’à  la  page  2.  Dans  la  première 
colonne,  les  formules  commencent  par  le  moment  du  rappro¬ 
chement  des  cellules  qui  vont  s’unir;  dans  la  seconde,  elles 
débutent  par  la  constitution  de  la  zygote,  c’est-à-dire  par  la 
naissance  du  nouvel  individu. 


Coieochaete . 

1 

2 

3 

4' 

N 

3 

4 

N 

4 

2' 

Spirogyra  .  .... 

1 

°2 

3 

n 

4 

N 

3 

n 

4 

N 

4 

2 

Bryophytes  et  Ptéridophytes. 

4 

u2 

3 

N 

4 

N 

3 

N 

4 

JN 

1 

2 

Phanérogames.  .... 

1 

2 

3 

N 

4 

n 

3 

N 

4 

n 

4 
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Ürédmées . 

4 

62 

3 

n 

4 

N 

3 

n 

4 

N 

4 

2 

Schizogrégarines,  Infusoires.  , 

1  1 

n 

4 

2 

3 

N 

3 

N 

1 

n 

4 
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léliozoaires.  Diatomées  .  .  1 
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Eugrégarines . 

4 

N 

4 

2 

3 

n 

3 

n 

4 

N 

4 
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Ascaris  mâle . 

4 

2 

3 

N 

4 

n 

3 

N 

4 

n 

1 
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Ascaris  femelle  ... 

4 

2 

4 
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3 

N 

3 

N 

1 

2 
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Éehinides . 

4 

2 

3 

N 

4 

n 

3 
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n 

4 
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Fucus  . 

1 

2 

3 
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4 

n 
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1 

2 
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Ce  qui  frappe  le  plus  dans  ce  tableau,  c’est  la  diversité  des 
positions  qu’occupe  la  période  de  grande  multiplication  cellu¬ 
laire,  N.  Si  nous  voulons  nous  rendre  compte  des  raisons  de 
ces  variations,  c’est  aux  Protistes  que  nous  devons  nous  adres¬ 
ser,  et  non  aux  êtres  plus  évolués.  Et  que  constatons-nous? 
C’est  que  chez,  des  Protistes  très  primitifs,  n’ayant  même  pas 
les  gamètes  différenciés  en  mâles  et  femelles,  il  y  a  déjà  deux 
modalités  tout  à  fait  opposées  :  l’une  a  comme  type  les  Algues 
vertes  (schéma  1),  l’autre  est  représentée  par  les  Schizogréga- 
rines,  etc.  (schéma  4). 

Dans  le  premier  type,  dès  que  deux  cellules  avec  n  chromo¬ 
somes  se  sont  unies  pour  former  une  zygote  avec  2n  chromo¬ 
somes,  celle-ci  s’empresse  de  se  débarrasser  des  chromosomes 
surabondants,  pour  revenir  au  nombre  n. 

Nous  admettons,  avec  la  majorité  des  botanistes,  que  les  Méta- 
phytes  dérivent  de  ce  type,  par  l’allongement  de  la  phase  de 
multiplication  cellulaire  insérée  entre  les  étapes  8  (union  des 
noyaux)  et  4  (union  des  chromosomes).  Chez  les  Phanérogames, 
cet  intervalle  prend  un  tel  développement  que  la  phase  de  mul¬ 
tiplication  après  réduction  est  presque  entièrement  supprimée. 

Alors  que  chez  les  Phanérogames  l’importance  de  la  phase 
diploïde  est  certainement  d’origine  secondaire,  et  acquise  à  la 
suite  d’une  évolution  compliquée,  nous  retrouvons  exactement 
la  même  disposition  chez  des  Protistes  fort  simples  (schéma  4). 
Ce  qui  différencie  les  deux  groupes  c’est  que  pour  procéder  à  la 
réduction  chromatique,  les  Phanérogames  n’ont  besoin  que 
d’être  adultes,  tandis  que  les  Schizogrégarines,  les  Infusoires,  etc., 
doivent  d’abord  se  marier;  s’ils  restent  célibataires,  ils  ne  pro¬ 
duisent  jamais  de  gamètes. 

Les  Eugrégarines  se  distinguent  des  Schizogrégarines  par 
l’extrême  précocité  du  mariage  :  elles  sont  déjà  nubiles  alors 
qu’elles  ne  sont  séparées  de  la  zygote  que  par  trois  divisions 
caryocinétiques. 

Chez  Ascaris  et  chez  un  grand  nombre  d’Animaux,  la  coha- 
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bitation  avec  le  gamète  mâle  est  également  indispensable  pour 
que  naisse  le  gamète  femelle.  Mais  d’autres  Animaux,  par 
exemple  les  Oursins,  ont  dépassé  ce  stade  et  ils  produisent  des 
oosphères  en  dehors  de  toute  intervention  du  spermatozoïde. 

Un  mot  sur  deux  groupes  aberrants  :  Les  Urédinées  semblent 
se  rapprocher  du  premier  type,  par  la  brièveté  de  la  phase 
diploïde;  elles  sont  caractérisées  par  la  longue  cohabitation  des 
deux  noyaux  non  fusionnés.  Quant  aux  Fucus ,  dont  la  formule 
est  calquée  sur  celle  des  Oursins,  il  n’est  pourtant  pas  certain 

qu’il  faille  les  rattacher  au  deuxième  groupe. 

* 

*  * 

Quels  rapports  de  parenté  y  a-t-il  entre  les  cellules  qui  se 
rapprochent?  Chez  les  Protistes,  on  ne  le  sait  de  façon  précise 
que  dans  un  petit  nombre  de  cas. 

Chez  les  Infusoires,  les  individus  qui  conjuguent  proviennent 
généralement  de  zygotes  distinctes  et  ils  sont  donc  tout  à  fait 
étrangers  l’un  à  l’autre. 

il  en  est  probablement  de  même  des  Eugrégarines  ;  en  tout 
cas,  les  gamètes  issus  d’un  même  conjoint  ne  peuvent  pas  s’unir 
entre  eux. 

Chez  les  Spirogyra  et  les  autres  Zygnémées,  l’accouplement 
s’opère  en  général,  mais  pas  toujours,  entre  cellules  de  filaments 
distincts.  Les  Coleochaete  et  les  autres  Algues  du  même  groupe 
sont  parfois  unisexuelles,  et  dans  ces  espèces-là,  tout  au  moins, 
les  gamètes  qui  s’accouplent  n’ont  pas  de  relations  de  parenté. 

Les  recherches  de  M.  Blakeslee  ont  montré  que  beaucoup  de 
Mucorinées  ne  donnent  de  zygotes  qu’après  accouplement  de 
deux  individus  appartenant  à  des  lignées  différentes.  Les  expé¬ 
riences  de  Mlle  Bensaude  indiquent  qu’il  en  est  de  même  pour 
une  Autobasidiée. 

Les  Métaphytes  et  les  Métazoaires  sont  tantôt  unisexuels, 
tantôt  hermaphrodites,  mais  dans  ce  dernier  cas  ils  sont  fréquem  - 
ment  autostériles. 

Bref  dans  la  majorité  des  organismes,  les  gamètes  doivent 
provenir  de  zygotes  différentes. 
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Il  en  est  sans  doute  tout  autrement  chez  les  Urédinées.  Les 
cellules  qui  unissent  leurs  cytoplasmes  sont  portées  par  des 
filaments  d’une  même  écidie;  à  moins  de  supposer  que  celle-ci 
renferme  des  filaments  provenant  de  basidiospores  distinctes,  les 
filaments  qui  s’unissent  dérivent  donc  d’une  même  zygote. 

Résumé. 

La  conjugaison  sexuelle  comprend  quatre  étapes  successives  : 

1°  Le  rapprochement  des  cellules; 

2°  L’union  des  cytoplasmes; 

3°  L’union  des  noyaux; 

4°  L’union  des  chromosomes. 

Chez  les  Coleochaete  et  d’autres  Algues  vertes,  les  quatre 
étapes  se  succèdent  de  près,  sans  qu’aucune  division  caryociné- 
tique  les  sépare. 

Les  Métaphytes  ont  un  long  intervalle  entre  3  et  4  :  les 
noyaux  fusionnés  subissent  un  grand  nombre  de  caryocinèses 
avant  d’accoupler  leurs  chromosomes. 

Chez  les  Basidiomycètes,  c’est  l’intervalle  compris  entre  2 
et  3  qui  prend  de  l’importance  :  dans  une  cellule  à  cytoplasmes 
fusionnés,  les  noyaux  restent  distincts,  et  ce  dualisme  se  main¬ 
tient  pendant  une  longue  suite  de  divisions. 

Les  Infusoires,  les  Schizogrégarines,  les  Héliozoaires  et  aussi 
les  Diatomées  ont,  tout  comme  les  Métaphytes,  un  long  inter¬ 
valle  entre  3  et  4.  Mais  ce  qui  est  caractéristique  pour  eux,  c’est 
que  la  phase  4  n’apparaît  que  si  elle  est  préparée  par  la  phase  1  ; 
en  d’autres  termes,  une  cohabitation  préalable  est  nécessaire 
powr  que  les  gamètes  prennent  naissance. 

Les  Eugrégarines  ont  en  outre  un  intervalle  considérable 
entre  1  et  2  :  elles  se  marient  très  tôt,  mais  les  cytoplasmes  ne 
s’unissent  que  longtemps  après. 

Beaucoup  d’Animaux  ont  conservé,  dans  le  sexe  femelle,  la 
cohabitation  préparatoire  à  la  formation  des  gamètes. 
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Astronomie.  —  Note  complémentaire  sur  la  nature 
des  étoiles  temporaires, 

par  P.  STROOBANT,  membre  de  l’Académie. 

A  la  suite  de  la  communication  que  j’ai  faite  à  la  séance 
d’octobre  de  la  Classe  des  sciences,  notre  confrère,  M.  Max 
Lohest,  a  bien  voulu  me  signaler,  parmi  les  travaux  publiés 
par  feu  de  Heen,  des  considérations  intéressantes  concernant 
les  étoiles  nouvelles  ou  temporaires. 

D’après  de  Heen  (1),  ces  astres  proviendraient  d’une  explo¬ 
sion  due  à  la  pression  croissante  résultant  de  la  condensation 
amenant  un  état  d’instabilité  atomique  :  «  la  matière  étant 
retournée  à  une  de  ses  phases  intermédiaires  entre  l’éther  et 
l’état  que  nous  lui  connaissons  ».  Notre  savant  confrère  était 
donc  partisan  de  la  première  des  hypothèses  que  nous  avons 
mentionnées  et  a  cherché  à  en  donner  une  explication  physique. 

Les  idées  du  physicien  S.  Arrhenius  sur  l’évolution  alter¬ 
nante,  exposées  dans  son  ouvrage  sur  L’Évolution  des  mondes 
(1907),  présentent  une  grande  analogie  avec  la  conception  de 
de  Heen,  suivant  laquelle  «  la  substance  parcourt  depuis  l’infini 
des  temps  un  cycle  fermé  et  le  parcourra  éternellement  »  (2). 

Dans  une  note  sur  Les  cycles  et  les  récurrences  en  géologie  (3), 
M.  Max  Lohest  résume  son  exposé  en  faisant  remarquer  que 
tous  les  cycles  qu’il  a  étudiés  s’opéreraient  eux-mêmes  dans  un 
cycle  immense,  compris  (suivant  de  Heen)  entre  une  nébuleuse 
primitive  et  une  nébuleuse  finale. (*) 


(*)  Mémoires  de  la  Société  royale  des  sciences  de  Liège ,  3e  série,  t.  V,  1904,  p.  143. 

(2)  Ibid.,  3e  série,  t.  VI,  1906,  p.  103. 

(3)  Annales  de  la  Société  géologique  de  Belgique,  t.  XXXV,  Mémoires,  1908,  p.  30. 


Géométrie.  —  Un  groupe  de  trois  tétraèdres, 

par  Clément  SERVAIS,  membre  de  l’Académie. 

1 .  Les  plans  osculateurs  à  une  parabole  gauche  spéciale  (P) 
déterminent  dans  le  plan  de  l’infini  des  tangentes  à  une  conique 
harmoniquement  inscrite  au  cercle  imaginaire  à  l’infini.  Cette 
parabole  a  une  directrice  d,  lieu  des  points  d’où  l’on  peut  mener 
à  la  courbe  (P)  trois  plans  osculateurs  perpendiculaires  deux 
à  deux. 

Si  lia,  hb,  lic,  hd  sont  les  hauteurs  d’un  tétraèdre  AB  CD,  la 
directrice  d  d’une  parabole  gauche  spéciale  osculatrice  aux  faces 
de  ce  tétraèdre  est  un  rayon  du  système  réglé  (ha hb  fic hd) . 

2.  Les  plans  osculateurs  (a  (3  y  8 . )  d’une  parabole  gauche 

spéciale  (P)  et  les  perpendiculaires  ( abcd . )  menées  à  ces 

plans  par  un  point  donné  O  de  la  directrice  d  déterminent  dans 
un  plan  osculateur  quelconque  tc  de  la  courbe  deux  systèmes 

plans 

7c(a(3y8...)  tc  (abcd...) 

réciproques  involutifs. 

Tout  plan  qui  coupe  les  faces  des  trièdres  (3 y 8,  bcd  suivant 
deux  triangles  polaires  réciproques  et,  par  suite,  homoiogiques 
est  tangent  à  la  quadrique  ayant  pour  génératrices  les  inter¬ 
sections  des  couples  de  plans  : 

(P,  cd)  (y,  db)  (8,  bc). 
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Les  plans  oscillateurs  à  la  parabole  gauche  (P)  sont  tangents 
à  cette  quadrique.  Celle-ci  est  donc  un  paraboloïde  dont  le  plan 
orthogone  passe  par  la  directrice  d.  Ainsi  : 

Si  ha,  hb,  hc,  hd  sont  les  hauteurs  d'un  tétraèdre  AB  CD; 
a,  b,  c,  d  les  perpendiculaires  abaissées  d’un  point  quelconque  O 
de  V hyperboloide  équilatère  (hahbhchd)  sur  les  faces  oc,  (3,  y,  8 
du  tétraèdre ,  les  ternes  de  droites 


(P,  Cd) 

(y.  db) 

(8,  bc ) 

(y,  da) 

(S,  ac) 

(a,  cd) 

(S,  ab) 

(a,  bd) 

(P>  da) 

(a,  be) 

(P,  cd) 

(y,  ab) 

sont  respectivement  les  génératrices  de  quatre  parabolo'ides  dont 
les  plans  ortliogones  passent  par  un  même  rayon  du  système 
réglé  (hahbhchd). 

Ce  ray 07i  contient  le  point  choisi  O  et  est  la  directrice  d’une 
parabole  gauche  spéciale  osculatrice  aux  faces  du  tétraèdre 
ABCD  ;  cette  courbe  est  l’arête  de  rebrousseme7it  d’une  dévelop¬ 
pable  circonscrite  aux  quatre  paraboloïdes . 

3.  Soient  ABCD,  A1B1C1D1  deux  tétraèdres  homologiques 
et  orthologiques  (*)  ;  O,  leurs  centres  d’orthologie  respectifs; 
02,  <r  le  centre  et  le  plan  d’homologie;  /  ==  (B CD,  B^DJ, 
m  =  (CDA,  C1.D1A1),  n==  (D  AB,  D, A^),  p=  (ABC,  A^CJ. 
Les  tétraèdres  ABCD,  A1B1C1D1  sont  réciproques  relativement 
à  une  quadrique  2  conjuguée  aux  éléments  02,  <7.  Cette  qua¬ 
drique  sera  dite  associée  aux  deux  tétraèdres  ABCD,  A1B1C1D1. 
L’enveloppe  des  plans  polaires  du  point  O  [ou  OJ  relative- 


(*)  Tétraèdres  orthologiques.  Stejner,  Journal  de  Crelle,  t.  II,  p.  98.  —  J.  Neu- 
berg,  Mémoire  sur  le  tétraèdre.  (Mémoires  Académie  royale  de  Belgique,  t.  XXXVII, 
p.  12.) 
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ment  aux  quadriques  homofocales  à  £  est  une  parabole  gauche 
spéciale  (P)  [ou  (P,)]  osculatrice  aux  faces  du  tétraèdre  AB  CB 
|  ou  A,  BjCjDJ.  I  ^es  arêtes  OA,,  OB,,  OC,,  OD,  du  pentagone 
complet  OA1BiC1D1  et  les  faces  respectivement  opposées  déter¬ 
minent  dans  le  plan  g-  les  systèmes  plans  (LM  N  P)  (Imnp) 
réciproques  involutifs;  par  suite  (2),  le  plan  g-  est  oscillateur 
à  la  parabole  gauche  (P).  Par  analogie,  il  est  osculateur  à  la 
parabole  (P1).  Le  lien  des  pôles  du  plan  a-  par  rapport  aux 
quadriques  homofocales  à  £  est  donc  la  droite  00,  ;  elle  est 
normale  au  plan  g-  et  passe  par  le  point  02.  Ainsi 

Si  deux  tétraèdres  AB  CD,  A1B1C1D1  sont  homologiques  et 
orthoiogiques,  les  rentres  d’orthologie  0,  01  et  le  centre  d’homo¬ 
logie  02  sont  sur  une  droite  normale  au  plan  d’ homologie  g-  (*). 

4.  La  droite  00, 02  est  l'intersection  [des  plans  A  a,  B  b,  Ce,  Dd, 
a,  h,  c ,  d  désignant  les  droites  OA,,  OB,,  OC,,  OD,  perpen¬ 
diculaires  aux  faces  du  tétraèdre  A  B  CD.  Le  plan  Aa  contient  la 
hauteur  ha  du  tétraèdre  AB  CD  et  est  tangent  à  l’hyperboloïde 
(h^hbhchd).  Par  analogie,  les  plans  B  b,  Ce,  Dd  jouissent  de  la 
même  propriété;  donc 

Là  droite  00, 02  est  une  directrice  du  système  réglé 
(hahbhchd)  formé  par  les  hauteurs  du  tétraèdre  AB  CD. 

5.  Les  conjuguées  de  la  droite  00, 02  relativement  aux  qua- 
driques  homofocales  à  2  (3)  enveloppent  une  parabole  (a-)  située 
dans  le  plan  g-  et  inscrite  dans  la  développable  osculatrice  à  la 
parabole  gauche  spéciale  (P)  (3).  La  parabole  (cr)  est  donc  tangente 
aux  droites  /,  m,  n,  p  (3)  et  ces  droites  sont  les  conjuguées  de  la 
droite  00, 02  relativement  à  quatre  quadriques  S,,  S2,  S3,  24 
homofocales  à  £.  Les  plans  polaires  du  point  0  [ou  0,]  par 


(*)  M.  V.  Thébault,  professeur  à  Ernée  (Mayenne),  soupçonnait  l’exactitude  de 
cette  analogie  dans  l’espace  d’une  propriété  relative  à  deux  triangles  homologiques 
et  orthoiogiques.  {N.  A.  M.,  1919,  p.  160.)  11  nous  en  avait  demandé  la  vérification. 


1921.  SCIENCES. 
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rapport  à  ces  quadruples  sont  les  seconds  plans  osculateurs 
/  B  C  D ,  m  C  D  A,  n  D  AB,  p  A  B  C  [ou  /  B ,  C 1  D 1 ,  rn  C1  D i  Ai . 
n  D[  A,  B,,  pA1B1C1]  menés  par  les  droites  1,  m,  n,  p  à  la 
parabole  gauche  (P)  [ou  (P4)]  (3).  Par  suite 

Les  faces  des  tétraèdres  liomologiques  et  orthologiques  A  B  CI). 
A,  B:1  C1  D ,  sont  les  plans  polaires  des  centres  d’orthologie  O,  O, 
relativement  à  quatre  quadriques  S4-,  H2,  S3,  S4  liorno focales  à 
la  quadrique  S  associée  à  ces  tétraèdres. 

6.  Les  plans  principaux  de  la  quadrique  X  sont  oscillateurs 
à  la  parabole  gauche  spéciale  (P4)  (3).  La  polaire  réciproque 
de  (P4)  par  rapport  à  £  est  une  cubique  gauche  circonscrite  au 
tétraèdre  principal  de  E,  au  tétraèdre  AB  CD  et  passant  par  les 
points  (),,  02.  Donc 

Si  deux  tétraèdres  A  BC  D.  A1B1C1D1  sont  liomologiques  et 
ortkologiques ,  le  centre  d’orthologie  O,  correspondant  au 
tétraèdre  AJB1C1D1  et  le  centre  d’homologie  02  sont  situés  sur 
une  hyperbole  gauche  équilatère  circonscrite  au  tétraèdre  AB  CD 
et  passant  par  le  centre  de  la  quadrique  £  associée  à  ' ces 
tétraèdres. 

Les  asymptotes  de  cette  hyperbole  sont  parallèles  aux  axes  de 
la  quadrique  £. 

7.  La  droite  /  est  normale  à  ses  conjuguées  relativement  aux 
quadriques  homofocales  à  S;  car  elle  est  perpendiculaire  à  sa 
conjuguée  OC^Cg  relativement  à  S4  (5).  On  peut  donc  mener 
par  /  un  plan  normal  à  la  droite  02AA1  conjuguée  de  /  par 
rapport  à  £  (3).  Le  pôle  de  ce  plan  par  rapport  à  Ï1  est  le 
point  Og.  Donc 

Les  plans  polaires  du  centre  d’homologie  02  des  tétraèdres 
AB  CD,  A1B1C1D1  relativement  aux  quadriques  homofocales 
S1?  E2,  £3,  £4  (5)  sont  les  faces  d’un  tétraèdre  A2B2C2D2 
homologique  et  orthologique  à  chacun  des  tétraèdres  A  B  CD  , 
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8.  Le  groupe  des  trois  tétraèdres  AB  CD,  At  B1 C1 1) , , 
A2B2C2D2  joui (  des  propriétés  suivantes  : 

La  point  Oj  est  le  centre  d’homologie  des  tétraèdres  AB  CD, 
A2B2C2D2  ;  les  points  0,  0 2  sont  leurs  centres  d’orthologie 
respectifs. 

Le  point  0  est  le  centre  d’homologie  des  tétraèdres  A,  B,  C1D1 , 
A2B2C2D2;  les  points  0,,  0 %  sont  leurs  centres  d’orthologie 
respectifs. 

Les  sommets  du  tétraèdre  A2B2C2D2  sont  respectivement  les 
intersections  des  couples  de  droites 

(OA*,  04A),  (0B4,  0^),  (OC*,  0*0),  (0D4,  0*0). 

En  effet,  le  plan  a-  est  le  plan  d’homologie  des  tétraèdres 
orthologiques  AB  CD,  A1B1C1D1;  le  point  02  est  le  centre 
d’orthologie  du  tétraèdre  A2B2C2D2.  Le  centre  d’homologie 
de  ces  tétraèdres  est  sur  la  perpendiculaire  0102  menée  du 
point  02  au  plan  <r.  (3)  et  sur  l’hyperbole  gauche  équilatère 
(0102ABCD)(6)'j  le  point  01  est  donc  le  centre  d’homologie 
des  tétraèdres  AB  CD,  À1B1C1D1  et  le  point  0  est,  par  analogie, 
celui  des  tétraèdres  A1B1C1D1  et  A2B2C2D2,  Il  en  résulte  que 

A2  —  (OA*,  0*A),  B2=ee(OB*,  OtB),  C2  =  (OC*,  04C), 

D2=e  (OD*,  04D), 

et,  par  suite,  les  points  01?  02  sont  les  centres  d’orthologie 
respectifs  des  tétraèdres  AB  CD,  A2B2C2D2. 

Remarque.  —  Deux  tétraèdres  du  groupe  A  B  CD,  A1B1C1D1, 
A2  B2C2D2  déterminent  le  troisième. 

9.  Les  plans  principaux  de  la  quadrique  (l>  associée  aux 
tétraèdres  AB  CD  et  A2B2C2D2  soot  osculateurs  à  la  parabole 
gauche  (P)  et  les  axes  de  cette  quadrique  sont  parallèles  aux 
asymptotes  de  l’hyperbole  gauche  équilatère  (L^CÇABCD).  Les 
quadriques  H  et  d>  ont  donc  les  mêmes  plans  principaux.  Les 
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faces  du  tétraèdre  A  B  Cl)  et  les  perpendiculaires  abaissées  du 
point  O  sur  ces  faces  déterminent  dans  chacun  des  plans  prin¬ 
cipaux  deux  systèmes  plans  réciproques  involutifs.  La  conique 
directrice  de  ce  système  polaire  est  une  conique  focale  commune 
à  S  et  <t>.  Donc 

Les  quadriques  associées  aux  couples  de  tétraèdres  liomolo- 
giques  et  orthologiques 

(ABCD,  AiBiGA),  (AiBdC4Di,  A2B2C2D2),  (A2B2C2D2?  ABCD) 

sont  homo focales . 

10.  La  di  rectrice  de  la  parabole  gauche  spéciale  (P)  (B) 
joint  le  point  0  au  centre  de  la  quadrique  1  associée  aux 
tétraèdres  ABCD,  A j Ba Ca Dj  ;  elle  est  un  rayon  du  système 
réglé  (ha/ibhclid) .  En  tenant  compte  de  la  propriété  .(4),  on  peut 
donc  dire  que 

La  droite  qui  joint  les  centres  d’orthologie  0,  015  02  des 
tétraèdres  ABCD,  A4  B1  CA  Dd ,  A?  B2  C?  D  ?  est  une  directrice  com¬ 
mune  aux  trois  systèmes  réglés 

(.h<xhbhchd)>  (Jt  aJtbJ^cJt'da) 

formés  par  les  hauteurs  de  ces  tétraèdres. 

Les  rayons  de  ces  systèmes  réglés  issus  respectivement  des 
points  0,  04,  Or2  concourent  au  centre  des  quadriques  homo- 
focales  associées  à  ces  tétraèdres  pris  deux  à  deux. 

11.  Etant  donnés  un  tétraèdre  ABCD  et  un  point  0  de 
Fhyperboloïde  (ka/ibhc/id),  par  ce  point  on  mène  la  directrice  s 
du  système  réglé  (ha  hb  hc  hd)  et  les  perpendiculaires  a,  b ,  c ,  d 
sur  les  faces  de  ce  tétraèdre.  Si  Ü?  est  un  point  arbitrairement 
choisi  sur  la  droite  s,  les  points 

AiSÉsqOgA,  a),  Bd  =  (OoB,  b),  Cd  eee  (02C,  c),  D4=e  (02D,  d) 
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sont  les  sommets  d’un  tétraèdre  A(  B,  D4  homologique  et 
orthologique  au  tétraèdre  ÀBCI).  Le  centre  d’orthologie  0A 
correspondant  au  tétraèdre  A1B1C1  Di  est  situé  sur  la  droite  .s*  (4) 
et  le  plan  d’homologie  *  est  normal  à  s  (3), 

12.  Les  droites  AB,  AjBx  se  coupent  dans  le  plan  a-;  leur 
point  commun  est  la  trace  de  la  droite  AB  sur  le  plan  ab  qui 
contient  A^.  Par  conséquent, 

D’un  point  quelconque  O  de  l’hyperboloide  équilatère 
(hahbhchd)  des  hauteurs  d’un  tétraèdre  AB  CD,  on  abaisse  des 
perpendiculaires  a,  b,  c,  d  sur  les  faces  de  ce  tétraèdre  ;  les  six 
points 

(AB,  ab),  (AC,  ac),  (AD,  ad), 

(RC.  bc),  (BD,  bd),  (CD,  cd) 

sont  dans  un  même  plan  c?  perpendiculaire  à  la  directrice  s  du 
système  réglé  (hahbhchd)  issue  du  point  choisi  O. 

Le  plan  a-  est  oscillateur  à  la  parabole  gauche  spéciale  (P)  (3); 
donc 

Lorsque  le  point  O  décrit  un  rayon  du  système  réglé 
(hahbhchd),  le  plan  ?  enveloppe  une  parabole  gauche  spéciale 
osculatrice  aux  faces  du  tétraèdre  AB  CD  et  ayant  pour  direc¬ 
trice  le  rayon  considéré. 

On  peut  dire  aussi  : 

D’un  point  O  de  la  directrice  r  d’une  parabole  gauche  spéciale , 
on  abaisse  des  perpendiculaires  a,  b,  c,  d  sur  les  plans  a,  (3,  y,  o 
osculateurs  à  la  courbe  ;  les  six  points 

(af$,  cd),  (ay,  bd),  (a§,  bc), 

(Py,  ad),  (po,  ac),  (yS,  ab) 

sont  situés  dans  un  meme  plan  ?  osculateur  et  la  parabole. 

Lorsque  le  point  O  décrit  la  directrice  r,  la  perpendiculaire  s 
(abaissée  dit  point  O  sur  le  plan  cr  décrit  un  système  réglé  ayant 
poux  directrices  les  hauteurs  du  tétraèdre  apyo. 
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13.  Ce  qui  précède  établit  que 

Lorsque  le  point  02  décrit  la  directrice  s  du  système  réglé 
(hahbhchd),  le  plan  d’homologie  du  tétraèdre  donné  A  B  Cl) 
et  du  tétraèdre  variable  À,  B1C1D1  (11)  reste  fixe. 

14.  La  section  de  l’hyperboloïde  ( hahbliclid )  par  le  plan 
B  CD  et  la  hauteur  ha  constituent  une  courbe  dégénérée  du 
faisceau  des  cubiques  gauches  circonscrites  au  tétraèdre  AB  CD, 
situées  sur  l’hyperboloïde  considéré  et  rencontrant  en  deux 
points  la  directrice  s  du  système  réglé  (hahbhch(j).  Ces  cubiques 
déterminent  sur  la  droite  s  des  couples  de  points  en  involution. 
Donc 

Une  directrice  s  du  système  réglé  (ha  hh  hc lîd)  rencontre  les 
hauteurs  hahbhchd  et  les  faces  correspondantes  du  tétraèdre 
AB  CD  en  des  points  (A',  B\  C',  IV),  A",  B",  C",  D"  tels  que 
les  couples 

(A'A",  B'B",  C'C",  D'D") 
sont  conjugués  dans  une  même  involution  (*). 

15.  Les  six  points  01,  02,  A,  B,  C,  D  et  le  centre  de  la 
quadrique  X  associée  aux  tétraèdres  ABCD,  A1B1C1D1  sont 
situés  sur  une  hyperbole  gauche  équilatère  (B)  ;  cette  courbe 
appartient  à  l’hyperboloïde  (hahbh(hd).  Le  point  02  étant  quel¬ 
conque  sur  la  directrice  s,  on  voit  que 

Les  cubiques  gauches  circonscrites  au  tétraèdre  ABCD, 
situées  sur  l’hyperboloïde  (hahbhchd)  et  ayant  pour  bissécantes 
les  directrices  du  système  réglé  (hnhbhchd)  sont  des  hyperboles 
gauches  équilatères . 


(*)  Celte  propriété  est  projective. 
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16.  On  conclut  des  numéros  (6,  14)  : 

Le  centre  d’homologie  02  du  tétraèdre  donné  AB  CD  et  du 
tétraèdre  variable  A1B1C1'D1  et  le  centre  d’orthologie  O,  corres¬ 
pondant  au  tétraèdre  A1B1C1D1  sont  conjugués  dans  Uinvo- 
lution  (14) 

(A' A",  B'B  C'C",  IVD"). 

17.  Si  le  point  Ü2  est  à  l’infini  sur  la  droite  s,  les  droites 
02ÀA„  02BB,,  02CC„  0,1)1),  normales  respectivement  aux 
faces  du  tétraèdre  A2B2C2D2  (8)  sont  parallèles  et  les  quatre 
points  A2,  B2,  C2,  l).2  sont  dans  un  même  plan  qui  est  nécessai¬ 
rement  le  plan  cr.  Les  points  A2,  B2,  C2,  D2  sont  alors  les  traces 
des  droites  a ,  b ,  c,  d  dans  le  plan  a-  et  les  droites  AA2,  BB2, 
CC2,  DD2  concourent  au  centre  d’orthologie  0,  correspondant 
au  tétraèdre  A, B,  0,0,  déduit  du  point  02  ainsi  choisi.  Ce 
point  0,  est  le  point  central  de  l’involution  (A' A",  IV  B", 
C'C",  D'D").  On  peut  donc  compléter  les  propriétés  (12,  14) 
comme  suit  : 

Les  droites  joignant  les  sommets  du  tétraèdre  AB  CD  respec¬ 
tivement  aux  traces  des  droites  a,  I),  c,  d  sur  le  plan  <j  se  coupent 
en  un  même  point  de  la  d imite  s. 

Ce  point  est  le  point  central  de  l’involution 1  (A/ A' ' ,  B' B", 
C'C",  D'D"). 

Remarque.  —  Si  les  centres  d’orthologie  0,  0,  des  tétraèdres 
AB  CD,  A,  B,  C,D,  sont  correspondants  dans  l’homologie  (02,  <r), 
le  centre  d’homologie  O,  est  à  l’infini. 

O  l 

18.  L  involution  des  couples  de  points  conjugués  0,,  Û2 
sur  la  droite  s  (16)  a  deux  éléments  doubles,  et  pour  deux  posi¬ 
tions  du  point  02  sur  cette  droite,  on  a  02  ==  0,  ;  la  droite  0,A 
normale  au  plan  B,  C,  D,  est  alors  identique  à  la  droite  02AA,  ; 
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le  point  O,  est  donc  Lorthocentre  du  tétraèdre  A,  B,  Ct  !.), .  Par 

suite. 

Parmi  les  tétraèdres  liomologiques  et  orthologiques  au 
tétraèdre  AB  CD,  le  centre  d’orthologie  correspondant  à  ce 
tétraèdre  étant  un  point  donné  O,  il  existe  deux  tétraèdres  ortho- 
centriques . 

19.  Lorsque  le  point  02  est  le  conjugué  de  O  dans  l’invo- 
lution  (16),  le  point  0  =e  01  est  le  centre  d’orthologie  corres¬ 
pondant  au  tétraèdre  A^B^D,.  Donc 

fl  existe  un  tétraèdre  homologique  et  orthologique  au  tétraèdre 
AB  CD,  tel  que  le  centre  d’orthologie  commun  à  ces  deux 
tétraèdres  soit  un  point  donné  O  de  riiyperboldide  (hahbhchd). 

20.  Le  centre  de  la  quadrique  associée  à  ces  deux  tétraèdres 
est  sur  le  rayon  du  système  réglé  ( hahbhchd )  issu  du  point  0  (10), 
le  seul  point  appartenant  à  l’hyperbole  équiiatère  gauche 
(OjOgABCD)  (15).  Le  centre  est  donc  le  point  O  ===  O,  et  la 
quadrique  associée  est  la  sphère  de  centre  O,  conjuguée  aux 
éléments  02,  t  que  le  tétraèdre  AB  CD  et  le  point  O  déter¬ 
minent  (12,  19).  Par  suite, 

Tout  point  O  de  T hyperboloide  des  hauteurs  (hahbhchd)  du 
tétraèdre  AB  CD  est  le  centre  d’une  sphère  déterminée  par  ce 
point ,  telle  que  le  tétraèdre  AB  CD  et  son  réciproque  A 4  B ,  (L,  IL 
par  rapport  à  cette  sphère  sont  liomologiques. 

21.  Soient  X,  S  les  traces  des  droites  AB,  s  sur  le  plan  cr  ; 
les  points  O,  X  sont  dans  le  plan  ab  (12)  normal  à  l’arête  CD 
du  tétraèdre  AB  CD.  Donc,  si  le  point  O  décrit  la  directrice  s, 
on  a  successivement  les  ponctuelles  semblables  (O)  et  (X), 
(X)  et  (S),  (S)  et  (O).  Ainsi 

Lorsque  le  point  O  est  mobile  sur  la  directrice  s  du  système 
réglé  (hahbhchd)  des  hauteurs  du  tétraèdre  AB  CD,  la  ponc¬ 
tuelle  (O)  est  semblable  au  faisceau  décrit  par  le  plan  or  (12). 
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22 -  Quand  le  point  O  est  à  F  intersection  des  droites  s ,  ka,  le 
point  X  est  en  À  et  le  point  S  (21)  est  la  projection  orthogonale 
(du  point  A  sur  la  droite  s  ;  par  conséquent, 

Si  (HaHbHcHd)  est  la  section  du  système  réglé  (hahbhchd)  des 
hauteurs  du  tétraèdre  AB  CD,  par  une  directrice  s;  A',  IV,  C',  1  ) 
les  projections  orthogonales  des  sommets  A,  B,  C,  D  sur  cette 
droite  s,  les  ponctuelles 

(HofhMMa),  (A'B'C'D'j 

sont  semblables . 

On  a 

s(ABCD)  =  =  (A'BTdlV), 

donc  : 

Les  perpendiculaires  AA',  BB\  CC\  DD'  abaissées  des  som¬ 
mets  du  tétraèdre  A  B  CD  sur  une  directrice  s  du  système  réglé 
(hahbhchd)  sont  des  génératrices  d’un  paraboloïde  équilatère. 

23.  Le  plan  mené  par  la  droite  AB  parallèlement  à  la  plus 
courte  distance  des  droites  s  et  CD  rencontre  la  droite  s  en  un 
point  E.  La  parallèle  menée  par  ce  point  E  à  la  plus  courte 
distance  considérée  coupe  la  droite  AB  en  un  point  X'  de  la 
ponctuelle  (X)  (21);  les  homologues  O'  et  S'  de  ce  point  Xr 
dans  les  ponctuelles  (O),  (S)  semblables  à  (X)  coïncident  au 
point  E.  Ce  point  E  est  donc  un  point  double  des  ponctuelles 
semblables  (O)  et  (S)  (21).  Il  en  résulte  la  propriété  suivante  : 

Par  chaque  arête  AB  d’un  tétraèdre  AB  CD,  on  mène  un  plan 
parallèle  à  la  plus  courte  distance  de  V arête  opposée  CD  et  d’une 
directrice  s  du  système  réglé  (hahbhchd).  Les  sir  plans  ainsi 
obtenus  passent  par  un  même  point  E  de  la  directrice  choisie  s. 

Le  plan  mené  par  ce  point  E  normalement  à  la  directrice  s 
divise  les  segments  AHa,  BHb,  CHc,  DHd  (22)  en  parties  propor¬ 
tionnelles. 

Car  le  point  E  est  un  élément  double  des  ponctuelles  sem¬ 
blables  (Ha  Hb  Hc  Hd)  et  (A'  B'  C' D')  (22) . 
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Remarque.  —  Le  plan  7  déduit  du  point  O  de  l’hy.perboloïde 
( hahbkchd )  (12)  passe  par  ce  point,  si  O  est  identique  à  E. 

24.  Un  point  02  de  la  droite  s  est  le  centre  d'homologie  de 
deux  tétraèdres  orthologiques  AB  CD,  AjBjCjD,  (11).  Ces 
deux  tétraèdres  déterminent  un  troisième  tétraèdre  A2B2C2D2 
homologique  et  orthologique  à  chacun  deux  (7,  8).  Le  plan 
d’homologie  7  de  ces  trois  tétraèdres  étant  indépendant  de  la 
position  du  point  02  sur  la  droite  s  (13),  on  peut  choisir  ce 
point  dans  le  plan  <7.  Le  centre  d’orthologie  02  correspondant 
au  tétraèdre  A2B2C2D2  sera  alors  situé  dans  le  plan  d’homo¬ 
logie  7  des  tétraèdres  ;  ce  plan  peut  donc  être  déduit  du  point  02 
et  du  tétraèdre  A2B2C2D2  par  l’application  de  la  propriété  (il). 
Par  suite  (■ remarque  23),  le  poinl  02  est  pour  le  tétraèdre 
A2B2C2D2  l’analogue  du  point  E  pour  le  tétraèdre  ABCD. 
Donc  (23) 

Deux  tétraèdres  orthologu/ues  ABCD,  A1B1C1D1  qui  se  cor¬ 
respondent  dans  une  homologie  dont  le  centre  et  le  plan  d’homo¬ 
logie  sont  deux  éléments  incidents  02,  7  déterminent  un  troisième 
tétraèdre  A2B2C2D2  (7,  8)  tel  que  la  droite  joignant  le  point  02 
à  la  trace  d’une  arête  quelconque  A2B2  sur  le  plan  7  est  normale 
à  l’arête  opposée  C2D2. 

25.  Les  laces  a,  ,8,  y,  0  du  tétraèdre  ABCD  et  le  plan  7  sont 
oscillateurs  à  la  parabole  gauche  spéciale  (P)  (3)  ;  la  directrice  r 
de  cette  parabole  est  un  rayon  du  système  réglé  (hahhlichd)  (1). 

Du  point  O,  on  abaisse  les  perpendiculaires  a,  b ,  c ,  d,  s,  _ _ 

sur  les  plans  oscillateurs  a,  (V  y,  B,  7,  .  de  cette  courbe 

gauche.  Ces  perpendiculaires  sont  les  génératrices  d’un  cône 
équilatère  (O)  et  l’on  a 

(a(3yô7...)  A  ( abcds ...). 
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Dans  cette  projectivité  au  plan  à  l’infini  p  correspond  la 
directrice  r,  qui  est  donc  une  génératrice  du  cône  (O).  Par 
suite, 

Si  d’un  point  O  de  l’ hyper  bol  oide  équilatère  formé  par'  les 
hauteurs  ha,  hb,  hc,  hd  du  tétraèdre  AB  CD,  on  abaisse  les  per¬ 
pendiculaires  a,  b,  c,  d  sur  les  faces  du  tétraèdre,  le  cône  équi- 
f (itère  (abcd)  contient  les  génératrices  s,  r  de  l9 hyperboleüde 
(hahbhchd)  qui  se  coupent  au  point  O. 

On  a  vu  que 

( abcdr )  A  (a(3yop). 

Mais 

s  (abcdr)  A  (hdhbhchdr)  ï 

donc 


(a(3yop)  A  (hahbhchdr). 

Ainsi 

Sur  toute  parabole  gauche  spéciale  osculatrice  aux  faces 
a,  (3,  y,  B  du  tétraèdre  ABCD,  le  rapport  anharmonique  (ajüyo) 
est  égal  ii  celui  des  hauteurs  hah5hchd  de  ce  tétraèdre. 

Les  plans  a,  j3,  y,  B,  p  sont  les  plans  polaires  du  point  O 
relativement  aux  quadriques  homofocales  S1,  E3,  (5)  et 

au  cercle  imaginaire  à  l’infini  ,  et  l’on  a 


donc 


(a(3yBp)  A  .(S12i2SgS42B  ; 

(hahbhchdr)  A  (d) 


Par  suite  (5,  7), 

Les  tétraèdres  ABCD,  A1B1C1’D1,  À2B2C2D2  étant  homolo- 
giques  et  orthologiques  deux  à  deux,  on  mène  par  les  centres 
d’orthologie  O,  0A,  02  respectivement  les  rayons  r,  rl5  r2  des 
systèmes  réglés  (hahbhchd),  ha^ib,  hci^A  (baJ>bJu-2bd f)  des 
hauteurs  de  ces  tétraèdres.  Ou  a  la  projectivité 


(hjibhchdr)  A  (hai hbJiCl hdlr ^ j  A  (haJuJ^cJ • 
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Corollaire.  —  Les  hauteurs  des  trois  tétraèdres  AB  CIL 
A1B1C1D1,  A2B2C2D2  ont  même  rapport  anharmonique. 

De  la  projectivité  (a),  on  déduit  aussi  que 

Les  plans  polaires  d’un  point  quelconque  O  relativement  à 
quatre  quadriques  homofocales  fixes  forment  un  tétraèdre  dont 
les  hauteurs  ont  un  rapport  anharmonique  constant. 

26.  L’involution  (14,  IB)  est  indépendante  de  la  position 
du  point  O  sur  la  droite  s.  Par  suite  (17,  18), 

Une  directrice  s  du  système  réglé  des  hauteurs  d’un  tétraèdre 
AB  CD  rencontre  chaque  face  et  la  hauteur  correspondante  en 
des  couples  de  points  conjugués  en  invol  ution.  Si  O,  F  désignent 
le  point  central  et  un  point  double  de  cette  invol  ution,  les  perpen¬ 
diculaires  a,  h.  c,  d  abaissées  d’un  point  quelconque  O  de  la 
droite  s  sur  les  faces  du  tétraèdre  rencontrent  respectivement  : 

1°  Les  droites  AD,  BD,  CD,  DD  en  quatre  points  situés  dans 
un  meme  plan  <r  normal  à  la  droite  s  ; 

2°  Les  droites  AF,  BF,  CF,  DF  aux  sommets  d’un  tétraèdre 
orthocentrique .  L’orthocentre  est  le  point  F. 

27.  Tétraèdre  spécial.  —  Dans  la  propriété  (20),  on  sup¬ 
pose  que.  le  point  O  est  le  centre  d’une  sphère  tangente  aux 
faces  du  tétraèdre  AB  CD,  aux  points  A',  B',  C',  D'.  Le  centre 
de  cette  sphère  est  donc  par  hypothèse  un  point  de  l’hyper- 
boloïde  des  hauteurs  du  tétraèdre  AB  CD.  Les  tétraèdres 
ÂiB1C.1D1  (20)  et  A'B'C'D'  sont  homologues  dans  une  homo- 
thétie  de  centre  O,  et  ce  point  est  le  centre  de  la  sphère  circon¬ 
scrite  au  tétraèdre  A1B1C1D1.  La  droite  s  est  une  directrice  du 
système  réglé  des  hauteurs  du  tétraèdre  AJB1CJDI  (10);  elle 
jouit  de  la  même  propriété  pour  le  tétraèdre  A'B'C'D'  et  ce 
dernier  est  involutif.  Par  suite, 

Si  le  centre  O  d’une  sphère  tangente  aux  faces  du  tétraèdre 
AB  CD,  respectivement  aux  points  A',  B\  C',  Df,  est  sur  T hyper - 
boloïde  des  hauteurs  hahbhchd  du  tétraèdre  AB  CD,  la  direc- 
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trice  s  du  système  réglé  (hahbhchd)  issue  du  centre  0  rencontre 
les  hauteurs  hahbh^hd  du  tétraèdre  A' B' CD'. 

Les  rapports  anharmoniques  (hahbhchd),  (hahbhçhd)  sont 
égaux. 

Le  tétraèdre  A'B'C'D'  est  involutif. 

Les  plans  menés  par  le  centre  0  normalement  aux  arêtes  du 
tétraèdre  AB  CD  rencontrent  respectivement  les  arêtes  opposées 
en  six  points  situés  dans  un  même  plan  a-  normal  à  la  direc¬ 
trice  s . 

28.  Si  02  désigne  le  centre  d’homologie  des  tétraèdres 
AB  CD,  A1B1C1D1  considérés  au  numéro  (20),  le  point  02  et 
le  centre  O  de  la  sphère  sont  conjugués  (16)  dans  les  involu- 
tions  (14)  relatives  aux  deux  tétraèdres  AB  CD,  A1B1C1D1.  Par 
conséquent, 

Si  deux  tétraèdres  AB  CD,  A1B1C1D1  réciproques  relative¬ 
ment  à  une  sphère  (O)  sont  homologiques ,  la  droite  joignant  le 
centre  O  de  la  sphère  au  centre  d’ homologie  02  rencontre  chaque 
face  du  tétraèdre  AB  CD  et  la  hauteur  correspondante  en  des 
couples  de  points  en  involution.  Le  tétraèdre  A1B1C1D1  conduit 
à  une  involution  analogue.  Les  points  O,  02  sont  conjugués  dans 
les  deux  involutions. 

Les  rapports  anharmoniques  des  hauteurs  des  deux  tétraèdres 
sont  égaux  (25)* 

Remarque.  —  Les  propriétés  (27),  (28)  sont  applicables 
respectivement  au  tétraèdre  isogone  et  au  tétraèdre  isodyoa- 
mique  étudiés  par  M.  J.  Neuberg  dans  son  important  mémoire 
Sur  le  Tétraèdre  (*) . 


(*)  U  Neuberg,  Mémoires  couronnés  et  autres  mémoires  publiés  par  l’Académie 
royale  de  Belgique ,  t,  XXXVII,  1884. 
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29.  Les  numéros  (6),  (il),  (16)  donnent  la  solution  du 
problème  suivant  : 

Du  groupe  des  tétraèdres  ABCD,  A^B^D,,  A2B2C2D:, 
homologiques  et  orthologiques  deux  à  deux,  les  centres  dortho- 
logie  correspondants  étant  les  points  O,  0A,  02,  on  suppose 
«ionnés  le  tétraèdre  AB  CD  et  le  point  0  sur  î’hyperboloïde 
iMAAî)  (4). 

Déterminer  les  tétraèdres  A/BjCJ);,  A2B2C2D2  tels  que 

I"  Les  centres  d’orthologie  0,,  02  soient  équidistants  du 
point  0  ; 

2°  *Les  quadriques  associées  soient  des  paraboloïdes. 

30.  On  prend  sur  les  hauteurs  d’un  tétraèdre  orthocentrique 
A1B1C1D1  respectivement  les  points  A,  B,  C,  D;  les  tétraèdres 
ABCD,  Aih1CiDl  sont  homologiques  et  orthologiques  ;  par 
suite  (4),.  (14), 

Quatre  points  A,  B,  C,  1)  choisis  arbitrairement  sur  les  hau¬ 
teurs  d’un  tétraèdre  orthocentrique  A1B1C1D1  sont  les  sommets 
d’un  tétraèdre  tel  que  l’hyperboloïde  des  hauteurs  (hahbhchd) 
passe  par  l’orthocentre  Oj  de  A1B1C1D1.  La  directrice  du 
système  réglé  (hahbhchd),  issue  du  point  Oj ,  rencontre  chaque 
face  et  la  hauteur  correspondante  du  tétraèdre  ABCD  en  des 
couples  de  points  conjugués  dans  une  involution  qui  a  pour  point 
double  le  point  01. 
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par  P.  NOLF,  membre  de  l’Académie. 

Depuis  que  Delezenne  (*)  a  observé  que  le  sang  d’oiseau, 
recueilli  de  façon  à  éviter  toute  souillure  par  le  suc  de  tissu, 
montre  peu  de  tendance  à  se  coaguler  spontanément  et  donne 
par  centrifugation  un  plasma  qui  est  très  stable,  ce  dernier  liquide 
a  servi  de  réactif  à  de  nombreux  auteurs  pour  l’étude  du  méca¬ 
nisme  de  la  coagulation. 

Le  plasma  d’oiseau  subit,  de  façon  très  marquée,  l’action  coa¬ 
gulante  des  extraits  aqueux  d’organes,  il  est  un  peu  moins  sen¬ 
sible  aux  extraits  alcooliques  (lipoïdes  thromboplastiques),  qui 
ne  le  coagulent  qu’avec  une  certaine  lenteur.  Il  est,  en  réalité, 
le  plus  stable  des  plasmas  naturels  normaux,  plus  stable  même 
que  le  plasma  des  poissons.  Quand  on  le  recueille  avec  soin, 
il  reste  indéfiniment  fluide  à  la  température  ordinaire  dans  des 
récipients  de  verre  non  enduits  de  paraffine. 

Plusieurs  auteurs  (Fuld  et  Spiro,  Morawitz,  Bordetet  Delange) 
ont  conclu  de  ces  propriétés  très  nettes  que  le  plasma  pur 
d’oiseau  est  incapable  de  se  coaguler  spontanément,  parce  qu’il 
lui  manque  un  élément  indispensable  à  la  coagulation,  qui  lui 
est  apporté  par  les  cellules  blanches  du  sang  ou  le  suc  des  tissus 
et  qui  a  été  appelé  par  eux  eytozyme  ou  thrombokinase.  Cette 
substance  interviendrait  dans  la  formation  de  la  thrombine  par 
son  action  sur  un  second  élément,  le  thrombogène  ou  jdasmo- 
z une,  qui  est,  lui,  contenu  dans  le  plasma. 

Reprenant  une  thèse  émise  par  Wooldridge  à  propos  du 


C1)  Delezenne,  Coagulation  du  sang  d’oiseau .  (Archiv.  de  Physiol.,  4897,  p.  333.) 
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plasma  peptoné  de  chien,  j’ai  toujours  soutenu,  à  rencontre  de 
F  opinion  précitée,  que  le  plasma  naturel  de  tous  les  vertébrés 
contient  tous  les  éléments  primordiaux  de  la  coagulation,  c’est- 
à-dire  ceux  qui  entrent  dans  la  composition  de  la  fibrine  et  de 
la  thrombine.  Le  plus  ou  moins  de  tendance  d’un  plasma  à  ne 
pas  se  coaguler,  c’est-à-dire  sa  stabilité  plus  ou  moins  grande, 
n’est  jamais  attribuable  à  l’insuffisance  d’un  des  éléments  consti¬ 
tutifs  de  la  fibrine  et  de  la  thrombine  :  elle  dépend  uniquement 
de  la  richesse  plus  ou  moins  grande  du  plasma  en  antithrom- 
bosine  et  en  substances  thromboplastiques. 

A  un  premier  examen  des  propriétés  du  plasma  d’oiseau, 
cette  conception  pourrait  paraître  difficile  à  prouver.  Alors  qu’il 
fut  relativement  aisé  à  Wooldridge  de  provoquer  la  coagulation 
du  plasma  peptoné  de  chien  en  le  diluant  dans  plusieurs  volumes 
d’eau  distillée  et  en  faisant  passer  un  courant  d’anhydride  carbo¬ 
nique  dans  le  mélange,  et  qu’il  est  également  facile  d’obtenir  la 
coagulation  du  sang  des  poissons  marins  en  le  mélangeant  de 
poudre  de  verre,  ou  en  y  déterminant  la  formation  d’un  préci¬ 
pité  d’oxalate  calcique,  ou  en  le  diluant  dans  de  l’eau  de  mer, 
ces  moyens  sont  de  peu  d’effet  sur  le  plasma  d’oiseau.  A  vrai 
dire,  certains  d’entre  eux  provoquent  incontestablement  sa  coa¬ 
gulation,  mais  le  résultat  n’est  acquis  que  péniblement  ;  il  lui 
faut  beaucoup  de  temps  pour  apparaître  et  se  compléter.  La 
question  de  la  grande  stabilité  du  plasma  d’oiseau  aurait  donc 
pu  être  débattue  longtemps  encore,  si  l’attention  n’avait  pas 
été  attirée  en  ces  dernières  années  sur  la  propriété  coagu¬ 
lante  très  énergique  du  chloroforme.  Ce  fut  Howell  qui  la 
découvrit,  en  agitant  du  plasma  oxalaté  de  mammifère  avec 
du  chloroforme,  ce  qui  en  provoquait  la  coagulation.  La  décou¬ 
verte  de  Howell  fut  l’objet  d’une  étude  soigneuse  d’un  autre 
auteur  américain,  G.-E.  Minot  (4),  travaillant  sur  le  sang  du 


(!)  G.-E.  Minot,  The  e/f'ect  of  chloroform  on  tfie  factors  of  coagulation.  (The 
American  Journal  of  Physiology,  1915,  XXXIX.  pp.  134-138.) 
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lapin,  et  de  deux  physiologistes  anglais  :  H. -H.  Dale  et  G. -S. 
Walpole  (1),  qui  utilisèrent  le  plasma  d’oiseau.  Tous  purent  se 
convaincre  que  le  chloroforme  exerce  une  action  coagulante 
énergique  sur  les  liquides  coagulables  dans  lesquels  on  l’émul¬ 
sionne  ;  ils  en  ont  signalé  de  nombreuses  et  intéressantes  parti¬ 
cularités,  mais  ils  ont  interprété  leurs  observations  en  ne  tenant 
pas  suffisamment  compte  de  faits  établis  par  leurs  devanciers, 
ce  qui  les  a  conduits,  selon  moi,  à  des  conceptions  incomplètes 
ou  erro'nées. 

Ayant  redécouvert  par  hasard  l’action  coagulante  du  chloro¬ 
forme  au  cours  d’une  étude  du  plasma  d’oiseau,  j’ai  été  frappé 
du  grand  intérêt  que  présentait  cette  réaction  pour  la  solution 
de  nombreux  points  encore  en  discussion,  et  j’en  ai  fait  l’objet 
d’un  examen  attentif,  dont  certains  résultats  ont  déjà  été  publiés. 

Pour  obtenir  une  coagulation  complète  et  rapide  du  plasma 
d’oiseau  par  le  chloroforme,  il  convient  d’émulsionner  le  chlo¬ 
roforme  dans  le  plasma  par  plusieurs  agitations  énergiques, 
successives,  à  la  température  de  37°.  Lorsqu’après  quelques 
minutes  on  est  parvenu  à  obtenir  une  émulsion  fine  et  dense, 
on  constate  que  le  plasma  prend  un  aspect  laiteux,  dû  en 
partie  à  la  présence  des  gouttelettes  de  chloroforme  en  suspen¬ 
sion,  en  partie  à  la  précipitation  incomplète  au  contact  des 
gouttelettes  des  protéides  plasmatiques.  Bientôt  le  trouble  se 
résout  en  flocons  visqueux  qui  s’agglutinent  ensuite  en  un  cail¬ 
lot.  Le  caillot  produit  par  le  chloroforme  est  très  peu  cohérent; 
on  le  détruit  facilement  par  l’agitation.  La  coagulation  est 
cependant  complète,  en  ce  qu’elle  a  consommé  tout  le  fibrino¬ 
gène  du  plasma  et  toutes  les  substances  mères  de  la  thrombine, 
ce  qui  est  la  cause  de  la  présence  d’un  énorme  excédent  de 
thrombine  dans  le  sérum.  Le  sérum  obtenu  par  la  centrifugation 


P)  H. -H.  Dale  and  G. -S.  Walpole,  Some  experiments  on  factors  concerned  in  the 
formation  of  ihrombin.  (The  biochemical  Journal,  1916,  X,  pp.  331-362.) 

€ 
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du  mélange  après  coagulation  est  le  plus  souvent  un  peu 
trouble  ;  il  est  cependant  beaucoup  moins  opaque  que  le  plasma 
avant  la  coagulation.  Ce  sérum  est  doué  de  propriétés  coagu¬ 
lantes  extrêmement  énergiques.  Ajouté  à  du  plasma  d’oiseau, 
il  en  détermine  la  coagulation  immédiate  (fait  observé  par  Dale 
et  Walpole)  par  une  action  beaucoup  plus  rapide  que  celle 
qu’exercerait  le  chloroforme  lui-même  employé  seul.  Il  y  a 
cependant  lieu  de  tenir  compte  de  sa  teneur  en  chloroforme  dans 
l’appréciation  des  résultats,  comme  le  montre  la  comparaison 
des  propriétés  du  sérum  récent  et  du  sérum  débarrassé  du  chlo¬ 
roforme  par  évaporation.  Cet  agent  tient,  en  effet,  de  sa  nature 
volatile  cette  qualité  précieuse  qu’on  peut  l’éliminer  com¬ 
plètement  et  simplement.  Il  suffit  de  soumettre  le  sérum  à 
l’évaporation  en  couche  mince  dans  des  verres  de  montre  à  la 
température  ordinaire  ou  même  à  0°.  Au  bout  de  quelques 
heures,  toute  odeur  de  chloroforme  a  disparu,  de  même  que  le 
trouble,  qui  a  fait  place  à  une  limpidité  absolue  ou  à  une  faible 
opalescence.  Le  sérum  tout  à  fait  privé  de  chloroforme  est 
encore  très  énergiquement  coagulant,  bien  que  son  action  soit 
moins  rapide  aux  concentrations  faibles  que  celle  du  sérum 
saturé  de  chloroforme.  La  diminution  de  l’effet  coagulant,  con¬ 
sécutive  au  départ  du  chloroforme,  varie  d’ailleurs  d’un  sérum 
à  l’autre.  Elle  peut  être  exceptionnellement  très  marquée. 
Le  plus  souvent  elle  est  très  faible,  comme  dans  l’exemple  du 
tableau  I. 

Après  l’évaporation  du  chloroforme,  le  seul  agent  coagulant 
que  paraisse  contenir  le  sérum  est  la  thrombine.  Cette  substance 
s’y  trouve  d’ailleurs  à  une  concentration  très  élevée.  Pour  éva¬ 
luer  la  richesse  d’un  sérum  en  thrombine,  le  procédé  de  choix 
consiste  à  déterminer  par  des  dilutions  successives  quelle  est 
l’extrême  dilution  du  sérum  qui  coagule  encore  une  solution 
oxalatée  de  fibrinogène  pur  oxalaté.  Ayant  appliqué  ce  procédé 
au  sérum  récemment  issu  de  la  coagulation  normale  de  deux 
échantillons  de  sang  de  coq,  j’ai  constaté  que  dans  l’un  l’extrême 
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TABLEAU  I 


PLASMA 

DU  CANARD. 

(19  janvier  1921.) 

Sérum  obtenu 
après  coagulation 
de  ce  plasma 
par  le  chloroforme 
et  encore  saturé 
de  chloroforme. 

Le  même  sérum 
débarrassé 
du  chloroforme 
par 

évaporation  à  0°. 

RÉSULTATS. 

Qcc5 

» 

» 

Indéfiniment  fluide. 

0CC5 

0CC1 

» 

Caillot  après  une  minute. 

0CC5 

0CC05 

» 

Id. 

quinze  minutes. 

0CC5 

0?§25 

» 

Id. 

trente  minutes. 

0CC5 

» 

0CC1 

Id. 

cinq  minutes. 

0CC5 

» 

0CC05 

Id. 

quatorze  minutes. 

0^5 

» 

0CC025 

Id. 

trente-trois  minutes. 

TABLEAU  XI 


Solution 
de  fibrinogène 
additionnée 
d’oxalate 
sodique  à  1  %0. 

Sérum  du  sang 
complet 
d’un  coq  À. 

(11  juillet  1920.) 

Dilution 

ài/10du  sérum  A 
en  eau  salée 
isotonique 
oxalatée  à  1  °/oo. 

Sérum  du  sang 
complet 
d’un  coq  B. 

(31  déc.  1920.) 

Dilution 

âi/10du  sérum  B 
en  solution 
saline  isotonique 
oxalatée  à  1  °/0o. 

RÉSULTATS. 

1  c.  c. 

0CC1 

» 

» 

» 

Caillot  ferme  après  douze 
heures. 

1  c.  c. 

0^03 

» 

» 

» 

Id.  id. 

1  c.  c. 

» 

0CC1 

» 

» 

Id.  id. 

1  c.  c. 

» 

0CC03 

» 

» 

Caillot  après  vin^t- quatre 
heures. 

1  c.  c. 

» 

QccOl 

» 

» 

Voile  après  vini;t-  quatre 
heures. 

1  c.  c. 

» 

» 

Occl 

» 

Caillot  ferme  aprè’s  douze 
heures. 

i  c.  c. 

» 

» 

0CC03 

» 

Id.  id. 

1  c.  c. 

» 

» 

» 

Occl 

Id.  id. 

1  c.  c. 

» 

» 

» 

0CC03 

Caillot  mou  après  vingt- 
quatre  heures. 

1  c.  c. 

» 

» 

Occ01 

Fluide  indéfiniment. 
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dilution  encore  active  était  la  dilution  au  millième,  dans  l’autre 
la  dilution  au  trois  centième. 

Le  plasma  pur  de  coq,  obtenu  parla  centrifugation  du  sang  reçu 
dans  des  tubes  paraffinés,  ne  se  coagule  d’habitude  pas,  même  au 
contact  du  verre  nu.  11  y  a  des  exceptions  à  cette  règle,  soit  que 
Tanimal  ne  soit  pas  en  bon  état  de  santé,  soit  qu’une  faute  de 
technique  pendant  la  récolte  ait  entraîné  la  souillure  du  sang  par 
une  trace  de  suc  de  tissu.  Dans  plusieurs  cas  de  coagulation 
spontanée  du  plasma,  une  détermination  de  la  limite  de  l’action 
coagulante  du  sérum  exprimé  du  caillot  plasmatique  fixa  à  1/1 00 
ou  moins  l’extrême  dilution  encore  active  du  sérum  plasmatique 
(voir  tableau  VII).  La  comparaison  de  ces  chiffres  prouve  que 
chez  l’oiseau,  comme  chez  le  mammifère,  le  sérum  de  sang 
complet  est  plus  riche  en  thrombine  que  le  sérum  issu  de  la 
coagulation  du  plasma  pur. 

Mais  si  l’on  provoque  la  coagulation  du  plasma  par  le  chloro¬ 
forme,  en  prenant  soin  de  bien  mélanger  les  deux  liquides  par 
une  agitation  énergique  et  répétée  à  la  température  de  37°,  on 
obtient  des  sérums  incomparablement  plus  riches  en  throm¬ 
bine  que  le  sérum  plasmatique  normal  et  même  que  le  sérum 
de  sang  complet.  Le  tableau  III  nous  en  donne  un  exemple. 

Ce  sérum  coagulait  encore  incomplètement  le  fibrinogène  à  la 
dilution  limite  1/3  000  ;  pour  d’autres,  la  dilution  limite  était  1/i0: 000. 

Cette  teneur  élevée  en  thrombine  explique  l’action  coagulante 
intense  et  rapide  du  sérum  chloroformique  sur  le  plasma  d’oi¬ 
seau,  qui  fait  contraste  avec  la  grande  lenteur  de  coagulation  du 
plasma  d’oiseau  par  le  sérum  de  sang  complet  et  surtout  par  le 
sérum  de  plasma.  Mais  pour  obtenir  des  sérums  très  actifs,  il 
faut  employer  des  plasmas  récents.  A  0°,  le  plasma  conservé 
en  tubes  paraffinés  s’altère  lentement,  même  lorsqu’il  reste 
tout  à  fait  limpide  et  bien  qu’il  donne  encore,  après  une 
longue  conservation,  un  caillot  après  agitation  avec  le  chloro¬ 
forme.  Le  sérum  que  l’on  obtient  dans  ces  conditions  est  beau¬ 
coup  moins  riche  en  thrombine. 
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TABLEAU  III 


Solution 

de  fibrinogène 

oxalatée  à  1  %o. 

Dilution  à  i/10 
du  sérum  exsudé 
.  d’un  caillot 
de  plasma  de  coq 
par  le  chloroforme. 

(3  décembre  1920.) 

Dilution  à  1/100 
du  même  sérum 
(en  eau  salée 
isotonique 
oxalatée  à  1  °/0. 

RÉSULTATS. 

1  c.  c. 

0ccl 

» 

Caillot  après  douze  heures  (temps 
pas  exactement  observé). 

1  c.  c. 

0CC03 

» 

Caillot  après  douze  heures  (idem). 

1  c.  c. 

» 

0CC1 

Caillot  après  douze  heures  (idem). 

1  c.  c. 

» 

0CC03 

Voile  après  quarante-huit  heures. 

1  c.  c. 

» 

Occ01 

Rien  après  quarante-huit  heures. 

TABLEAU  IV 


Solution  diluée 

de  fibrinogène 

oxalatée  à  1  °/oo. 

Plasma 

de  canard 

Sérum  issu 
de  la  coagulation 
d'un  plasma  de  coq 
par  le  chioroforme, 
conservé 
depuis  près 
de  six  semaines 
à  la  température 
du  laboratoire. 
(Chloroforme 
évaporé.) 

RÉSULTATS. 

1  C.  C. 

» 

Occl 

Fluide  indéfiniment. 

1  c.  c. 

» 

0CC03 

Voile  léger  après  trente-huit  minutes, 
redissous  le  lendemain. 

1  c.  c. 

» 

0CC01 

Caillot  après  quatorze  minutes,  re¬ 
dissous  le  lendemain. 

» 

0^5 

0CC3 

Fluide  indéfiniment. 

» 

0CC5 

Occl 

Caillot  après  trois  minutes,  qui  ne 
se  redissout  pas. 

)» 

0^5 

0CC03 

Caillot  après  quatre  minutes,  qui  ne 
se  redissout  pas. 

» 

0CC5 

» 

Fluide  indéfiniment. 
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Par  contre,  la  thrombine  obtenue  par  coagulation  d’un 
plasma  récent  peut  se  conserver  pendant  des  jours  et  des 
semaines  à  la  température  ordinaire  et  même  à  37°.  Dale  et 
Walpole  ont  prétendu  le  contraire,  mais  je  crois  que  la  différence 
d’opinion  entre  ces  auteurs  et  moi  dépend  en  partie  de  l’emploi 
dans  leurs  essais  de  trop  grandes  quantités  de  sérum,  ainsi  que 
le  montrera,  j’espère,  le  tableau  IY  de  la  page  précédente. 

On  y  voit  qu’à  dose  forte  le  sérum  est  inactif  et  sur  la  solu¬ 
tion  de  fibrinogène  et  sur  le  plasma  paraffiné,  tandis  qu'il  est 
très  énergiquement  coagulant  à  dose  faible.  D’autre  part,  la 
coagulation  de  la  solution  de  fibrinogène  est  rapidement  suivie 
d’autolyse,  qui  fait  défaut  pour  les  caillots  fournis  par  le 
plasma.  La  façon  paradoxale  de  se  comporter  de  ce  sérum 
suivant  les  concentrations  provient  de  la  présence  dans  ce 
liquide  de  substances  anticoagulantes,  qui  se  sont  formées 
pendant  l’autolyse  très  intense  qu’il  subit  sous  l'influence 
du  chloroforme,  substances  qui  s’opposent,  à  concentration 
suffisante,  à  l’action  coagulante  de  la  thrombine  sur  le  fibri¬ 
nogène  et  même,  dans  une  mesure  moindre,  sur  le  plasma. 
Dale  et  Walpole  se  sont  placés  dans  des  conditions  expérimen¬ 
tales  qui  ont  pu  masquer  la  teneur  en  thrombine  de  certains  de 
leurs  sérums  :  ils  mettaient  leurs  tubes  d’essai  à  37°,  tempéra¬ 
ture  peu  favorable  quand  la  thrombine  provient  d'un  liquide 
autolysé;  ils  employaient  des  doses  élevées  de  sérum  et  ils  ne 
prolongeaient  le  plus  souvent  pas  leurs  observations  au  delà 
d’une  à  deux  heures.  Pour  ces  raisons,  ils  ont  manqué  de  voir 
l’action  coagulante  des  concentrations  faibles  du  sérum  chloro¬ 
formique  sur  le  fibrinogène  et  ils  ont  conclu  que  le  sérum  d’un 
plasma  chloroformé  autolysé  (ou  d’un  plasma  oxalaté  chloro¬ 
formé)  ne  contient  pas  de  thrombine.  Observant,  d’autre  part, 
une  action  coagulante  de  ces  sérums  sur  le  plasma  ou  une 
action  activante  sur  une  solution  de  prothrombine,  ils  ont 
conclu  que  le  principe  actif,  formé  sous  l’influence  du  chloro¬ 
forme,  est  une  kinase.  D’après  moi,  l’action  coagulante  directe 
sur  le  fibrinogène  et  l’action  sur  le  plasma  ou  la  solution  de 
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prothrombine  sont  toutes  attribuables  au  même  agent  :  la 
thrombine,  formée  sous  l’influence  du  chloroforme  dans  le 
plasma.  C’est  d’ailleurs  à  la  même  thrombine  et  non  à  la  tryp¬ 
sine,  hypothétiquement  admise  par  Dale  et  Walpole  dans  le 
sérum,  qu’il  faut  attribuer  l’autolyse  des  caillots. 

Chose  extrêmement  curieuse,  le  chloroforme  ne  limite  pas,  à 
la  manière  de  la  plupart  des  agents  thromboplastiques,  son 
action  aux  plasmas  pourvus  de  sels  de  calcium.  Il  détermine 
aussi  la  coagulation  complète  du  plasma  oxalaté.  À  vrai  dire,  le 
caillot  se  forme  plus  lentement  en  milieu  oxalaté;  il  est  plus 
grêle  que  celui  qui  naît  en  milieu  calcique. 

Les  quantités  formées  de  thrombine  sont  également  plus 
faibles,  et,  comme  on  le  verra  plus  loin,  il  reste,  après  la  coagu¬ 
lation,  un  excédent  d’antithrombosine  dans  le  sérum,  tout 
comme  dans  la  coagulation  spontanée  de  plasma  pourvu  de  sels 
de  calcium.  Aussi,  dans  la  recherche  de  la  thrombine,  faut-il 
utiliser  les  concentrations  faibles  de  sérum  et  prolonger  l’obser¬ 
vation,  sous  peine  de  conclure  à  tort  à  l’absence  de  thrombine. 
Voir  les  exemples  au  tableau  Y. 

La  limite  extrême  de  l’action  coagulante  du  sérum  issu  de  la 
coagulation  par  le  chloroforme  du  plasma  oxalaté  de  poule  fut 
de  1/300. 

A  cause  de  la  coexistence  dans  ce  liquide  de  quantités  relati¬ 
vement  faibles  de  thrombine  et  d’un  excédent  d’antithrombo¬ 
sine,  il  est  peu  ou  pas  actif,  après  recalcification,  sur  le  plasma 
normal  d’oiseau,  se  comportant  en  cela  comme  le  sérum  issu  de 
la  coagulation  spontanée  d’un  plasma  d’oiseau,  auquel  il  ressemble 
beaucoup,  tout  en  étant  un  peu  plus  riche  en  thrombine  que  lui. 

Il  peut  arriver,  exceptionnellement  pour  la  poule,  plus  fré¬ 
quemment  pour  le  canard,  que  le  plasma  oxalaté,  agité  suivant 
le  procédé  habituel  avec  la  moitié  de  son  volume  de  chloroforme 
et  laissé  une  heure  à  37°,  ne  se  coagule  pas.  Le  chloroforme 
reste  à  l’état  finement  émulsionné  dans  le  plasma,  qui  est  opaque 
comme  du  lait,  mais  il  n’apparaît  après  ce  laps  de  temps  ni  un 
caillot,  ni  un  flocon.  Même  dans  ces  conditions,  j’ai  toujours 
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TAB LEAU  V 


Solution 

de  fibrinogène 

oxalatéeàl  °/oo. 

Sérum 
provenant 
de  la  coagulation 
d’un  plasma 
oxalaté  de  coq 
par  le 
chlorofurme. 

1er  avril  1920. 

Sérum 
provenant 
de  la  coagulation 
du  plasma 
oxalaté 
d’un  autre  coq 
par  le 

chloroforme. 

9  mai  1920. 

Sérum 
provenant 
de  la  coagulation 
du  plasma 
oxalaté 
d’un  canard 
par  le 

chloroforme. 

29  décembre  1920. 

RÉSULTATS. 

1  e.  c. 

0CC3 

» 

» 

Fluide  après  deux  jours. 

1  c.  c. 

0CC1 

» 

» 

Caillot  mou  après  deux  jours. 

1  c.  c. 

0CC03 

» 

» 

Caillot  mou  après  vingt  heures, 
ferme  après  deux  jours. 

1  c.  c. 

» 

0CC4 

» 

Caillot  ferme  après  deux  jours. 

1  c.  c. 

» 

0CC03 

» 

Id.  trois  jours. 

4  c.  c. 

» 

0CC01 

>• 

Id.  quatre  jours. 

1  c.  c. 

» 

» 

Occ4 

Fluide  après  vingt-quatre  heures, 
léger  voile  après  deux  jours. 

4  c.  c. 

» 

» 

0CC03 

Voile  après  trente  heures,  caillot 
ferme  après  deux  jours. 

1  c.  c. 

» 

» 

. 

0‘cOl 

Caillot  ferme  après  vingt  et  une 
heures. 
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pu  constater  que  le  chloroforme  n’était  pas  resté  sans  agir  sur 
le  plasma. 

Si  l’on  mettait  le  plasma  décanté  après  centrifugation  à  la 
glacière,  l’évaporation  du  chloroforme  était  régulièrement  suivie 
d’une  apparition  de  gros  flocons  de  fibrine.  Débarrassé  de  cette 
fibrine,  le  liquide  ne  contenait  plus  de  fibrinogène.  Il  semble 
donc  que  dans  certaines  conditions  encore  mal  définies,  l’action 
du  chloroforme  sur  le  plasma  oxalaté  soit  plus  lente  à  se  pro¬ 
duire  et  que  les  produits  aient  une  tendance  à  rester  en  solution. 
Ce  plasma  subit  ultérieurement  une  rapide  autolyse,  avec  for¬ 
mation  de  substance  anticoagulante. 

Au  lieu  de  mélanger  le  chloroforme  au  plasma  normal 
d’oiseau,  on  peut  le  faire  agir  sur  le  sérum  issu  de  la  coagula¬ 
tion  spontanée  du  plasma  ou  provoquée  par  l’adjonction  d’un 
peu  de  lipoïde  thromboplastique  (cytozyme  de  Bordet)  ou  d’une 
très  petite  quantité  de  sérum  actif,  issu  d’une  coagulation  par 
le  chloroforme.  C’est  ce  qui  a  été  fait  dans  l’expérience  dont 
les  résultats  sont  figurés  aux  tableaux  VI  et  VII. 

On  commença  par  provoquer  la  coagulation  de  32  c.  c.  d’un 
plasma  de  coq,  en  leur  ajoutant  0.5  c.  c.  de  sérum  actif,  débar¬ 
rassé  de  son  chloroforme.  Le  sérum  exprimé  du  caillot  fut  essayé 
dans  son  pouvoir  coagulant  sur  du  plasma  de  coq  et  sur  une 
solution  de  fibrinogène  oxalatée.  On  en  mélangea,  par  agitation, 
20  c.  c.  avec  10  c.  c.  de  chloroforme.  Après  une  heure  d’action 
à  37°,  on  sépara  le  chloroforme  par  centrifugation  et  décanta¬ 
tion.  Le  sérum  fut  essayé,  saturé  de  chloroforme  et  débarrassé 
de  chloroforme,  par  une  exposition  de  deux  heures  en  verre  de 
montre  dans  un  courant  d’air  à  35°.  (Voir  tableaux  VI  et  VIL) 

Les  essais  précédents  démontrent  de  façon  incontestable  et 
définitive  que  le  plasma  d’oiseau,  même  quand  il  est  recueilli  de 
telle  manière  qu’il  reste  indéfiniment  fluide  au  contact  du  verre 
(ce  qui  exclut  et  la  présence  de  toute  cellule  blanche  et  la  souil¬ 
lure  par  le  suc  de  tissu),  contient  tous  les  éléments  essentiels  de 
la  coagulation,  ceux  que  j’ai  appelés  les  facteurs  primordiaux. 
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TAJE&HiIEC  A.U  VI 


PLASMA 

DE  COQ. 

Sérum 

plasmatique 

avant 

le  traitement 
par  le  chloroforme. 

30  décembre  1920. 

Même  sérum 
après 
l’action 

du  chloroforme, 
(Chloroforme 
non  évaporé.) 

Même  sérum 
après 
l’action 

du  chloroforme. 
^Chloroforme 
évaporé.) 

RÉSULTATS. 

» 

» 

» 

Fluide  indéfiniment. 

0CC5 

Occl 

» 

» 

Fluide  après  vingt-quatre  heures; 
caillot  après  deux  jours. 

0CC5 

0^05 

» 

» 

Id.  id. 

Oecf) 

0CC025 

» 

» 

Id.  id. 

0<*5 

» 

Occl 

» 

Caillot  après  cinq  minutes. 

0CC5 

» 

0CC05 

» 

Id.  treize  minutes. 

0CC5 

» 

0CC025 

» 

Id.  vingt-cinq  minutes. 

0CC5 

» 

» 

Occl 

Id.  onze  minutes. 

0^5 

» 

» 

0CC05 

Id.  vingt-deux  minutes. 

0CC5 

» 

» 

0CC025 

Id.  vingt-neuf  minutes. 
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TABLEAU  VII 


Solution 

de  fibrinogène 

oxalatée  à  1  °/0 o. 

Dilution 

à  i/10  du  sérum 
plasmatique 
avant 

le  traitement 
par  le  chloroforme. 

30  décembre  1920. 

Dilution 

ài/10  du  sérum 
plasmatique 
après 

le  traitement 
par  le 

chloroforme. 

Dilution 

à  i/10  du  sérum 
plasmatique 
après 

le  traitement 
par  le  chloroforme 
et  l’évaporation 
du  chloroforme. 

RÉSULTATS. 

1  c.  c. 

Occl 

» 

» 

Caillot  après  vingt-quatre  heures. 

1  c.  c. 

0CC03 

» 

» 

Id. 

1  c.  c. 

0ce01 

» 

» 

Indéfiniment  fluide. 

1  c.  c. 

» 

Occl 

» 

Caillot  après  dix-sept  minutes. 

1  c.  c. 

» 

0CC03 

» 

Id.  cinquante  minutes. 

1  c.  c. 

» 

OccOl 

» 

Id.  une  heure  et  douze 

minutes. 

1  c.  c. 

» 

0CC003 

» 

Caillot  après  trente-six  heures. 

1  c.  c. 

» 

0cc001 

» 

Caillot  mou  après  trente-six  heures. 

1  c.  c. 

» 

» 

Occl 

Caillot  après  une  heure. 

1  c.  c. 

» 

» 

0CC03 

Id.  une  heure  et  trente 

minutes. 

1  c.  c. 

» 

» 

OccOl 

Caillot  après  trente-six  heures. 

1  c.  c. 

» 

» 

0CC0U3 

Id.  id.  ! 

1  c.  c. 

» 

» 

0CC001 

Indéfiniment  fluide. 
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La  coagulation  par  le  chloroforme  est  plus  complète  que  par 
les  cellules  blanches  du  sang,  puisqu’elle  fait  apparaître  des 
quantités  beaucoup  plus  considérables  de  thrombine.  On  peut 
affirmer  que  le  chloroforme  transforme  en  thrombine  la  totalité 
des  substances  mères  de  la  thrombine  dissoutes  dans  le  plasma, 
quand  il  agit  en  présence  de  sels  de  calcium,  et  que  son  action 
thromboplastique  dépasse  celle  de  tous  les  éléments  étudiés 
jusqu’ici.  Pour  expliquer  l’action  coagulante  du  chloroforme 
sur  le  plasma  oxalaté,  G.-E.  Minot  admet  que  le  chloroforme 
détruit  l’antithrombosine  du  plasma,  ce  qui  a  pour  effet  de  per¬ 
mettre  à  la  thrombine,  présente  en  petite  quantité  dans  le  plasma 
oxalaté,  d’atteindre  le  fibrinogène.  Cette  explication  ne  rend  pas 
compte  des  faits  précédents.  Elle  ne  permet  pas  de  comprendre 
l’apparition  de  quantités  considérables  de  thrombine  dans  le 
plasma  oxalaté  d’oiseau  et  de  mammifère  sous  l’influence  du 
chloroforme,  quantités  supérieures  à  celles  que  donne  la  coagu¬ 
lation  spontanée  du  plasma  pur;  elle  ne  donne  pas  la  raison  de 
la  transformation  par  le  chloroforme  en  thrombine  de  toute  la 
prothrombine  du  plasma  ou  du  sérum  plasmatique  en  milieu 
calcifié,  transformation  plus  complète  que  celle  que  provoquent 
d’autres  agents  coagulants,  tels  que  la  céphaline  et  les  cellules 
blanches  du  sang. 

D’ailleurs,  c’est  une  règle  générale  que  la  coagulation  d’un 
plasma  stable  consomme  plus  ou  moins  complètement  l’anti- 
thrombosine  de  ce  plasma.  Que  l’on  fasse  coaguler  un  plasma  de 
peptone  par  l’oxalate  calcique  naissant  ou  par  l’eau  distillée  et 
l’acide  carbonique,  dans  les  deux  cas,  la  formation  du  caillot 
coïncide  avec  la  disparition  de  l’antithrombosine  (P.  Nolf).  Un 
plasma  oxalaté  de  mammifère  contient  de  notables  quantités 
d’antithrombosine,  qui  disparaissent  au  moment  précis  de  sa 
coagulation  par  un  sel  de  calcium.  Dira-t-on  que  le  calcium 
détruit  ou  neutralise  l’antithrombosine  et  que  cette  destruction 
est  aussitôt  suivie  d’une  coagulation,  qu’elle  permet?  Si  oui,  il 
faudra  accorder  la  même  propriété  à  l’eau  distillée,  qui  coagule 
le  plasma  d’oiseau  ;  à  l’eau  de  mer,  qui  coagule  le  plasma  des 
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poissons  marins;  à  la  céphaline,  qui  coagule  la  plupart  des 
plasmas  stables  (l’hypothèse  a  été  émise  pour  cette  dernière 
substance  par  Howell),  et,  en  général,  à  toutes  les  substances 
coagulantes.  Il  faudra,  de  plus,  expliquer  pourquoi  les  sels  de 
calcium  détruisent  ou  neutralisent  l’antithrombosine  des  mam¬ 
mifères  et  sont  sans  action  sur  l’antithrombosine  des  oiseaux  et 
des  poissons.  L’opinion  qui  fait  de  la  coagulation  la  consé¬ 
quence  de  la  destruction  préalable  de  l’antithrombosine  du  plasma 
ne  repose  sur  aucun  argument  péremptoire.  Par  contre  on  sait 
de  science  certaine  que  l’antithrombosine  neutralise  la  throm¬ 
bine  et  qu’elle  est  neutralisée  par  elle;  dès  lors,  il  est  plus  con¬ 
forme  à  la  méthode  scientifique  de  faire  dépendre  la  disparition  de 
l’antithrombosine,  qui  accompagne  toute  coagulation,  de  l’appa¬ 
rition  de  la  thrombine  néoformée,  que  de  renverser  arbitraire¬ 
ment  l’ordre  des  phénomènes. 

Pour  mieux  établir  la  portée  de  la  loi  générale  qui  fait  de  la 
disparition  de  i’antithrombosine  la  conséquence  d’une  formation 
de  thrombine,  j’ai  dosé  l’antithrombosine  dans  un  certain 
nombre  de  liquides  soumis  à  l’action  du  chloroforme.  Le  dosage 
se  fait  de  la  façon  suivante  :  On  prépare  une  série  de  milieux 
qui  contiennent,  dans  un  volume  constant,  une  quantité  fixe  de 
thrombine,  une  quantité  fixe  de  fibrinogène  et  des  quantités 
variables  du  liquide  dont  on  veut  établir  la  teneur  en  anti- 
thrombosine.  La  détermination  doit  être  faite  en  milieu  oxalaté, 
de  façon  à  éviter  la  formation  de  nouvelles  quantités  de  thrombine 
et  la  disparition  corrélative  de  l’antithrombosine  au  cours  des 
manipulations.  Plusieurs  auteurs  américains  et  anglais,  à  la  suite 
de  Howell,  négligent  cette  précaution.  Pour  éviter  la  néoforma-; 
tion  de  thrombine,  ils  se  contentent  de  chauffer  préalablement 
à  56°-60°  le  liquide  à  examiner.  Cette  méthode  est  défectueuse, 
d’abord  parce  que  le  chauffage  altère  le  liquide  dans  une 
mesure  qu’il  est  difficile  d’apprécier,  ensuite  parce  que  la 
température  de  60°  ne  détruit  pas  complètement  les  substances 
mères  de  la  thrombine,  au  moins  dans  certains  plasmas. 

Les  faits  relatés  au  tableau  VIII  ci-après  se  rapportent  au  traite- 
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ment  par  le  chloroforme  d’un  liquide  issu  de  la  coagulation  par 
la  chaleur  à  65°  pendant  une  demi-heure  d’un  plasma  paraffiné 
de  Coq. 


TABLEAU  VIII 


PLASMA 

DE  COQ. 

Solution 
de  fibrinogène 
en  solution 
isotonique 

à  0.2  °/oo 

de  chlorure 
calcique. 

Plasma 
de  coq  chauffé 
pendant 

une  demi-heure 
à  65°. 

13  décembre  1920. 

Le  même  plasma 
à  65°  traité 
par  le  chloroforme; 
le  chloroforme 
a  été  éliminé 
par 

évaporation. 

RÉSULTATS. 

0CC5 

» 

» 

» 

Fluide  indéfiniment. 

0««5 

» 

0CC5 

» 

Id. 

0CC5 

» 

» 

0^5 

Caillot  le  lendemain. 

» 

1  c.  c. 

0CC1 

» 

Fluide  indéfiniment. 

» 

1  c.  c. 

0CC03 

» 

Id. 

» 

1  c.  c. 

0CCÜ1 

» 

Id. 

» 

1  c.  c. 

» 

0CC1 

Voile  cohérent  après  deux  jours. 

» 

1  c.  c. 

0CC03 

Id  id. 

)> 

1  c.  c. 

» 

0CC01 

Voile  très  léger  après  deux  jours. 

On  y  voit  qu’un  plasma  chauffé  à  65°  peut  encore,  sous 
l’influence  du  chloroforme,  devenir  faiblement  coagulant  à 
l’égard  d’un  autre  plasma  stable  et  d’une  solution  de  fibrino¬ 
gène,  ce  qui  prouve  l’existence  dans  ce  plasma  de  substances 
capables,  dans  certaines  conditions  expérimentales,  de  coaguler 
le  fibrinogène  et  de  neutraliser  l’antithrombosine.  J’ai  obtenu 
des  résultats  analogues  dans  d’autres  essais  avec  des  plasmas 
chauffés  de  58°  à  60°. 
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C’est  pour  avoir  travaillé  avec  une  méthode  défectueuse  que 
plusieurs  auteurs  américains,  entre  autres  Howell,  Minot  et 
Denny,  ont  trouvé  un  léger  excès  d’antithrombosine  dans  le 
plasma  de  l’hémophilie  congénitale,  alors  que  des  dosages  plus 
rigoureux  en  milieu  oxalaté,  faits  par  Morawitz  et  moi-même, 
ont  établi  que  l’antithrombosine  n’est  pas  augmentée  dans  cet 
état  pathologique. 

Pour  doser  l’antithrombosine  dans  des  milieux  qui  ont  subi 
l’action  du  chloroforme,  il  est  indispensable  de  les  débarrasser 
d’abord  de  cet  agent.  Même  en  milieu  oxalaté,  le  chloroforme 
accélère  la  coagulation  du  fibrinogène  par  la  thrombine;  peut- 
être  contrebalance- t-il  en  outre,  dans  une  certaine  mesure, 
l’action  anticoagulante  de  l’antithrombosine.  11  introduit  un 
élément  de  perturbation  dans  les  mesures,  qu’il  faut  éviter.  Son 
élimination  par  évaporation  pouvant  se  faire  en  peu  de  temps 
à  0°,  il  n’en  résulte  aucune  altération  des  liquides. 

Dans  le  dosage  de  l’antithroinbosine  du  plasma  d’oiseau,  il 
est  indifférent,  semble-t-il,  d’employer  une  solution  de  thrombine 
provenant  d’un  oiseau  (sérum  d’un  plasma  coagulé  par  le 
chloroforme)  ou  d’un  mammifère  (solution  de  fibrine  de  porc). 
Dans  les  essais  relatés  dans  cette  communication,  la  solution 
employée  fut  presque  toujours  une  solution  de  fibrine  de  porc. 
Il  convient  de  l’employer  très  diluée,  le  dosage  de  Tanti- 
thrombosine  étant  d’autant  plus  précis  que  l’influence  coagu¬ 
lante  est  plus  faible.  En  général,  je  choisissais  une  concentration 
de  thrombine  qui,  seule,  en  l’absence  d’antithrombosine, 
produisait  la  gélification  du  milieu  témoin  en  un  temps  toujours 
supérieur  à  quinze  minutes  (*) . 

Le  plasma  normal  d’oiseau,  comme  le  plasma  normal  de 
mammifère,  contient  de  grandes  quantités  d’antithrombosine. 
Chose  curieuse,  quand  on  dose  comparativement  ces  deux 


P)  Pour  de  telles  teneurs  en  thrombine,  le  plasma  d’oiseau  est  anticoagulant  ou 
donne  un  caillot  incomplet  après  plusieurs  jours  à  la  concentration  V20  et  s’oppose 
à  toute  coagulation  aux  concentrations  supérieures. 
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espèces  de  liquides  avec  une  même  thrombine,  on  trouve  dans 
les  deux  des  concentrations  voisines. 

L’antithrombosine  disparaît  avec  la  coagulation  ;  mais  si 
un  plasma  pur  se  coagule  spontanément,  la  consommation  de 
Fantithrombosine  n’est  pas  complète.  En  voici  deux  exemples 
avec  un  dosage  témoin  dans  un  plasma  normal  d’oiseau  (voir 
tableau  IX)  : 

La  lecture  du  tableau  montre  que  les  deux  sérums  exercent 
en  milieu  oxalaté  une  influence  anticoagulante  très  nette  aux 
concentrations  élevées.  Cette  influence  était  plus  faible  dans 
d’autres  échantillons,  particulièrement  dans  les  sérums  issus  de 
plasmas  dont  la  coagulation  avait  été  amorcée  par  l’adjonction 
d’une  petite  quantité  de  sérum  actif.  On  peut  dire  que  plus  la 
coagulation  a  été  complète  et  rapide  et  moins  il  y  a  de  chance 
de  retrouver  dans  le  sérum  une  partie  de  la  substance  anticoa¬ 
gulante  du  plasma.  Du  sérum  plasmatique  au  plasma  non 
coagulé,  il  y  a  une  autre  différence  très  intéressante  :  Un  plasma 
s’oppose  à  la  coagulation  d’un  mélange  oxalaté  de  fibrinogène 
et  de  thrombine  d’une  façon  plus  nette  qu’un  sérum  plas¬ 
matique,  en  ce  sens  qu’il  y  a  toujours  une  concentration  pour 
laquelle  il  ne  se  produit  pas  de  coagulation,  quelle  que  soit  la 
durée  de  l’observation.  Dans  le  tableau  précédent,  le  milieu  qui 
contenait  un  vingtième  de  plasma  a  donné  une  coagulation 
incomplète  après  trois  jours,  tandis  que  les  milieux  plus  riches 
sont  restés  indéfiniment  fluides.  Au  contraire,  avec  le  sérum 
plasmatique,  la  coagulation  a  fini  par  apparaître  dans  tous  les 
mélanges,  même  dans  ceux  qui  au  début  paraissaient  devoir 
rester  indéfiniment  fluides;  le  caillot  y  est  seulement  plus  mou, 
plus  incomplet.  Cette  différence  très  intéressante  s'explique  le 
mieux  en  admettant  que  dans  le  plasma  Fantithrombosine  est 
pour  une  partie  au  moins  tout  à  fait  libre,  tandis  que  dans  le 
sérum,  elle  est  engagée  dans  des  combinaisons  avec  la  thrombine. 
Suivant  que  la  thrombine  a  pu  dominer  plus  ou  moins  complè¬ 
tement  Fantithrombosine,  les  produits  qui  résultent  de  ces  com¬ 


as 
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binaisons  sont  ou  franchement  coagulants  ou  neutres  ou 
incomplètement  anticoagulants.  Le  premier  cas  est  réalisé  après 
Faction  du  chloroforme  en  présence  de  sels  de  calcium  ,  le  dernier 
après  la  coagulation  spontanée  du  plasma. 

Ce  qui  prouve  d’ailleurs  que  le  sérum  plasmatique  est  un 
milieu  dans  lequel  les  substances  mères  de  la  thrombine  ont 
incomplètement  réagi  entre  elles,  c’est,  ainsi  qu’il  a  été  dit  pré¬ 
cédemment,  que  ce  sérum  agité  avec  du  chloroforme  donna  de 
nouvelle  thrombine,  tandis  que  disparaît  définitivement  ce  qui 
reste  d’antithrombosine.  Un  dosage  de  l’antithrombosine  a  été 
fait  dans  le  sérum  plasmatique  du  tableau  VI  avant  et  après  le 
traitement  par  le  chloroforme. 

TABUEAU  X 


Solution 

dé  ; 

fibrinogène. 

Solution 

à  1  °/o 

d’oxalate 

sodique. 

I 

Solution 

isotonique 

de  chlorure 

sodique. 

Sérum 
plasmatique 
de  coq. 

30  déc/ 1920. 

Sérum 

plasmatique 

après 

le  traitement 
par 

le  chloroforme. 
Chloroforme 
évaporé. 

Solution 

de 

thrombine. 

RÉSULTATS. 

0 

0*1 

!  0*15 

0*5 

• 

» 

0*05 

Fluide  après  trois  heures:  coagulé 

le  lendemain. 

0ec2 

0*1 

;  0*35 

x 

0CC3 

» 

:  0*05 

Idem . 

0*2 

;  O-l 

|  0*55 

0*1 

!  0*05 

Idem. 

0,cc2 

Occl 

0CC60 

0*05 

» 

;  o«o5 

Idem. 

0CC2 

Occl 

0CC15 

•> 

0*5 

j  0*05 

Caillot  après  six  minutes. 

0*2 

Occl 

0*35 

» 

0*3 

■  0*05 

Idem. 

QceÇ2 

0*1 

0*55 

» 

0*1 

0*05  ; 

Caillot  après  treize  minutes. 

0*2 

Occt  | 

1 

0CC60 

>' 

0cc05 

0CC05  ! 

Caillot  après  quatorze  minutes. 

QceûJ 

1 

0*1 

1 

■  •  i 

0CC65 

» 

» 

0CC05  | 

Caillot  après  vingt  et  une  minutes. 
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TABLEAU  xx 


Solution 

de 

fibrinogène. 

Solution 

d’oxalate  sodi- 

que  à  1  °/o. 

Solution 

isotonique 

de  chlorure 

sodiquc, 

Mélange 

de 

deux  échantillons 
de  sérum  de  coq 
provenant 
l'un  et  l’autre 
de  la  coagulation 
spontanée 
de  sang  pur. 

22  janvier  1921. 

Sérum 

de  sang  pur 

d’un  canard. 

21  janv.  1921.  ; 

Solution 

de 

thrombine. 

RÉSULTATS. 

|p 

0-1 

0-15 

0-5 

» 

0-05 

Fluide  après  sept  heures; 
voile  après  vingt  heures. 

» 

» 

0-35 

0—3 

» 

0-05 

Id.  id. 

» 

» 

0-55 

0—1 

» 

0-05. 

Fluide  après  sept  heures; 
caillot  après  vingt  heures. 

» 

» 

0—6 

0—05 

» 

0-05 

Caillot  mou  après  six  heures . 

.0—2 

0-1 

0—15 

» 

0-5 

0—05 

Fluide  après  sept  heures; 
voile  après  trente  heures. 

» 

» 

0—35 

>•  ' 

0CC3 

0—05 

Fluide  après  sept  heures; 
voile  après  vingt  heures. 

» 

» 

0—55 

0-1 

0-05 

Léger  voile  après  une  heure 
et  quinze  minutes;  caillot, 
après  vingt  heures. 

* 

» 

0-6 

» 

0-05 

0—05 

Voile  après  cinquante-cinq 
minutes  :  caillot  après  six 
heures. 

0—2 

0—1 

0-65 

» 

» 

0-05 

Voile  après  vingt-deux  mi¬ 
nutes  ;  cailiotaprès  trente- 
sept  minutes. 

0-2 

0-1 

0-4 

0-3 

» 

Flocon  après  quatre  heures  ; 
voile  léger  le  lendemain 
et  le  surlendemain. 

» 

0-6 

0-1 

» 

Flocon  après  quatre  heures; 
voile  après  six  heures  et 
trente  minutes  ;  dailîot 
ferme  le  lendemain. 

n 

* 

0-67 

0-03 

» 

» 

Voile  après  cinq  heures  et 
trente-cinq  minutes  ;  cail¬ 
lot  ferme  le  lendemain. 

.0-2 

0—1 

0—2 

» 

0-5 

» 

Fluide  après  huit  heures; 
petit  flocon  le  lendemain 
et  les  jours  suivants. 

» 

0-4 

» 

0-3 

» 

Fluide  après  huit  heures; 
voile  le  lendemain  et  les 
jours  suivants. 

» 

» 

0-6 

» 

0-1 

» 

V oile  léger  après  huit  heures; 
caillot  mou  le  l  endemain . 

» 

0-67 

» 

0-03 

» 

Caillot  mou  après  cinq 
heures  et  vingt  minutes; 
caillot  ferme  après  huit 
heures. 
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Les  sérums  issus  de  la  coagulation  directe  du  plasma  normal 
d’oiseau  par  le  chloroforme  donnent  des  chiffres  analogues  à 
ceux  du  sérum  chloroformé  du  tableau  X. 

A  l’encontre  de  ce  qu’on  pourrait  supposer,  le  sérum  issu  de 
la  coagulation  du  sang  complet  d’oiseau  ne  diffère  pas  beaucoup 
du  sérum  plasmatique,  au  moins  dans  le  cas  où  le  sang  a  été 
obtenu  très  pur,  par  une  canule  paraffinée,  dans  des  tubes  de 
verre  flambés.  Dans  ces  conditions,  la  coagulation  du  sang  est 
pénible;  elle  met  plusieurs  heures  à  s’achever  et  le  sérum 
exsudé  d’un  tel  caillot  est  très  rapproché  par  ses  propriétés  du 
sérum  plasmatique. 

Le  tableau  XI  nous  en  donne  deux  exemples. 

Si  la  disparition  de  l’antithrombosine  est  le  témoin  de  la  for¬ 
mation  de  la  thrombine,  on  doit  s’attendre  à  trouver  un  excé¬ 
dent  plus  ou  moins  notable  d’antithrombosine  dans  tous  les 
cas  où  la  coagulation  par  le  chloroforme  est  plus  pénible  que 
dans  le  plasma  normal.  J’ai  examiné,  à  ce  point  de  vue,  quatre 
sortes  de  liquides  :  1°  le  plasma  normal  oxalaté  à  I  °/00;  2°  le 
plasma  phosphaté  oxalaté  ou  non;  3°  le  plasma  chauffé  à  60° 
oxalaté  ou  non;  4"  le  plasma  débarrassé  de  ses  globulines  par 
l’acide  carbonique,  après  dilution  dans  neuf  volumes  d’eau 
distillée. 

Tous  les  échantillons  de  plasma  oxalaté  de  poule  que  j’ai 
soumis  au  traitement  par  le  chloroforme  se  sont  coagulés,  à 
une  exception  près.  Par  la  méthode  des  dilutions,  on  constate 
que  la  limite  de  coagulation  d’une  solution  de  fibrinogène  oxa- 
iatée  par  un  tel  sérum  est  d’habitude  comprise  entre  1/100 
et  1/300.  Il  y  a  donc  incomparablement  moins  de  thrombine 
formée  par  le  chloroforme  dans  le  plasma  oxalaté  que  dans  le 
plasma  normal.  Si  l’on  dose  l’antithrombosine,  on  constate 
quelle  a  disparu  en  grande  partie,  comme  le  prouve  l’exemple 
ci-après  (tableau  XII). 


sur  la  coagulation  du  plasma  sanguin . 


TABLEAU  XII 


Solution 

de 

fibrinogèiie. 

Solution 

à  1  °/o 

d’oxalate 

sodiqne. 

Solution 

iso  tonique 

de  chlorure 

sodiqne. 

Sérum  issu 
de  la  coagulation 
d'un  plasma 

paraffiné 

oxalaté  de  coq  (i). 

20  janvier  1921. 

Solution 

de 

thrombine. 

RÉSULTATS. 

0-1 

0-1 

0-25 

0-5 

0-05 

Consistance  visqueuse  après  une 
fieureettreize  minutes;  voile  rétrac¬ 
té  en  un  petit  flocon  après  quatre 
heures.  Idem  le  lendemain. 

0-1 

0-1 

0-45 

0-3 

0-05 

Idem. 

0-1 

0—1 

0-65 

0-1 

0-05 

Voile  après  quarante-trois  minutes; 
caillot  après  une  heure  et  cinquante 
minutes. 

0-1 

0-1 

0-7 

0-15 

0-05 

Voile  après  quarante- trois  minutes; 
caillot  après  une  heure  treize  minutes. 

0cdl 

0-1 

0-75 

» 

0-05 

Début  de  coagulation  après  trente- 
cinq  minutes;  caillot  formé  après 
cinquante  minutes. 

(*)  Ce  sérum  coagulait  encore  lui-même  la  solution  de  fibrinogène  à  la  dilution  1/100. 


La  disparition  n’est  cependant  pas  de  ioin  aussi  complète  que 
lors  de  la  chloroformisation  du  plasma  normal.  Il  semble  qu’une 
partie  de  l’antithrombosine  échappe  à  l’action  du  chloroforme, 
de  sorte  que  le  sérum  a  des  propriétés  voisines  de  celles  du 
sérum  issu  de  la  coagulation  spontanée  du  plasma  normal. 

On  fait  des  constatations  analogues  avec  le  plasma  phosphaté 
(Bordet  et  Delange),  préparé  par  deux  digestions  successives 
pendant  une  heure  à  37°  de  plasma  avec  un  vingtième  en  volume 
dune  suspension  épaisse  de  phosphate  tricaleique.  (Voir 
tableau  XIII  ci-après.) 
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TABLEAU  Xtlï 


Solution 

de 

fibrinogène. 

Solution 

àl°/0 

d’oxalate 

sodique. 

Solution 

isotonique 

de  chlorure 

sodique. 

Plasma  de  coq 
phosphaté 
encore  saturé 
de 

chloroforme. 

31  déc.  1920. 

Même  plasma 
phosphaté 
débarrasse  de  son 
chloroforme 
par 

évaporation 

à  0\ 

Solution 

de 

thrombine. 

RÉSULTATS.  • 

0-1 

0-1 

0-25 

0-5 

» 

0-05 

Voile  après  seize  minutes,  qui  se 
rétracte  ultérieurement  . 

0-1 

0-1 

0—45 

0-3 

» 

.0-05  | 

Voile  après  dix-neuf  minutes,  qui  se 
rétracte  ultérieurement. 

0-1 

0-1 

i  0-65 

0-1 

» 

0—05  1 

!  Voile  après  vingt  minutes;  caillot 
après  vingt-cinq  minutes. 

0-i 

0-1 

:  0-7 

0-05 

» 

0—05 

Voile  après  vingt  minutes;  caillot 
après  vingècinq  minutes. 

0-1 

0-1 

0^25 

« 

0-5 

0-05 

i  Début  de  coagulation  après  quarante- 
huit  minutes;  caillot  mou  après 
cinquante-huit  minutes. 

0-1 

0-1 

0—45 

P 

0-3 

o-ol 

Début  de  coagulation  après  vingt- 
i  huit  minutes;  caillot  mou  après 
trente-cinq  minutes. 

0—1 

0-1 

0-65 

» 

0—1 

0-05 

j  Voile  après  vingt  et  une  minutes; 

|  caillot  après  vingt-cinq  minutes. 

0-1 

0-1 

0-75 

» 

ü-05 

0-05 

Caillot  après  dix-sept  minutes. 

0-1 

0-1 

0-75 

» 

» 

;  0-05 

Caillot  après  dix-sept  minutes.  j 

; 

Le  traitement  préalable  du  plasma  par  le  phosphate  a  pour 
effet  de  lui  enlever  une  partie  des  substances  mères  de  la  throm¬ 
bine,  ce  qui  le  rend  beaucoup  plus  stable  et  réfractaire  à  l  in- 
lïuence  coagulante  de  la  céphaline  (cytozyme  de  Bordet)  et  des 
extraits  aqueux  d’organes.  À  première  vue,  il  échappe  aussi  à 
Faction  coagulante  du  chloroforme.  Cependant  si  l’on  conserve 
pendant  quelques  jours  en  vase  clos  à  basse  température  des 
échantillons  de  plasma  phosphaté  saturés  de  chloroforme,  on 
constate  que  la  plupart  finissent  par  se  coaguler  incomplètement 
en  se  transformant  en  une  bouillie  semi-fluide.  La  même  Ira  ns- 
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formation  s’opère  aussi  pendant  l’évaporation  du  chloroforme  à 
la  glacière.  Il  semble  que  malgré  la  fluidité  du  plasma  phos¬ 
phaté  dans  les  heures  qui  suivent  immédiatement  le  mélange 
avec  le  chloroforme,  il  y  ait  néanmoins  une  certaine  influence 
du  dernier  sur  le  premier,  une  sorte  de  coagulation  incomplète 
sans  insolubilisation  immédiate  de  la  fibrine,  accompagnée  de 
la  consommation  d’une  partie  de  l’antithrombosine.  La  dispa¬ 
rition  incomplète  de  l’antithrombosine  du  plasma  phosphaté  a 
lieu  même  dans  les  cas  où  le  plasma  reste  complètement  fluide 
dans  les  jours  qui  suivent  l’action  du  chloroforme.  Je  n’ai 
jamais  pu  déceler  la  présence  de  thrombine  dans  le  plasma 
phosphaté  traité  par  le  chloroforme  pendant  une  heure  à  37°. 

On  s’oppose  plus  complètement  à  la  coagulation  du  plasma 
par  le  chloroforme,  si  i  on  combine  l’action  du  phosphate  de 
calcium  avec  celle  de  l’oxalate.  Un  plasma  oxalaté  de  coq  soumis 
à  une  digestion  avec  du  phosphate  calcique  garde  après  (raite- 
ment  par  le  chloroforme  une  plus  grande  partie  de  son  anti- 
thrombosine  qu’un  plasma  simplement  oxalaté  ou  qu’un  plasma 
simplement  phosphaté. 

Le  tableau  XIV  nous  en  donne  un  exemple  : 


ÏABL.EAU  XIV 


Solution 

de 

fibrinogène 

Solution 

!  .  à  1  o/o 

d 'oxalaté 

sod.que. 

Solution 

isotonique 

de  chlorure 

sodique. 

j  Plasma  oxalaté 
!  et  phosphaté 
de  eoq 
traité  oar 

I  le  chloroforme. 

!  (Chloroforme 
j  évaporé.) 

Solution 

de 

thrombine. 

RÉSULTATS. 

1 

0^2 

0*1 

0^35 

0CC3 

0CC05 

Fluide  après  quatre  heures  ;  caillot  de 
fond  après  vingt-quatre  heures. 

M 

Oecl 

0^55 

Occl 

0CC05 

Fluide  après  quatre  heures;  caillot 
complet  après  vingt-quatre  heures. 

0*2 

0<*1 

Gcc6 

0cc05 

0CC05 

Caillot  après  trois  heures  et  quarante- 
cinq  minutes. 

0<*2 

Occl 

0CC65 

» 

0CC05 

Voile  après  cinquante  minutes;  caillot  J 
après  une  heure  et  vingt  minutes. 

m 
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L’antithrombosine  persiste  également  dans  le  plasma  oxalaté 
chauffé  à  58°-60°  après  Faction  du  chloroforme  sur  ce  liquide. 
Dans  le  plasma  non  oxalaté  chauffé  à  la  même  température, 
l’antithrombosine  est  moins  respectée  par  le  chloroforme, 
ce  qui  est  en  rapport  avec  la  persistance  de  quantités  plus 
ou  moins  grandes  de  substances  mères  de  la  thrombine  encore 
capables  de  former,  sous  l’influence  du  chloroforme  en  présence 
des  sels  de  calcium,  de  la  thrombine  et  de  consommer  de  Fanti- 
thrombosine. 


TABLEAU  \V 


Solution 

de 

fibrinogène 

Solution 

àl°/0 

d’oxalate 

sodique. 

Solution 

isotonique 

de  chlorure 

sodique 

Plasma  de  coq, 
chauffé  à  58° 
et  traité 
ensuite  par 
le  chloroforme. 

13  avrii  1920. 

Plasma  oxalaté 
de  coq, 
chauffé  à  58°b 
et  traité 
ensuite  par 
le  chloroforme. 

3  mai  1920. 

Solution 

de 

thrombine. 

RÉSULTATS. 

0  ço8 

0CC1 

0CC15 

0GG5 

» 

0CC05 

Fluide  après  vingt-quatre  heures  ; 
caillot  mou  après  deux  jours. 

Ücc2 

0C,;1 

ücc35 

0CC3 

» 

0cc05 

Fluide  après  vingt  quatre  heures; 
voile  après  trente  heures;  caillot 
gélatineux  après  deux  jours. 

01>g2 

Oecj 

0GG5o 

0CC 1 

» 

0CC05 

Voile  après  vingt-quatre  heures;caiIîot 
ferme  après  trente  heures. 

0gg2 

0CC1 

0cc6 

0UC05 

» 

0ec05 

Caillot  ferme  après  vingt-quatre  heu1  es. 

0gg2 

0CC1 

ücc65 

» 

» 

0CC05 

Caillot  après  trois  heures  et  demie. 

0CC1 

0ccl 

0GG25 

» 

0CC5 

0<*05 

Fluide  après  deux  jours  ;  flocon  fibri¬ 
neux  après  trois  jours. 

(Hf 

0CC1 

0CC45 

» 

0CC3 

0<*05 

Fluide  après  deux  jours;  caillot  mou 
après  trois  jours. 

0CC1 

0CC1 

0GG65 

» 

0CC1 

0CC05 

Fluide  après  vingt-quatre  heures; 
caillot  après  deux  jours. 

0e  °1 

0CC1 

0CC7 

» 

0CC1 

0GG05 

Fluide  après  quatre  heures;  voile 
après  vingt  quatre  heures  ;  caillot 
après  deux  jours. 

0CC1 

0ccd 

0CC75 

» 

» 

0cc0o 

Voile  après  vingt-deux  minutes;  caillot 
après  quarante-deux  minutes. 
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Le  tableau  XV  ci-dessus  montre  la  conservation  d’une  partie 
de  l’antithrombosine  d’un  plasma  de  coq  chauffé  une  demi-heure 
à  58°  et  traité  ensuite  par  le  chloroforme  pendant  trois  quarts 
d’heure  à  37°,  et  d’un  plasma  oxaialé  de  coq  chauffé  une  demi- 
heure  à  58°5  et  traité  ensuite  pendant  une  heure  par  le  chloro¬ 
forme.  Le  chloroforme  avait  été  éliminé  par  évaporation. 

Enfin  la  précipitation  du  fibrinogène  et  d’une  partie  des  glo¬ 
bulines  par  l’action  de  l’acide  carbonique  après  dilution  du 
plasma  normal  dans  neuf  fois  son  volume  d’eau  distillée,  suivie 
de  la  séparation  de  la  fraction  albumine  par  centrifugation  ou 
filtration  et  de  sa  concentration  par  évaporation  jusqu’à  rétablis¬ 
sement  d’un  volume  égal  à  celui  du  plasma,  transforme  le 
plasma  en  un  liquide  qui  a  gardé  toute  son  antithrombosine 
et  qui  ne  subit  plus  que  faiblement  ou  pas  du  tout  l’action  du 
chloroforme.  Après  chloroformisation,  il  ne  contient  pas  de 
thrombine  en  quantité  appréciable  et  son  antithrombosine  est 
conservée.  C’est  du  moins  le  résultat  que  j’ai  observé  dans 
deux  expériences  de  ce  genre  que  j’ai  faites.  Dans  une  troisième 
expérience,  l’antithrombosine  avait  été  consommée  en  grande 
partie,  tandis  qu’apparaissait  de  la  thrombine. 

Les  résultats  de  l’une  d’elles  sont  consignés  ci-après  dans  le 
tableau  XVL 

Cette  fraction  albumine  coagule  le  fibrinogène  (assez  pénible¬ 
ment)  en  milieu  calcifié,  par  l’adjonction  d’un  extrait  aqueux 
d’organe  d’oiseau. 

De  l’ensemble  de  ces  recherches,  il  résulte  que  le  chloroforme 
paraît  être  dénué  de  toute  action  dénaturante  directe  sur  l’anti- 
thrombosine.  Il  n’atteint;  cette  substance  que  grâce  à  son  action 
coagulante  énergique,  qui  lui  permet  de  transformer  en  throm¬ 
bine  les  substances  mères  de  la  thrombine  qui  existent  dans  le 
plasma.  La  quantité  d’antithrombosine  qui  persiste  dans  un 
plasma  ou  dans  un  sérum  après  action  du  chloroforme  est  en 
raison  inverse  de  la  quantité  de  thrombine  produite. 


4921.  SCIENCES. 
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T AIU  EAU  XVI 


Solution 

de 

fibrinogène. 

Solution 

àlo/o 

d'oxalate 

sodique. 

Solution 

isotonique 

de  chlorure 

sodique. 

Fraction 

albumine 

d’un 

piasma  de  coq 
traité  par 
le  chloroforme. 

20  janvier  1921. 

Solution 

de 

thrombine. 

d 

RÉSULTATS. 

0-2 

0-1 

0—15 

0-5 

1 

0-05 

Fluide  après  quarante-huit  heures  j 

0—2 

0“  1 

0-35 

i 

0-3 

0-05 

Idem. 

0e  c  2 

0cel  ; 

0—55  : 

0-1 

0—05 

Idem. 

0e  c  2 

0-1 

0e  c6 

:  0-05 

0-05 

Léger  voile  après  cinq  heures  et  trente  1 
minutes;  redissous  le  lendemain.  | 

0—2 

0CC1 

0—65 

» 

0—05 

Voile  après  une  heure;  caillot  après 
trois  heures. 

0—2 

0CC 1 

I  Q— 4 

0-3 

» 

Fluide  indéfiniment. 

0-2 

0-1 

0-6 

' 

0-1 

» 

Idem. 

0—2 

Occl 

!  0-67 

! 

0-03 

» 

Idem. 

0—2 

0e  i‘l 

!  0-69 

0—01 

)> 

Idem.  ; 

La  disparition  de  l’antithrombosine  sous  l’influence  du  chlo¬ 
roforme  n’est  donc  qu’un  cas  particulier  de  la  règle  générale 
énoncée  par  moi,  d’après  laquelle  la  coagulation  d’un  plasma 
consomme  son  antithrombosine. 

Mais  l’étude  détaillée  du  phénomène  aboutit  à  une  constata¬ 
tion  nouvelle  d’un  haut  intérêt  :  On  considère  généralement 
l’antithrombosine  comme  étant  l’antagoniste  physiologique  de  la 
thrombine.  Son  rôle  serait  de  neutraliser  cette  substance  partout 
où  elle  est  en  excès.  Si  l’on  appliquait  cette  conception  aux 
résultats  expériinentaux  relatés  ci-dessus,  on  devrait  s’attendre 
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sur  la  coagulation  du  plasma  sanguin. 


d  voir  s’établir  entre  l’antithrombosine  et  la  thrombine  clés  rap¬ 
ports  différents  de  ceux  qui  ont  été  constatés.  Si  l’antithrombo- 
sine  avait  pour  unique  fonction  de  neutraliser  la  thrombine,  il 
serait  naturel  de  la  voir  disparaître  simultanément  avec  la  throm¬ 
bine.  En  réalité,  on  trouve  dans  les  expériences  précédentes 
d’autant  pins  de  thrombine  que  l’antithrombosine  a  été  plus 
complètement  consommée.  Les  choses  se  passent  comme  si 
Lantithrombosine,  loin  de  neutraliser  la  thrombine,  contribuait 
à  la  former. 

J’avais  été  amené,  au  début  de  mes  recherches  sur  la  coagula¬ 
tion  du  sang,  à  admettre  que  l’antithrombosine  est  un  consti¬ 
tuant  normal  de  la  thrombine.  Des  expériences  ultérieures,  qui 
me  paraissent  moins  péremptoires  aujourd’hui,  m’avaient,  par 
la  suite,  fait  abandonner  cette  opinion,  qui  me  semble  mériter 
un  nouvel  examen. 


Physique  mathématique.  —  La  G-ravifîque 

(i cinquième  communication) , 


par  Th.  DE  DONDER,  correspondant  de  l’Académie. 


17.  Champ  matérialitique  pur.  —  Cas  du  fluide  quel¬ 
conque.  —  Retournons  au  tenseur  asymétrique  Tf  relatif  à  un 
fluide  incohérent.  Nous  avons  vu  (55)  que 


(198) 


Tout  fluide  continu  peut  être  considéré  par  un  spectateur 
subtil ,  comme  un  fluide  incohérent.  Passons  au  spectateur 
grossier,  et  introduisons  les  vitesses  moyennes  ua  et  iC  du 
mouvement  des  milieux  continus  étudiés  en  mécanique  ration¬ 
nelle;  introduisons,  en  outre,  la  densité  moyenne  o  et  un 
tenseur  moyen  rçf ,  en  posant 


Tf  OU  pUalC  =  P  Watt*3 


-  TC». 


(199) 
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Th.  I)e  Donder.  —  La  Gravifique. 


Remarquons  que  p,  ua  et  tétant  respectivement  cogrédients 
à  p,  ua,  iG ,  ii  en  résulte  que  rcf  sera  c-ogrédient  à  un  tenseur 
asymétrique  Tf. 

Le  théorème  (58)  du  tenseur  asymétrique  devient,  en  vertu 
de  (199),  et  en  laissant  de  côté  les  tirets  supérieurs, 


Y»  ('à  (pwffwV)  1  y1  uv  c 

L  - P“vtt 


V  V  3®v 


(200) 


Représentons  par  H'  le  premier  membre  de.  (200) ,  et  par  u7, 
le  second  membre  de  (200)  ;  alors,  le  théorème  du  tenseur 
asymétrique  peut  s’écrire 

IL  =  TC*.  (201) 

pU3,4. 

Ce  sont  /es  équations  générales  qui  régissent  la  dynamique 
des  fluides  continus. 

Dans  le  cas  où  le  fluide  continu  est  partait,  les  relations  (201) 
sont  identiques  aux  relations  (180)  ou  (186)  que  nous  avons 
rencontrées  dans  la  Note  IY  (ces  Bulletins ,  1920). 

Les  diverses  transformations  que  nous  avons  fait  subir  au 
premier  membre  de  (201)  peuvent  se  répéter  ici,  sans  modifi¬ 
cation;  on  trouvera  respectivement  les  premiers  membres  des 
relations  (188)  et  (189).  Le  second  membre  de  (189)  devient 


^  u*iza.  (202) 

Les  identités  (192),  établies  dans  cette  note  IV,  subsistent 
aussi  sans  modifications,  et  nous  les  retranscrivons  ici  comme 
suit  : 

0.  (203) 


10(1) 


Th.  De  Dondèr. 


La  Gravifiqu  e. 


Posons 

?“'(aSîÇfc-“')-A’ 

et  remarquons  que  À7  est  la  dérivée  co variante  de  la  vitesse 
covariante  ua;  on  pourra  l’appeler  Y  accélération  covariante  du 
point  matériel  considéré.  Rapprochons  (204)  de  (203),  et  nous 
obtiendrons  le  théorème  suivant  relatif  au  spectateur  grossier  : 


£  a7  A,  se  0. 


(205) 


Rappelons  (voir  73)  que,  pour  le  spectateur  subtil,  Àç  est 
identiquement  nul. 

U  équation  de  continuité  du  fluide  continu,  étudié  par  l’expé¬ 
rimentateur  ordinaire,  devient,  en  vertu  de  (189),  (190),  (205) 
et  (202), 


(206) 


18  .  Contenu  énergétique  et  masse.  —  Considérons  de  nou¬ 
veau  le  fluide  matériel  incohérent.  En  vertu  de  (73)  et  (84), 
nous  aurons 

dua  1  v1  o  _ 

v T1  -jf  =  I  \  L  9vn,  « u'-  (207) 

Or,  nous  avons  vu  que  dans  le  mouvement  du  fluide,  on  a 
l’invariant  intégral  (86)  ;  d’où 

==  0.  (208) 

Nous  poserons 

Se  ~  p\f~ioætyùz,  (209) 
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T  fi.  De  !  fonder. 


La  Gravi/ique. 


et  nous  appellerons  8s  le  contenu  énergétique  de  l’élément  de 
volume  considéré.  Donc,  dans  le  mouvement  du  fluide,  ce 
contenu  énergétique  se  conserve. 

L’équation  (207)  devient,  à  cause  de  (208)  et  de  (209) , 


cl  *  Y-1 8e  v 

y.  (»«8e)  =  -y-  Z  L  9y? ,««  «y-  C2*®) 

ai  A  $  y 

Cas  du  champ  cl  —  Considérons  maintenant  un  espace-temps 
non  déformé,  c’est-à-dire  un  champ  c.  Dans  ce  cas,  les  g.#  sont 
nuis.  D’autre  part,  on  trouve  aisément  <pie 


ds 

dt 


V  ;  V —  v2  -j-  C 2 


Ui  = 


c 2 

\ 


(211) 


Les  équations  (210)  deviennent,  en  v  substituant  (241), 


et  nous  retrouverons  le  mouvement  rectiligne  et  uniforme  d’un 
point  libre. 

Dans  ce  champ  c ,  nous  n’avons  pas  tenu  compte  des  forces 
extérieures  agissant  sur  le  point;  en  vertu  des  dimensions  et 
des  équations  classiques  ou  galiléennes  de  la  dynamique  du 
point,  nous  sommes  amenés  à  écrire  les  équations  (242) 
comme  suit  : 

dt\\  ’  c) 
d  /c8e\ 
dt\Tj 

—  \m  — 


-  Ffiæoyoz, 
H  V4ox%y%z, 


(213) 


Th.  De  Donder.  —  La  Gravifique. 


où  F*,  Fg,  F3  sont  les  trois  composantes  rectangulaires  de 
la  force  mécanique  (classique)  par  unité  de  volume,  et  F4 ,  la 
puissance  fournie  au  point  considéré,  par  unité  de  volume. 
Posons 


8e 


(214) 


Lorsque  le  point  est  immobile ,  v  =  0  et  Y  =  c;  la  relation 
(214)  devient  alors 


(8e)0  =  (8  m)0r2, 


(215) 


où  (8m)0  représente  la  masse  du  point  matériel  au  repos. 
Dans  (214),  développons  V  ;  nous  aurons 


8e  =  8  m  .  c2 


ï  +; 


1  Gv\2 


(216) 


^  (8e)0  +  -  v2lm, 

en  vertu  de  (215). 

Introduisons  (214)  dans  les  équations  (218);  nous  aurons 


uxorn  )  =  Fihxbyî>z,  (217) 


~  (Sm  .  (..)  =  F, 8*8 yèz. 


(218) 


On  aura  toujours  approximativement  (214  à  216) 

(8 m)l  ^  ~  Sm.  (219) 
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Th.  De  Donder .  —  La  Gravi/îque. 


Les  équations  (217)  et  (218)  fournissent  les  relations  approxi¬ 
matives 

Jt  Qr vx{hm)^j  ^  b\bxbybz,  ...,  ...  (220) 

dt  (v  ^m)°)  ^  F4^y  ^  •  (22 1  ) 

Ces  relations  (220)  et  (221)  jouent  un  rôle  essentiel  dans 
la  relativité  restreinte . 

19.  Le  tenseur  m  atérialitique . 

Posons 


et  appelons  pl  le  tenseur  matériaiitique. 

Les  dimensions  de  pb(a ,  b  B  1,  2,  8)  sont  L^MT-2;  les  pb 
sont  des  pressions  ou  des  tractions.  Les  dimensions  de  p\ ,  p|,  p\ 
sont  L“2MT_1;  ce  sont  des  quantités  de  mouvement ,  par  unité 
de  volume.  Les  dimensions  de  p\ ,  pf,  p^  sont  Mï~3;  ce  sont  des 
(lux  d9 énergie  par  unité  de  surface  et  par  unité  de  temps.  Les 
dimensions  de  p\  sont  L_1MT~2;  c’est  la  densité  d'énergie  (*). 


(*)  On  pourra  remarquer  l’analogie  qui  existe  entre  les  pf  et  les  0*  considérés, 
à  la  page  36  de  mon  mémoire  :  Théorie  du  champ  électromagnétique  de  Maxvjell- 
Lorentz  et  du  champ  gravifi que’  d’Einstein.  (Archives  du  Musée  Teyuer.  Haarlem, 
1917.) 
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Géométrie.  —  Recherches  sur  les  invoïutions  cubiques 
appartenant  à  une  surface  algébrique, 

par  Lucien  GODEAUX, 

Docteur  en  sciences  physiques  et  mathématiques,  professeur  extraordinaire 
à  l’École  militaire  (*). 

Dans  nos  recherches  antérieures  (**),  nous  avons  démontré 
que  si  une  involution  ln,  d’ordre  n,  appartenant  à  une  surface 
algébrique  F,  possède  un  nombre  fini  de  points  de  coïncidence, 
elle  est  engendrée  par  un  groupe  de  transformations  Irration¬ 
nelles  de  la  surface  en  elle-même.  En  particulier,  si  n  est 
premier,  le  groupe  est  cyclique  et  formé  par  les  différentes 
puissances  d’une  transformation  biraiionnelle  T,  de  période  n . 
Nous  limitant  à  ce  cas,  nous  avons  partagé  les  points  de  coïnci¬ 
dence  de  l’involution  en  deux  classes,  d’après  la  manière  dont 
la  transformation  T  agit  sur  les  points  de  F,  infiniment  voisins 
des  points  de  coïncidence.  D’une  manière  plus  précise,  un 
point  P  de  F  sera  : 

a)  Un  point  de  coïncidence  parfaite  de  în  si  T  opère  comme 
l’identité  sur  les  points  de  F  formant  le  domaine  du  premier 
ordre  de  P  ; 

b)  Un  point  de  coïncidence  non  parfaite  dans  le  cas  opposé. 


(*)  Présenté  par  MM.  Stuyvaert  et  Neuberg. 

(**)  Sur  les  invoïutions  douées  d’un  nombre  fini  de  points  unis ,  appartenant  à  une 
surface  algébrique.  (Rend.  R.  Accad.  Lincei,  1914.)  —  Recherches  sur  les  invoïutions 
douées  d’un  nombre  fini  de  points  de  coïncidence,  appartenant  à  une  surface  algé¬ 
brique.  (Bull,  de  la  Soc.  Math,  de  France,  1919.) 

Pnous  supposons  connues,  dans  le  travail  suivant,  les  recherches  de  géométrie  sur 
une  courbe  ou  sur  une  surface  algébriques.  Le  lecteur  pourra  consulter  à  ce  sujet 
les  belles  Lezioni  di  Geometria  algebrica  (Padova,  Draghi,  1908  >  de  M.  Sevcri  et 
l’article  sur  les  surfaces  algébriques  écrit  pour  YEncykl  der  math.  Wissenschaften 
(Bd  111,  vol.  2,  fasc.  6,  1915),  par  MM.  Castelnuovo  et  Enriques. 


1921.  sciences. 
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L.  Godeaux.  —  Recherches  sur  les  involutions  cubiques 


Dans  le  premier  cas,  T  laisse  donc  invariante  tonte  direction 
issue  de  P;  dans  le  second,  il  n’y  a  que  deux  directions  issues 
de  P  invariantes  pour  T. 

Partant  de  là,  nous  avons  construit  une  surface  normale  <1>, 
image  de  l’involuiion  In  et,  en  désignant  par  point  de  dirama- 
tion  parfaite  (ou  non  parfaite)  un  point  correspondant  sur  <f>  à 
un  point  de  coïncidence  parfaite  (ou  non  parfaite)  de  F,  nous 
avons  démontré  que 

a)  En  un  point  de  diramation  parfaite,  <ï>  possède  un  point 
multiple  d’ordre  ny  conique,  équivalent,  au  point  de  vue  des 
transformations  bi rationnelles,  à  une  courbe  rationnelle  de 
degré  —  n  ; 

b)  En  un  point  de  diramation  non  parfaite,  possède  un 
point  double  biplanaire  formé  d’une  suite  de  ^  (n  1)  points 
doubles  infiniment  voisins  successifs  dont  le  dernier  est  bipla¬ 
naire  ordinaire. 

Enfin,  nous  avons  déterminé  les  relations  existant  entre  les 
genres  arithmétique  et  linéaire  de  F  et  de  d>. 

Le  problème  qui  se  pose  actuellement  est  de  déterminer  les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu’une  surface  donnée 
d>  soit  l’image  d’une  involution  d’ordre  premier  n  appartenant 
à  une  surface  algébrique  F.  Nous  avons  déjà  résolu  ce  problème 
dans  le  cas  où  n  est  égal  à  2  (*).  On  sait  que,  dans  ce  cas, 
M.  Severi  a  démontré  que  seuls  des  points  de  coïncidence 
parfaite  peuvent  se  présenter  (**).  Dans  ce  nouveau  travail,  nous 
traiterons  le  cas  n  =  3.  La  présence,  dans  ce  cas,  d’une  nouvelle 
catégorie  de  poinls  de  coïncidence  montre  qu’il  ne  s’agit  pas 
d’une  extension  banale  du  cas  précédent.  D’autre  part,  si  nous 


(*)  Mémoire  sur  les  surfaces  algébriques  doubles  ayant  un  nombre  fini  de  points 
de  diramation.  TAnnai.es  de  la  Fac.  des  Sc.  de  Toulouse,  1914.) 

{**>  S ulle  superficie  alaebriche  che  ammettono  un  gruppo  continuo  permutabile  a 
due  parumetri  di  trasformazioni  birazionali.  (Atti  R.  Isr.  Veneto,  1907.) 
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appartenant  à  une  surface  algébrique. 


nous  sommes  limité  à  cette  valeur  particulière  du  nombre  n, 
c’est  que  l’extension  au  cas  n  >  3  apparaît  assez  simple;  mais 
traiter  ce  cas  général  aurait  entraîné  pour  nous  une  complica¬ 
tion  de  notations  que  nous  avons  voulu  éviter. 

Quoi  qu’il  en  soit,  nous  avons  établi  dans  ce  travail  le  théo¬ 
rème  suivant  : 

Pour  quune  surface  algébrique  simple ,  normale,  soit  l’image 
d’une  involution  d’ordre  3,  douée  d'un  nombre  fini  de  points  de 
coïncidence,  appartenant  à  une  surface  algébrique ,  il  faut  et 
il  suffit  que 

4°  La  surface  possède  a  points  triples  coniques  à  cônes 
tangents  rationnels; 

2°  La  surface  possède  [3  points  doubles  biplanaires  ordinaires  ;• 

3°  Parmi  les  hyper  sur  faces  découpant,  sur  la  surface,  le 
système  triple  de  celui  des  sections  hyperplanes,  il  y  en  ait  au 
moins  une  osculant  la  surface  en  tout  point  d’une  courbe 
d’ordre  n  passant  doublement  par  oq  points  triples ,  simplement 
par  les  a  —  oq  autres  points  triples  et  par  les  (3  points  doubles. 
oq  s’annule  en  même  temps  que  (3. 

Observons  d’ailleurs  que  nous  avons  déjà  rencontré  des  invo- 
lutions  d’ordre  3  pour  lesquelles  a  et  (3  sont  différents  de  zéro  (*). 

1.  —  Soit  F  une  surface  algébrique  contenant  une  involu¬ 
tion  oo2I3,  d’ordre  3,  possédant  a  points  de  coïncidence  parfaite 
et  p  points  de  coïncidence  non  parfaite.  Désignons  par  T  la 
transformation  birationnelle  de  F  en  elle-même,  de  période  3, 
engendrant  I3. 


(*)  Sur  des  surfaces  algébriques  liées  aune  courbe  de  genre  trois  (quatrième  note). 
[Bull,  de  l’Acad.  koumaine,  1916.]  Étude  d'une  involution  cubique...  (Reyisïa  Soc. 
Màtem.  Espaaola,  1917.) 


L.  Godeaux.  —  Recherches  sur  les  involutions  cubiques 


Ainsi  que  nous  l’avons  montré  dans  nos  Recherches  sur  les 
involutions...,  on  peut  prendre,  comme  modèle  projectif  de  la 
surface  <ï>,  image  de  l’involulion  I3,  une  surface  simple,  normale, 
située  dans  un  espace  linéaire  Sr  à  r  >  3  dimensions,  et  possé¬ 
dant,  aux  a  -f-  p  points  de  diramation,  les  singularités  suivantes  : 

1°  Aux  a  points  de  diramation  parfaite  Alf  A2,  Aa,  des 
points  triples  coniques  à  cônes  tangents  rationnels; 

2°  Aux  p  points  de  diramation  non  parfaite  B2,  B^, 

des  points  doubles  biplanaires  ordinaires. 

Chacun  des  a  points  triples  A1?  A2,  . . . ,  Aa  est  équivalent  à 
une  courbe  rationnelle  de  degré  —  3,  que  nous  désignerons 
par  le  même  symbole  que  le  point  considéré. 

Un  des  points  doubles  B2  (0  <  i  <  p)  est  équivalent  à  deux 
courbes  rationnelles  de  degré  —  2,  ayant  un  point  commun, 
courbes  que  nous  désignerons  respectivement  par  Bfl,  Bi2. 

Les  a  -|~  2p  courbes  rationnelles  A1?  . . . ,  Att,  BJ4,  B12,  . . . ,  B^2 
sont  des  courbes  fondamentales  propres  pour  le  système  |Fj  des 
sections  hyperplanes  F  de  d>. 

Désignons  par  n  le  degré  du  système  |  F  j  (ordre  de  d>),  par  tc 
son  genre.  A  une  courbe  F  correspond,  sur  la  surface  F,  une 
courbe  C,  de  genre  3tc  —  2  et  de  degré  3 n,  appartenant  à  un 
système  complet  |C|,  transformé  en  lui-même  par  T  (en  ce  sens 
que  T  fait  correspondre,  à  une  courbe  de  |C|,  une  courbe  de  |C| 
distincte  ou  non  de  la  première).  Nous  supposerons  que  la 
dimension  R  de  | Ci  est  supérieure  à  celle,  r,  de  |rj,  et  nous 
montrerons,  dans  le  paragraphe  suivant,  que  nous  n’imposons 
pas  en  cela  une  condition  restrictive  à  la  surface  <b. 

Le  système  jCj  est  simple.  En  effet,  s’il  était  composé,  ce  ne 
pourrait  être  au  moyen  de  I3,  et,  par  suite,  |F|  serait  également 
composé  au  moyen  d’une  involution,  ce  qui  est  impossible. 

Le  système  |C|  est  dépourvu  de  points-base,  car  autre¬ 
ment,  |  F  |  posséderait  également  des  points-base,  ce  qui  est 
impossible. 
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2.  —  Supposons  pour  un  moment  que  jCj  et  jrj  aient  la 
même  dimension  r;  nous  allons  montrer  qu’on  peut  rem¬ 
placer  d>  par  une  surface  biralionnellement  identique,  ayant 
pour  sections  hyperplanes  des  courbes  \kV\  et  possédant  les 
mêmes  singularités  que  <ï>,  mais  telle  que  les  courbes  qui  corres¬ 
pondent,  sur  F,  aux  courbes  kV,  forment  un  système  complet 
plus  ample  que  | A: F j . 

Le  système  |/cF|  est  simple  et  dépourvu  de  points-base,  de 
même  que  |Fj.  Rapportons  projectivement  les  courbes  de  | A:F | 
aux  byperplans  d’un  espace  linéaire  à  rk  dimensions,  rk  étant 
la  dimension  de  | /c T j  ;  nous  obtenons  la  surface  <4>Æ,  simple, 
normale,  birationnellement  identique  à  d>.  De  plus,  les  courbes 
A4,  . . . ,  Aa,  BJ4,  . . . ,  B^  étant  fondamentales  propres  pour  | /c F | , 
<t>k  possède  a  points  triples  coniques,  à  cônes  tangents  ration¬ 
nels,  et  (3  points  doubles  biplanaires  ordinaires. 

.  Choisissons  maintenant  k,  de  manière  que  les  courbes  kT 
soient  non  spéciales  (c’est-à-dire  non  contenues  dans  le  système 
canonique  de  <î>).  A  une  courbe  k  F  correspond,  sur  F,  une 
courbe  k C.  Les  degrés  et  les  genres  de  | /c C | ,  \kV\  sont  respec¬ 
tivement  égaux  à 

3 

3 k2n,  3 /en:  -|-  -  k(k  —  i)n  —  3Â:  -J-  1 

pour  |ftC|, 

1 

k2n,  kiz  -j-  -  k{k  —  t)—  k-\-l 

Z 

pour  \kT\. 

Supposons  que  \kC\  ait  la  même  dimension  rk  que  \kT\  et 
choisissons  k  pour  que,  pa  étant  le  genre  arithmétique  de  F, 

3 

pa  -f-  —  k(k  -{-  4 )n  —  3fe?u  -j-  3 k 
Z 

soit  supérieur  à  0,  ce  qui  est  toujours  possible.  Alors,  d  après 
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le  théorème  de  Riemann-Roch  sur  une  surface  algébrique, 
on  a  (|A;C|  n’étant  pas  spécial) 

.  r*  >  pa  +  |  k(k  +  1  )n-  +  3 k. 

Mais  les  courbes  de  \kT\  découpent,  sur  l’une  d’entre  elles, 
une  série  linéaire  de  degré  khi  et  de  dimension  rk  —  1 .  Si  cette 
série  n’est  pas  spéciale,  le  théorème  de  Riemann-Roch  sur  une 
courbe  algébrique  donne 

1 

rK  —  1  =  -  k(k  -f  4)w  —  kn  -f  k  —  4. 

On  a  donc 

1  k(k- f- 1  )n  —  kn  -f-  k  >  pa  -f  ^  k(k  +  4 )n  —  3kn  -{-  3 k, 
c’est-à-dire 

pa  -f-  k(k  +  \)n  —  2fe(Tc  —  1)  <  0.  (4) 

Si  cette  série  est  spéciale,  le  théorème  de  Clifford  donne 

d’où  l'inégalité 

P.  +  Jfc(»  +  S)«— (2) 

11  est  toujours  possible  de  choisir  k  de  manière  que  les 
inégalités  (  I)  et  (2)  ne  soient  pas  vérifiées.  Et  par  conséquent, 
il  existe  des  surfaces  pour  lesquelles  \kT\  est  moins  ample 
que  |AC|. 

Si  donc  on  avait  une  surface  d>  telle  que  r  =  R,  on  rempla¬ 
cerait  <ï>  par  une  surface  d>Æ,  k  ayant  une  valeur  convenable,  et 
l’on  se  bornerait  à  changer  de  notation. 
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3.  —  Retournons  au  système  |C|  défini  plus  haut  et  rappor¬ 
tons  projectivement  les  courbes  de  ce  système  aux  hyperplans 
d’un  espace  linéaire  SR  à  R  dimensions.  F  se  transforme  bira- 
tionnellement  en  une  surface  simple,  normale,  d’ordre  3 n,  que 
nous  continuerons  à  désigner  par  F.  Nous  continuerons  égale¬ 
ment  à  désigner  par  C  les  sections  hyperplanes  de  cette  nouvelle 
surface. 

À  la  transformation  T  correspond  une  transformation  lu  ra¬ 
tionnelle  H  de  la  nouvelle  surface  F  en  elle  même,  et  cette 
transformation  H  change  une  section  hyperplane  en  une  section 
hyperplane.  Observons  que,  sur  la  surfacé  F  primitive,  T  change 
un  faisceau  de  courbes  C  en  un  faisceau  de  courbes  C;  donc  H 
change  un  faisceau  de  sections  hyperplanes  de  la  nouvelle 
surface  F  en  un  faisceau  de  sections  hyperplanes.  La  transfor¬ 
mation  H  détermine  donc,  dans  l’espace  tcmgentici  SR,  une 
homographie  et,  par  conséquent,  H  est  déterminée,  sur  F,  par 
une  homographie  de  l’espace  ponctuel  SR.  Cette  homographie, 
que  nous  désignerons  toujours  par  H,  a  la  période  3;  elle  est 
donc  une  homographie  générale  (*). 

L’homographie  H  possède,  dans  SR,  deux  ou  trois  espaces 
linéaires  fondamentaux  (formés  de  points  invariants  pour  R)  et, 
corrélativement,  deux  ou  trois  systèmes  linéaires  fondamentaux 
d’hyperplans  (invariants  pour  H).  L’un  de  ces  systèmes,  X(ü),  est 
formé  par  les  hyperplans  qui  découpent,  sur  F,  les  courbes  C 
transformées  des  sections  hyperplanes  F  de  d>.  (Dans  la  suite, 
nous  désignerons  plus  spécialement  une  telle  courbe  C  par  le 
symbole  C0.)  Le  système  £(0)  a  donc  la  dimension  r.  D’autre 
part,  le  système  |F|  étant  dépourvu  de  points-base,  il  en  est  de 
même  du  système  (incomplet)  |C°|  et,  par  conséquent,  l’espace 
linéaire  commun  aux  hyperplans  de  2(0)  ne  rencontre  pas  F. 


(*)  Bertini,  hitrortuzione  alla  geometria  proiettiva  degli  iperspazi.  (Pisa, 
Spoerri,  19  » 7 .)  On  trouvera,  dans  le  chapitre  IV  de  cet  ouvrage,  les  propriétés  des 
homographies  dont  il  est  fait  usage  ici. 
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Corrélativement  à  £(0),  il  existe  un  espace  fondamental  S(0), 
linéaire  (l’espace  fondamental  conjugué  de  E(0)),  de  dimension  r, 
ne  rencontrant  pas  l’espace  commun  aux  hyperplans  de  E(0).  Les 
points  de  coïncidence  (*)  de  I3  se  trouvent  nécessairement  dans 
S(0)  et  cet  espace  rencontre  donc  F  en  a  -|-  (3  points.  En  effet, 
les  espaces  fondamentaux  Ide  H,  différents  de  S(0),  sont  tous 
communs  aux  hyperplans  de  H(0). 

4.  —  Soit  P  un  point  de  coïncidence  de  ï3,  donc  commun  à 
F  et  à  S{0).  Ainsi  que  nous  l’avons  démontré  dans  nos  Recher¬ 
ches  sur  les  involutions...,  les  courbes  C0  passant  par  P 
acquièrent,  en  ce  point,  soit  un  point  triple  à  tangentes  varia¬ 
bles,  soit  un  point  double  à  tangentes  fixes,  suivant  que  P  est 
un  point  de  coïncidence  parfaite  ou  non.  Les  hyperplans  de  2(0) 
passant  par  P  contiennent  donc  le  plan  tangent  à  F  en  ce 
point.  Ces  hyperplans  ont  en  commun  un  espace  linéaire  S?  à 
g  =  R  —  r  dimensions,  transformé  en  lui-même  par  H. 

Supposons  que  l’espace  Sa  ait  en  commun,  avec  S(0),  un 
espace  (linéaire)  S' à  a-'  dimensions.  Deux  cas  peuvent  se  pré¬ 
senter  : 

a)  L’homographie  H  possède,  dans  SR,  outre  S(0),  deux 
espaces  fondamentaux  S(1),  S(2)  respectivement  à  r:1  et  r2  dimen¬ 
sions,  et  l’on  a 

r  +  >ï  +  r2  +  3=  R  +  1. 

Alors,  H  possède,  dans  Sa,  trois  espaces  fondamentaux  S(1), 
S(2)  et  S'.  On  doit  avoir 

C7f-fri-pr2-p3  =  <7-f-l  =  R-f-r-f  1. 

On  en  déduit  g  =  0. 


<*)  Les  points  de  coïncidence  sont  évidemment  simples  pour  F;  s'ils  étaient 
multiples,  il  y  aurait  lieu  de  considérer  des  courbes  de  coïncidence  infiniment 
petites  formées  par  les  domaines  de  ces  points,  cas  qui  ne  rentre  pas  dans  le  cadre 
de  nos  recherches. 
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b)  L’homographie  H  possède,  dans  SR,  deux  espaces  fonda¬ 
mentaux  S(0)  et  S(1),  ce  dernier  de  dimension  r±  telle  que 

r  -f-  i\  +  2  =  R  -f  1 . 

Dans  Sa,  H  possède  deux  espaces  fondamentaux  S(1),  S',  et 
l’on  doit  avoir 

a'f  +  ri  +  2  =  a--|-l=R  —  r  +  1. 

Par  conséquent,  a-'  =  0. 

L’espace  Sa  a  donc  en  commun,  avec  S(0),  le  seul  point  P. 

Si  <y  >  2,  on  a  r  <  R  —  2  et  l’homographie  H  ne  peut  être 
une  homologie.  L'espace  Sa  contient  le  plan  tangent  en  P,  à  la 
surface  F  et  ce  plan  ne  rencontre  S(ü)  qu’au  seul  point  de 
contact  P. 

Le  cas  <r  =  i  ne  peut  se  présenter.  Dans  ce  cas,  en  effet,  H 
est  une  homologie,  l’espace  S(0)  est  un  hyperplan  (r  =  R —  1) 
et,  par  conséquent,  il  y  a  une  infinité  de  points  de  coïncidence 
pour  l’involution  I3,  contre  l’hypothèse. 

Observation .  —  Le  cas  a-  =  1  peut  effectivement  se  présenter 
lorsque  la  surface  F  est,  par  exemple,  une  surface  triple,  mais 
ici,  nous  avons  construit  une  surface  F  simple,  ou  plutôt  un 
modèle  projectif  simple  de  F. 

5.  —  Examinons  de  plus  près  la  manière  dont  se  comporte 
le  plan  tangent  à  F  en  un  point  de  coïncidence. 

Soit  tout  d’abord  P  un  point  de  coïncidence  non  parfaite. 
L’homographie  H  échange  entre  elles  les  tangentes  à  F  en  P  et 
en  laisse  deux  invariantes.  Soient  tif  t2  ces  deux  tangentes.  H 
transforme  donc  le  plan  tangent  t  à  F  en  P  en  lui -même  et 
donne  naissance,  dans  ce  plan,  à  une  homographie  h  de 
période  3.  Le  plan  t  n’ayant  qu’un  seul  point  commun  P  avec 
l’espace  fondamental  S(0),  l’homographie  h  détermine  sur  ti  et 
sur  t2  des  involutions  cubiques  cycliques  possédant  chacune, 
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outre  P,  un  point  de  coïncidence.  Désignons  ces  deux  points 
respectivement  par  P1?  P2.  h  ne  peut  être  une  homologie,  car 
alors  toutes  les  tangentes  à  F  en  P  seraient  invariantes  pour  h 
et,  par  suite,  pour  H.  h  est  donc  une  homographie  cubique 
cyclique  présentant  trois  points  fondamentaux  P,  P±,  P2,  et 
trois  seulement.  Les  points  PA,  P2  appartiennent  nécessairement 
à  des  espaces  fondamentaux  de  H  dans  SR,  et  ces  espaces  sont 
distincts.  En  effet,  si  P15  P2  appartenaient  au  même  espace  fon¬ 
damental,  la  droite  P1  P2  serait  une  droite  fondamentale  pour  h 
et  cette  homographie  serait  une  homologie,  ce  qui  est  impos¬ 
sible.  Par  conséquent,  si  (3>0,  H  doit  posséder  trois  espaces 
fondamentaux  S(0),  S(1),  S(2).  En  chaque  point  de  coïncidence  non 
parfaite,  les  deux  tangentes  invariantes  rencontrent,  l’une  S(1), 
l’autre  S(2). 

Supposons  maintenant  que  P  soit  un  point  de  coïncidence 
parfaite.  Alors,  H  transforme  en  elle-même  chaque  tangente  à 
F  en  P  et  détermine,  dans  le  plan  t  tangent  à  F  en  P,  une 
homographie  h  de  période  3.  Chaque  tangente  à  F  en  P  étant 
invariante  pour  H  (et  par  suite  pour  h)  et  ne  rencontrant  S(0) 
qu’en  un  point  P,  possède  un  second  point  invariant  pour  H  (et 
pour  li).  Par  suite,  h  est  une  homologie.  L’axe  d’homologie 
de  h  dans  le  plan  t  se  trouve  dans  un  second  espace  fonda¬ 
mental  de  H  dans  SR.  S’il  existe  un  troisième  espace  fondamen¬ 
tal  de  H  dans  SR,  le  plan  t  ne  peut  évidemment  pas  le  rencontrer. 

En  résumé  :  En  un  point  de  coïncidence  non  parfaite,  le  plan 
tangent  à  F  ne  rencontre  pas  $(0)  en  dehors  du  point  de  contact . 
Ce  plan  tangent  a  un  point  (et  un  seul)  commun  avec  les  (néces¬ 
sairement  deux )  autres  espaces  fondamentaux  de  H  dans  SR. 

En  un  point  de  coïncidence  parfaite,  le  plan  tangent  à  F  ne 
rencontre  pas  S(0)  en  dehors  du  point  de  contact.  Ce  plan  tangent 
rencontre  un  second  espace  fondamental  de  H  dans  SR  en  une 
droite  et  ne  rencontre  pas  le  troisième,  si  celui-ci  existe. 

De  ces  propriétés,  nous  allons  déduire  l’existence  d’un  ou 
de  deux  nouveaux  systèmes  linéaires  sur  la  surface  <F. 
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6.  —  Supposons  que  l’homographie  H  possède,  dans  SR, 
trois  espaces  fondamentaux  S(0),  S(1),  S(2)  respectivement  de 
dimensions  r,  r±,  r2  et,  corrélativement,  trois  systèmes 
conjugués  d’hyperpîans  unis  E(0),  E(1),  2(2)  (ayant,  comme 
on  sait,  les  mêmes  dimensions  respectivement  r,  rlf  r2).  On 
a  d’ailleurs 

r  +  r4  +  r2=  h  —  2- 

D’après  ce  que  nous  venons  de  voir,  en  chaque  point  de 
coïncidence  non  parfaite,  il  y  a  deux  tangentes  à  F  s’appuyant 
chacune  sur  un  des  espaces  8(1),  S(2).  Désignons,  d’autre  part, 
par  oq  le  nombre  de  points  de  coïncidence  parfaite  tels  que  les 
plans  tangents  à  F  en  ces  points  s’appuient  (en  une  droite) 
sur  S(2)  et  supposons  que  ces  points  soient  précisément  les  oq  pre¬ 
miers,  donc  ceux  qui  correspondent  à  A1?  . . Aai.  Il  y  aura 
alors  a2  =  a  —  oq  points  de  coïncidence  parfaite,  qui  corres¬ 
pondent  à  Aai  +  i,  . . . ,  Aa,  tels  que  les  plans  tangents  à  F  en 
ces  points  s’appuient  en  une  droite  sur  S(l). 

Les  hyperplans  de  £(0)  découpent  sur  F,  comme  nous  l’avons 
vu,  les  courbes  C0  transformées  des  courbes  F  de  <E>. 

Les  hyperplans  de  £(1)  contiennent  les  espaces  S(0),  S(2)  et,  par 
conséquent,  les  tangentes  aux  (3  points  de  coïncidence  non  par¬ 
faite  s’appuyant  sur  S(2),  et  les  plans  tangents  à  F  aux  oq  pre¬ 
miers  points  de  coïncidence  parfaite.  Enfin,  ils  contiennent  une 
tangente  (variable)  à  F  aux  a2  derniers  points  de  coïncidence 
parfaite.  Les  courbes  G  découpées  par  ces  hyperplans,  courbes 
que  nous  désignerons  par  G,  passent  donc  par  les  a  -)-  (3  points 
de  coïncidence;  elles  passent  simplement  par  les  (3  points  de 
coïncidence  non  parfaite  et  y  ont  une  tangente  fixe  ;  elles 
passent  doublement  par  les  oq  premiers  points  de  coïncidence 
parfaite  et  y  ont  des  tangentes  variables  ;  elles  passent  simple¬ 
ment  par  les  a 2  autres  points  de  coïncidence  parfaite  et  y  ont 
une  tangente  variable. 
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Le  système  partiel  |G1|  est  évidemment  composé  au  moyen 
de  l’involution  I3,  puisque  les  hyperplans  de  S(1)  sont  invariants 
pour  H.  A  chaque  courbe  C±  correspond,  sur  <I>,  une  courbe 
de  degré  virtuel  ni  et  de  genre  virtuel  7r1,  appartenant  à  un 
système  complet  j F1 1  de  dimension  r±. 

Deux  courbes  CA  se  rencontrent  en  3  n1  points  en  dehors  des 
points  de  coïncidence  ;  donc  on  a 

.  3//*  +  4oq -[- a2 -j- 2(3  =  3/i; 

d’où 

3aA  -f-  a  -}-  2(3 

v.  =  n - —  • 

3 

Une  courbe  possède  a4  points  doubles,  donc  est  de  genre 
3tu  —  ai  —  2  ;  l’involution  d’ordre  3  engendrée  sur  cette  courbe 
par  H  possède,  d’autre  part,  2oq  -f-  at  -f-  P  points  de  coïncidence 
(à  compter  chacun  deux  fois  puisque  l’involution  est  cyclique); 
donc  par  la  formule  de  Zeuthen,  on  a 

6(7c4  —  1)  +  4a*  -f-  2a2  -j-  2 p  =  6 tu  —  6  —  2ad; 

d’où 

2aA  -j-  a  -f-  (3 


De  même,  le  système  H(2)  conduit,  sur  la  surface  d>,  à  l’exis¬ 
tence  d’un  système  |F2|,  de  dimension  r2,  de  degré  virtuel 


et  de  genre  virtuel 


n  2  =  n 


3a2  -j-  a  2(3 
~  3 


2  «2  +  a  +  P 


3 


7.  —  Considérons  une  courbe  C  non  transformée  en 
elle-même  par  H.  A  cette  courbe  correspond,  sur  d>,  une 
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courbe  F  de  genre  effectif  3tt  —  2,  possédant  3 n  points  doubles 
variables.  Chacun  de  ces  points  doubles  correspond  à  un  couple 
de  points  de  la  courbe  C  faisant  partie  d’un  groupe  de  13.  La 
courbe  T  appartient  à  un  système  linéaire  |F|  de  genre  virtuel 
3 TT  —  2  - 1-  3n,  car  l’ensemble  des  courbes  f  correspondant 
aux  différentes  courbes  C  est  rationnel. 

Lorsque  la  courbe  C  envisagée  vârie  d’une  manière  continue 
dans  jCj  et  vient  coïncider  avec  une  courbe  C0,  F  varie  d’une 
manière  continue  et  vient  coïncider  avec  la  courbe  F  correspondant 
à  C0,  cette  courbe  F  étant  comptée  trois  fois.  Le  système  |Fj  est 
donc  identique  au  système  1 3 F | . 

D’autre  part,  lorsque  cette  courbe  C  varie  d’une  manière 
continue  de  manière  à  venir  coïncider  avec  une  courbe  C4,  la 
courbe  F  se  réduit  à  la  courbe  correspondante,  comptée 
trois  fois,  mais  augmentée  maintenant  des  courbes  A1?  . . .,  Aa, 
Bu,  B. 2,  de  manière  à  tenir  compte  des  multiplicités  des 
points  de  coïncidence  pour  les  courbes  C*. 

Aux  at  premiers  points  de  coïncidence  parfaite,  qui  sont 
doubles  pour  les  courbes 'C1,  correspondent  les  courbes  Alf 
Ag,  . . . ,  Aai  comptées  chacune  deux  fois. 

Aux  a2  autres  points  de  coïncidence  parfaite,  qui  sont  simples 
pour  les  courbes  Ci,  correspondent  les  courbes  Aa,  f  i,  . , . ,  Aa 
comptées  chacune  une  fois. 

Enfin,  soit  Bz-  le  point  de  diramation  de  <F  correspondant  à  un 
point  de  coïncidence  non  parfaite  P  de  F.  Supposons  que  la 
courbe  rationnelle  B?1  corresponde  au  point  de  F,  infiniment 
voisin  de  P,  situé  sur  la  tangente  à  F  en  ce  point  et  s’appuyant 
sur  S(1),  la  courbe  correspondant  à  l’autre  point  infiniment 
voisin  de  P,  invariant  pour  H.  Les  courbes  passent  par  ce 
second  point,  mais  non  par  le  premier;  la  courbe  B?1  -f-  2B/2  doit 
donc  être  comptée  une  fois.  On  a  donc 

3r  =  3Ft  +  2A4  -f-  2A2  -f  •  •  •  +  2Aai  +  Aa<+1  +  •  •  •  +  A« 

+  8^  +  •••-}-  -f-  2B12  +  •••  2B^2. 
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Observons  que  cette  égalité  fonctionnelle  rend  compte  du 
fait  que  les  courbes  Ti  rencontrent  chacune  des  oq  courbes 
At,  . . . ,  Âa4  en  2  points,  chacune  des  courbes  A»,  _(_  i ,  . . . ,  Aa, 
b12,  b,2  en  un  point,  et  ne  rencontrent  pas  les  courbes 

B115  .,b^. 

On  trouve  de  la  même  manière  l’égalité  fonctionnelle 

a,  a  H  ,  j3 

3F  =  3F2  +  ^  -j-  2  J)  A*  -f-  2  ^  Bi!  +  ^ 

1  a4+i  i  1 

Projectivement  ces  égalités  fonctionnelles  s’interprètent  de 
la  man  ère  suivante  :  Le  système  1 3 T |  est  découpé,  sur  d>,  par 
des  bypersurfaces  algébriques  de  Sr  passant  en  outre,  éventuelle¬ 
ment,  par  des  courbes  fixes  de  Il  y  a  toujours  une  de  ces 
bypersurfaces  passant  par  les  points  de  diramation  et  osculant 
le  long  d'une  courbe  Ti  ou  1%  quelconque. 

B.  —  Supposons  maintenant  que  H  ne  possède  que  deux 
espaces  fondamentaux  S(0),  S(,),  respectivement  de  dimensions  r, 
R  —  r  —  | .  Comme  nous  l’avons  vu  plus  haut,  on  a  alors  6  =  0. 
Les  hvperplans  du  système  £(1),  conjugué  de  S(1),  sont  en 
nombre  ooR-r_1  et  passent  par  S(0).  Ils  rencontrent  F  suivant  des 
courbes  C  que  nous  désignerons  par  C*,  passant  simplement 
par  les  a  points  de  coïncidence  parfaite  (avec  une  tangente 
variable).  Les  courbes  C±  sont  invariantes  pour  H  et  il  corres¬ 
pond  à  chacune  d’elles,  sur  d>,  une  courbe  T±  de  degré  virtuel 
ni  =  n  —  ^  et  de  genre  virtuel  tu1  =  tu  : —  Ces  courbes  forment 
un  système  linéaire  |ri|  de  dimension  R  —  r  —  1. 

En  raisonnant  comme  on  l’a  fait  au  paragraphe  précédent, 
on  trouve  de  même  l’égalité  fonctionnelle 

3r  =  3I\  +  A4+,  A2  +  •••  Aa, 

et  une  interprétation  projective  analogue. 

—  us  — 


appartenant  à  une  surface  algébrique. 


Si  l’on  compare  l’égalité  précédente  aux  égalités  trouvées 
plus  haut,  on  voit  qu’en  faisant,  dans  la  première  de  cePes-ci, 
P  =  0,  oq  =  0,  on  retrouve  celle-là.  Nous  basant  sur  cette 
remarque,  nous  réunirons  dans  un  seul  énoncé  les  résultats 
obtenus  dans  les  deux  derniers  paragraphes. 

Si  une  surface  simple ,  normale ,  est  l’ image  d’une  involution 
d’ordre  3,  ayant  un  nombre  fini  de  points  de  coïncidence,  appar¬ 
tenant  à  une  surface  algébrique,  parmi  les  hyper  surfaces  décou¬ 
pant,  sur  cette  première  surface ,  le  système  triple  de  celui  des 
sect'ons  hyperplanes,  et  passant  par  les  points  de  diramation, 
il  en  existe,  en  général ,  qui  osculent  la  surface  suivant  une 
courbe  d’ordre  n. 

Nous  écrivons  «  en  général  »  pour  tenir  compte  de  l’hypo¬ 
thèse  faite  sur  d>,  à  savoir  que  la  dimension  r  du  système  |T|  est 
inférieure  à  celle,  R,  de  |C|. 

9,  —  Inversement,  soit  d>  une  surface  algébrique  d’ordre  n , 
simple,  normale,  située  dans  un  espace  linéaire  Sr,  à  r  >  3 
dimensions,  et  telle  que  : 

a)  Elle  possède  a  points  triples  coniques  à  cônes  tangents 
rationnels; 

b)  Elle  possède  (3  points  doubles  biplanaires  ordinaires; 

c)  Parmi  les  bypersurfaces  découpant,  sur  (b,  le  système 
triple  de  celui  des  sections  hyperplanes,  il  y  en  ait  une  oscil¬ 
lant  <b  en  chaque  point  d’une  courbe  Y1  d’ordre  n,  passant  dou¬ 
blement  par  oq  points  triples,  simplement  par  les  a  —  oq  points 
triples  restants  et  par  les  (3  points  doubles.  On  convient  de 
plus  de  poser  oq  =  0  si  (3  =  0. 

Nous  allons  démontrer  qu  elle  représente  une  involution  l3, 
d’ordre  3,  ayant  un  nombre  fini  de  points  de  coïncidence, 
appartenant  à  une  surface  algébrique  F. 

Adoptons,  pour  désigner  les  courbes  rationnelles  auxquelles 
sont  équivalents  les  a  -f-  (3  points  multiples  de  d>,  les  mêmes 
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symboles  que  précédemment.  Supposons  de  plus  que  les  04 
points  triples  par  lesquels  T±  passe  doublement  soient  les  .04 
premiers. 

Dans  ces  conditions,  la  courbe  J\  rencontre  chacune  des 
courbes  Al5  . ..,  Aai  en  deux  points  et  chacune  des  courbes 
Aai  +  1,  . . . ,  A*.  D’autre  part,  Ti  rencontre  la  courbe  composée 
Ba -(- B/2  en  un  point;  donc  elle  rencontre  une  des  courbes 
Ba,  B;„  la  dernière  pour  fixer  les  idées,  en  un  point  et  ne 
rencontre  pas  l’autre. 

Considérons  la  courbe 

3I\  +  2  ^  Ai  +  “h  2  ^  Bi2.  (1) 

1  »i  i  i  1 

Les  courbes  A  et  B  sont  des  courbes  fondamentales  propres 
pour  le  système  linéaire  déterminé  par  cette  courbe  et  celle-ci 
est  située  sur  une  des  hypersurfaces  découpant,  sur  d>,  le 
système  triple  de  celui,.  [F |,  des  sections  hyperplanes  de  d>. 
Comme,  de  plus,  la  courbe  (i)  est  d’ordre ’3n,  c’est  précisément 
une  courbe  du  système  |3r|'. 

Nous  distinguerons  deux  cas  : 

1°  Le  système  |3T|  est  découpé  complètement,  sur  <ï>,  par 
des  hypersurfaces  cubiques  de  Sr; 

2°  Le  contraire  à  lieu. 

Nous  étudierons  tout  d’abord  le  premier  cas,  puis  nous 
ramènerons  le  second  au  premier. 

10.  —  Plaçons-nous  dans  le  premier  cas  et  désignons 
par  x0,  xi9  . . . ,  xr  les  coordonnées  homogènes  de  S,..  Soient 

<PiOr<»  &i>  •••>  0  =  0,  ...,xr)  =  0, 

cpr_2(^o,  Xl9  Xr)  =  0 

les  équations  de  la  surface  <l>.  Nous  n’excluons  pas  que  les 
équations  précédentes  aient  en  commun,  outre  <ï>,  quelque 
variété  algébrique. 


appartenant  à  une  surface  algébrique. 


Soit  maintenant 

f(œ o,  Æd,  xr)  =  0 

l  equation  de  l’hypersurface  cubique  osculant  d>  le  long  de  I\. 
Celte  hypersurface  ne  rencontre  pas  <ï>  en  dehors  de  I\. 

Considérons  les  équations,  dans  Sr+1, 

?i  =  0,  (pr_2  =  0,  x3r+i  =  f(x o,  ...,<rr). 

Elles  peuvent  représenter  une  variété  algébrique  réductible, 
mais  une  partie  de  cette  variété  sera  certainement  une  surface 
située  sur  le  cône 

<pi  =  0,  <p2  =  0,  <pr_2  =  0. 

Nous  considérons  cette  seule  surface  et  nous  la  désignerons 
par  F' . 

On  voit  tout  d’abord  qu’à  un  point  de  <t>  correspondent,  en 
général,  trois  points  de  F'.  Recherchons  quels  sont  les  points 
de  diramation.  Ceux-ci  seront  situés  sur  l’intersection  de  <t>  avec 
l’hypersurface  f  =  0. 

Un  point  ordinaire  de  d>,  appartenant  à  ,  appartient  à 
l’hypersurface  f=  0,  mais  celle-ci  osculant  <E>  en  ce  point, 
celui-ci  est  un  point  de  diramation  apparente. 

Les  points  de  diramation  ne  peuvent  donc  être  situés  qu’aux 
points  singuliers  A  ou  B. 

Considérons  un  point  triple  A.  L’hypersurface  f  =  0  passe 
simplement  ou,  tout  au  plus,  doublement  par  ce  point  ;  par 
suite  une  droite  du  cône  tangent  à  en  P  rencontre  f  =  0  soit 
en  un,  soit  en  deux  points.  Par  conséquent,  le  domaine  du 
point  P,  sur  <b,  constitue  une  courbe  de  diramation  infiniment 
petite. 

Considérons  maintenant  un  point  double  B.  L’hypersurface 
f  =  0  passe  simplement  par  ce  point;  donc  une  droite  passant 
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par  B  et  appartenant  à  l’un  des  plans  tangents  à  d>  en  ce  point 
rencontre  une  fois  f=0  en  ce  point.  Par  conséquent,  le 
domaine  de  B  sur  d>  constitue  deux  courbes  de  diramation 
infiniment  petites. 

Puisque,  dans  la  correspondance  (1,  3)  existant  entre  <t>  et  F  , 
il  y  a  des  diramations,  la  surface  F'  est  irréductible. 

Observons  maintenant  qu’aux  courbes  de  diramation  infini¬ 
ment  petites  de  d>,  qui  sont  des  courbes  rationnelles,  corres¬ 
pondent,  sur  F',  des  courbes  rationnelles  de  coïncidence. 

Soit  a  la  combe  de  coïncidence  qui  correspond  à  un  point 
triple  A.  Aux  sections  hyperplanes  de  d>  correspondent  sur  F' 
des  courbes  G  de  degré  3 n,  n  étant  l’ordre  de  d>.  Aux  sections 
hyperplanes  de  d>  passant  par  A,  courbes  qui  sont  de  degré 
n  —  3,  correspondent  des  courbes  C'  de  degré  3 n  —  9  sur  F', 
On  doit  avoir 

C  =  C'  +  3a. 

Si  x  désigne  le  degré  de  la  courbe  a,  on  a 
3n  =  3a  —  9  -f  9x  -f  1 8  ; 

d’où  x  = —  1.  La  courbe  a  est  donc  exceptionnelle  (de  pre¬ 
mière  espèce). 

Un  raisonnement  analogue  montre  qu’à  un  point  double  B 
correspondent,  sur  F',  deux  courbes  exceptionnelles  de  pre¬ 
mière  espèce  ayant  un  point  commun. 

Nous  pouvons  transformer  birationnellement  F'  en  une  sur¬ 
face  F"  de  telle  manière  qu’à  ces  courbes  exceptionnelles 
correspondent  des  points  simples.  A  l’involution  d’ordre  3 
construite  sur  F',  correspondra,  sur  F",  une  involution 
d’ordre  3  n’ayant  qu’un  nombre  fini  de  points  de  coïncidence 
et  dont  d>  est  l’image.  Ainsi  se  trouve  démontré  notre  théorème 
énoncé  dans  l’introduction,  dans  le  cas  particulier  spécifié  au 
paragraphe  précédent. 
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11.  —  Plaçons-nous  maintenant  dans  le  second  cas.  Les 

hypersurfaces  cubiques  de  Sr  sont  en  nombre  oc6?0  +Lr  +  11)  La 
dimension  r3  du  système  |3r|  est  donc  telle  que 

1 

r3>  -r(r2 -f  6r -f  il), 
b 


Considérons  la  surface  birationnellement  identique  à  <ï>, 
simple  et  normale,  dont  les  sections  hyperplanes  sont  les 
courbes  kT,  située  dans  un  espace  linéaire  à  rk  dimensions. 
Comme  nous  l’avons  déjà  remarqué  plus  haut  (§  2),  <ï>Æ  possède, 
aux  points  de  diramation,  les  mêmes  singularités  que  <!>.  Nous 
allons  démontrer  que  l’on  peut  prendre  k  suffisamment  élevé 
pour  que  les  hypersurfaces  cubiques  de  l’espace  SVh  découpent, 
sur  <ï>Æ,  le  système  1 3/^r |  complet.  Pour  cela,  il  nous  suffira  de 
démontrer  que  T  on  peut  prendre  k  assez  grand  pour  avoir 


r3h  <-rK(r%  +  6r*  -f  11). 


0) 


Supposons  d’abord  k  suffisamment  élevé  pour  que  \kT\  soit 
non  spécial  et  soit  na  le  genre  arithmétique  de  <ï>.  D’après  le 
théorème  de  Riemann-Roch  sur  une  surface  algébrique,  on  a 


t'K  — ' 


k(k  +  1) 


n  —  k(  7i  —  1). 


(2) 


Le  système  \Skr\  a  le  degré  9k2n  et  le  genre 


Considérons  la  série  linéaire  d’ordre  9 k2n  et  de  dimension 
rsk  —  l  découpée  sur  une  courbe  3kY  par  les  autres  courbes  du 
système  \SkV\,  r3k  étant  la  dimension  de  ce  système.  Si  cette 
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série  est  non  spéciale,  le  théorème  de  Riemann-Roch  sur  une 
courbe  algébrique  donne 


3  k($k  +  i) 

-1  = 


(3) 


Si,  au  contraire,  cette  série  est  spéciale,  le  théorème  de 
Clifford  donne 

9ft2 

r3k  —  1  <  —  n.  (4) 

Portons,  dans  l’inégalité  (1),  la  valeur  minimum  de  rk  donnée 
par  (2)  et  la  valeur  de  r3k  donnée  par  (3).  11  est  clair  qu’on 
pourra  toujours  trouver  une  valeur  de  k  telle  que  cette  inégalité 
soit  vérifiée.  Il  en  sera  de  même  si  l’on  remplace,  dans  (1), 
rk  par  sa  valeur  minimum  tirée  de  (2)  et  r3k  par  sa  valeur  maxi¬ 
mum  tirée  de  (4).  Ainsi  se  trouve  démontrée  notre  assertion. 

Pour  pouvoir  appliquer  à  la  surface  <bA.,  ainsi  construite,  le 
théorème  démontré  au  paragraphe  10,  il  faudrait  connaître,  sur 
cette  surface,  une  courbe  telle  que 

3*r  =  sr*  +  2  £  A,  +  i  A,  +  £  B*  +  2 £  B*. 

1  oh-H  1  1 

Alors,  r±*  est  d’ordre  k2n  (sur  la  surface  <frk)  et  il  y  a  une 
hypersurface  cubique  de  qui  oscule  <f>Æ  en  chaque  point  de 
cette  courbe.  Or,  nous  avons  trouvé  plus  haut  que  les  condi¬ 
tions  auxquelles  est  assujettie  la  surface  (§  9)  entraînent  la 
relation 

3r  es  3I\  +  2  £  A*  +  £  A*  +  £  +  2  £  Bi2. 

J  a,+l  i  1 

Comparant  ces  deux  égalités  fonctionnelles,  on  voit  qu’il 
suffit  de  prendre 

rjj  =  (k  —  i)  r  -j-  r4, 

courbe  qui  existe  effectivement. 

Ainsi  se  trouve  complètement  démontré  le  théorème  énoncé 
au  début  de  ce  travail. 
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Zoologie.  —  Sur  l’endosquelette  prothoracique 

de  Gryllotalpa  vulgaris , 

par  F.  CARPENTIER,  docteur  en  sciences  naturelles, 
assistant  à  l’Université  de  Liège  (*). 

Burmeister  (2)  semble  avoir  été  le  seul  auteur  qui  se  soit 
attaché  à  décrire,  d’après  nature,  la  structure  si  particulière  de 
l’endosquelette  prothoracique  de  la  Courtilière. 

Dans  la  suite,  Kleuker  (3)‘  a  bien  reproduit  le  passage  du 
célèbre  auteur  du  Ha?idbuch  der  Entomologie,  à  propos  de  sa 
dissertation  sur  l’endothorax  en  général;  personne  cependant 
n’a  pensé  à  entreprendre  de  nouvelles  recherches  originales  sur 
ce  point,  et  comme  la  description  de  Burmeister  est  passable¬ 
ment  obscure,  elle  nous  laisse  sur  une  impression  de  détails  de 
structure  tout  à  fait  «  aberrants  »  ;  aussi  est-elle  restée  lettre 
morte  en  anatomie  comparée  du  thorax. 

Bien  longtemps  plus  tard,  Voss  (4),  désirant  comparer  le 
thorax  du  Grillon-Taupe  à  celui  du  Grillon,  qu’il  venait  d’ana¬ 
lyser  si  minutieusement,  en  est  réduit  à  de  vagues  conjectures. 
Il  déclare  que  la  signification  morphologique  des  pièces  décrites 
chez  Gryllotalpa ,  «  ist  ans  Burmeister  Angaben  nicht  mit  Sicher- 
heit  zu  erkennen  :  diese  ahweichenden  Dinge  müssten  von 
neuem  untersucht  werden  »  (p.  297). 

Enfin,  dans  le  récent  traité  deBERLESE(5),  nous  lisons  (p.372)  : 
«  Particolare  menzione  mérita  lo  scheletro  del  protorace  di 
Gryllotalpa  vulgaris  e  se  ne  dira  parlando  dei  inuscoli.  » 


(U  Présenté  par  M.  Aug.  Lameere. 

(2)  H.  Burmeister,  Handbuch  der  Entomologie.  Berlin,  Bd  I,  1832,  p.  236. 

(3)  F.  Kleuker,  Ueber  endoskelettale  Bildungen  bei  lnsekten.  (Dissert,  inaug. 
Gôttingen,  1883.) 

P)  F.  Voss,  (Jeber  den  Thorax  von  Gryllus  domesticus.  1.  (Zeitschr.  f.  wiss. 
Zool.,  Bd  LXXVIII,  2,  1904.) 

(5)  A.  Berlese,  Gli  insetti.  Vol.  primo.  Milano,  1909. 


1921.  SCIENCES. 


125 


10 


F.  Carpentier.  —  Sur  V endosquelette  prothoracique 


Cependant  nous  eûmes  beau  feuilleter,  au  chapitre  de  la 
musculature,  le  superbe  traité  du  célèbre  entomologiste  italien, 
nous  ne  rencontrâmes  pas  les  renseignements  désirés. 

La  question  reste  donc  toujours  ouverte,  et  puisque  nos 
travaux  sur  l’organisation  des  Orthoptères  nous  ont  permis  de 
faire  quelques  observations  originales  sur  l’endosquelette  pro- 
thoracique  du  Grillon-Taupe,  nous  n’avons  pas  cru  inutile  de 
les  publier  ci-après. 


Chacun  sait  que  tout  segment  thoracique  d’insecte  comporte 
trois  catégories  de  régions  :  une  dorsale,  le  notum;  une  ven¬ 
trale,  le  sternum  ;  deux  latérales,  les  pleures. 

Or,  les  sclérites  de  chacune  de  ces  régions  envoient,  vers 
l’intérieur  du  corps,  des  invaginations  chitineuses  plus  ou 
moins  développées,  que  nous  devons  très  brièvement  décrire  (1). 

Du  notum  descend  souvent  un  phragma. 

Sur  le  sternum  peuvent  s’élever  trois  furcas  ;  le  nom  de 
a  pièces  en  forme  d’Y  »  que  leur  a  donné  d’abord  G.  Cuvier  (2) 
en  indique  suffisamment  l’aspect;  seules  les  deux  dernières, 
(méso)furca  et  furcula,  sont,  chez  les  Orthoptères,  communé¬ 
ment  développées. 

Entre  les  deux  pièces  squelettiques  qui  composent  les  pleures, 
Tépisterne  et  l’épimère,  proémine  vers  l’intérieur  un  fort 
apodème  pleural.  (Pleurallamelle  :  Voss.) 

Cette  baguette  de  chitine  offre  à  son  extrémité  inférieure  un 
condyle  pédifère,  qui  s’articule  avec  le  côté  externe  du  bord 
supérieur  de  la  hanche;  du  côté  supérieur,  l’apodème  se  termine, 
dans  les  deux  segments  ptéroth.oraciques,  par  un  condyle  alifère, * (*) 


(4)  Nous  suivons  en  cela  les  idées  d’A.  Bereese,  toc.  cit.,  pp.  257-268  (Endosch. 
del  Tronco). 

(*)  G.  Cuvier,  Leçons  d’anatomie  comparée.  Paris,  an  VIII,  1. 1,  Vie  leçon,  art.  V, 
p.  429. 
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sur  lequel  joue  une  des  pièces  articulaires  de  la  base  de  l’aile  : 
l’end optère.  Dans  le  ptérothorax  également  se  voit,  à  une  cer¬ 
taine  hauteur  de  l’apodème  pleural,  un  processus  qui  se  met  en 
rapport  avec  une  des  branches  de  la  mésofurca. 

Dans  le  pro thorax,  l’apodème  est  la  seule  des  formations 
pleurales  qui  se  développe  bien;  il  n’y  offre,  cependant,  ni 
processus,  ni  surtout  de  condyle  alifère,  et  contracte  une  adhé¬ 
rence  avec  le  bouclier  notai,  qui  y  descend  fort  bas  sur  les  côtés. 

Telles  sont  donc  les  particularités  essentielles  de  l’endothorax, 
tout  au  moins  chez  les  Orthoptères.  Ce  que  nous  venons  d’en 
dire  suffira  pour  permettre  d'apprécier  les  dispositions  corres¬ 
pondantes,  mais  aussi  à  première  vue  très  particulières,  chez 
Gryllotalpa. 

Si  nous  examinons  du  côté  interne  une  section  sagittale  du 
prothorax  de  cet  insecte  préalablement  débarrassé  de  ses  muscles, 
grâce  à  un  séjour  prolongé  dans  la  solution  de  potasse,  nous 
apercevons  un  squelette  interne  énormément  développé  (fig.  1). 

Dans  sa  description,  Burmeistek  (a)  parle  d’une  très  grande 
cloison  cbilineuse,  qui  descend  (de  barrière)  de  la  ligne 
médiane  du  notum  et  se  dissocie  bientôt  en  deux  processus, 
qui  gagnent  à  droite  et  à  gauche  l’avant  du  sternite  (...eine  sehr 
grosse  hornige  Scheidewand  die  von  der  Mittellinie  des  Vorder- 
rückens  herabsteigt  und  sich  bald,  naeh  vorn  in  zwei  Fortsâtze... 
ausdehnt). 

Le  tout  forme  donc  fourche  (die  eine  Gaben  bilden). 

Il  parle  encore  d’une  autre  paire  de  processus,  qui  naissent 
au  niveau  de  l’orifice  antérieur  du  pro  thorax  (zwei  andere  die 
vom  oberen  Rande  des  Halsloches  entspringen)  et  descendent 
obliquement,  vers  barrière  pour  aller  rejoindre  le  processus 
postnotal  précité,  du  même  côté. 

Nous  ignorons  ce  que  peuvent  être  ces  deux  paires  de  pro- 


P)  H.  Burmeister,  loc.  cit. 


1921.  SCIENCES. 
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cessus,  sinon  les  bordures  antérieure  et  postérieure  renforcées 
de  chacune  des  deux  lames  chitineuses  triangulaires  qui  s’élèvent 
sur  le  bord  antéro-externe  des  hanches  (fig.  1  :  es). 

Ces  lames  ne  sont  pas  des  prolongements  directs  du  notum. 


Fig.  4.  —  Prothorax  de  Gryllotalpn  vulgaris, 
moitié  droite,  vue  du  côté  interne. 


ae  —  apodème  épisternal. 
ap  =  apodème  pleural. 
cp  =.  condyle  pédifère. 
es  =  coxosternum. 
ex  =  coxa. 

eap  =  écaille  de  l’apodème  pleural. 
en  —  écaille  notale. 
ee  =  écaille  épisternale. 
es  —  épisterne. 


f  =  furca. 
fl  =  furcula. 
n  =  notum. 

pp  =  processus  pleural. 
s  =  sternum. 
si  =  sternellum. 
st  —  premier  stigmate. 
t  =  tendon. 
tr  =  trochantin. 


Elles  s’y  attachent  seulement  par  une  écaille  (ee).  Les  impres¬ 
sions  ovalaires  accouplées,  qui  correspondent  à  l’insertion  de  ces 
écailles,  se  voient  nettement,  du  côté  externe,  au  milieu  du 
notum. 

Ces  lames  sont  très  minces  et  fragiles,  si  rapprochées  entre 
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elles  qu’elles  ne  laissent  subsister  qu’un  étroit  passage  pour  le 
tube  digestif. 

Quant  à  la  partie  supérieure  commune,  à  laquelle  fait  allusion 
Burmeister,  c’est  en  réalité  une  pièce  bien  distincte  (en).  Elle 
dérive  directement  du  notum,  auquel  elle  se  rattache  par  un 
pédoncule  postérieur.  Les  lames  triangulaires  n’y  adhèrent  que 
par  une  écaille  de  forme  trapézoïdale  de  leur  angle  supérieur 
arrière  ( eap ). 

Maintenant  que  nous  avons  décrit  ces  deux  lames  triangu¬ 
laires,  il  importe  de  leur  attribuer  un  nom. 

Pour  cela,  remarquons  d’abord  qu’au  sommet  inférieur  des 
lames  triangulaires,  l’extrémité  de  la  bordure  postérieure  qui 
vient  s’articuler  avec  le  cadre  de  la  hanche  est  incontestable¬ 
ment  un  condyle  pédifère  (cp). 

Seulement  ce  condyle  ne  vient  pas  donner  sur  le  milieu  du 
bord  externe  de  la  hanche  (comme  dans  les  deux  segments 
ptérothoraciques),  ni  à  l’avant  de  ce  bord  (comme  dans  le  pro¬ 
thorax  du  grillon  décrit  par  Yoss),  mais  au  bord  interne. 

Ayant  reconnu  le  condyle,  nous  homologuons  sans  peine  la 
bordure  postérieure  qui  le  continue  :  c’est  un  apodème  pleu¬ 
ral  (ap).  Cet  apodème,  au  lieu  d’obliquer  vers  l’avant  comme 
toujours,  oblique  ici  très  fortement  vers  l’arrière. 

Maintenant,  qu’est-ce  que  la  mince  lame  triangulaire  qui  pré¬ 
cède  l’apodème?  Nous  croyons  que  cette  partie  ne  peut  être  que 
l’épisterne  ayant  pris,  chez  le  Grillon-Taupe,  un  développement 
très  considérable  pour  le  prothorax,  et  entièrement  contenu  à 
l’intérieur. 

Cette  proposition  doit  être  étayée  d’une  comparaison  du 
Grillon-Taupe  avec  d’autres  Orthoptères,  à  notre  point  de  vue 
moins  spécialisés. 

Chez  le  Grillon,  l’apodème  pleural  n’est  pas,  comme  dans 
l’immense  majorité  des  cas,  étroitement  appliqué  contre  le  bou¬ 
clier  pronota  1. 

Ce  n’est  qu’à  son  sommet  qu’il  développe  une  écaille  qui 
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adhère  au  notum  (1).  En  dessous  de  cette  écaille  il  existe,  entre 
l’apodème  et  le  notum,  un  espace  libre  (c’est  dans  cet  espace 
que  s’introduit  le  muscle  assez  arbitrairement  nommé  plin  6  a, 
par  Yoss)  ;  à  la  base  de  l’apodème  s’étend,  du  côté  antérieur, 
une  formation  triangulaire  qui  n’est  autre  qu’un  épisterne 
rudimentaire  (2),  ce  qui  fait  que  la  bordure  antérieure  de  cette 
formation,  bordure  que  Yoss  qualifie  de  «  Seitenkante  der 
Pleurallamelle  »,  est  réellement  un  apodème  épisternal. 

Chez  le  Grillon,  dont  l’apodème  pleural  s’est  éloigné  des 
bords  réfléchis  du  bouclier  pronotal,  l’épisterne  est  donc  déjà 
très  réduit.  Au  contraire,  chez  les  Saginæ  dont  le  bouclier 
pronotal  est  moins  développé  latéralement,  nous  avons  trouvé  un 
épisterne  prothoracique  très  considérable  (3).  D’ailleurs  chez  les 
Acridiens  en  général,  et  plus  particulièrement  chez  Pyrgo- 
morpha ,  l’épisterne  est  encore  très  visible  :  c’est  une  plaque 
triangulaire  étroitement  appliquée  à  l'intérieur  contre  la  paroi 
du  notum  (voy.  fig.  2). 

Continuons  la  description  du  prothorax  de  notre  insecte  : 

Nous  n’avons  pas  encore  dit  que  Tapodème  pleural  envoie, 
vers  l’arrière,  un  processus  pleural  (pp)  ;  Gryllotalpa  est,  à 


P)  Pour  A.  Beklese  (Gli  insetti,  I,  p.  372),  la  «  pleurallamelle  »  de  F.  Voss  serait 
un  complexe;  quelle  soit  pleurale  :  «  se  cio  puo  essere  faito  per  la  sua  parte  distale, 
non  è  giusto  per  quella  prossimale  »,  dit-il.  Proxnnalement,  la  præcosta  (côte 
séparant  les  deuxième  et  troisième  sciérites  du  notum)  se  souderait  à  l’apodème 
pleural.  11  nous  par.  ît  cependant  impossible  de  nous  séparer  de  l’auteur  allemand 
sur  ce  point  Toute  la  «  Pleurallamelle  »est  bien  p  eurale;  après  un  séjour  prolongé 
des  pièces  dan  la  potasse,  on  arrive  à  détacher  nettement  l  ecaiile  de  l’apodème, 
de  l’impression  «  pinforme  »  que  les  descripteurs  signalent  sur  le  pronotum  des 
Gryllides  en  général.  Ce  qui  pourrait  peut-être  porter  à  croire  à  un  complexe  de  la 
præcosta  avec  l’apodème  pleural,  c’est  la  contiguïté  de  l’extrémité  inférieure  de  la 
première  avec  l’extrémité  supérieure  du  second  chez  les  Acridiens,  mais  cette 
contiguïté  n’est  pas  une  confluence. 

(2)  Cf.  F.  Voss,  Zeitsch.  f.  wiss.  Zool. ,  Bd.  LXXVIII,  3,  1905,  Textfig.  12,  p.  465, 
où  l’auteur  désigne  par  pis  «  die  vor  der  Pleurallamelle  befindhche  «  episternale  » 
Strecke  ». 

(3)  Parmi  les  Saginæ,  nous  avons  particulièrement  étudié  Clonia. 
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notre  connaissance  du  moins,  le  seul  Orthoptère  qui  présente 
un  tel  processus  au  prothorax,  comme  aux  deux  segments 
ptérothoraciques.  Le  processus  est  reçu  entre  les  lames  de 
l’apophyse  antérieure  d’une  furca  (ou  apophyse  sternale  paire), 
aisée  à  reconnaître,  et  d'ailleurs  de  dimensions  considérables  (/*). 
En  plus  de  l’apophyse  antérieure  que  nous  venons  de  signaler,  il 
en  existe  encore  une,  postérieure,  qui  s’élève  presque  à  la  moitié 
de  la  hauteur  du  segment  thoracique. 


Fig.  5.  —  Comparaison  des  formations  pleurales  (en  pointillé) 
chez  :  Cyrtacantliacris  (A),  Gryllus  campes  tris  (B)  et  Gryllotalpa  vulgaris  (C). 

ex  —  coxa.  n  =  notum.  s  —  sternum. 

f  —  furca.  pc  =  præcosta.  tr  —  trochantin. 

fl  =  fiircul  a. 

La  furca  se  dresse  à  l’extrémité  du  sternum  s.  s.  (s).  Ce 
dernier,  par  suite  du  rapprochement  considérable  des  hanches,  est 
très  étroit,  linéaire;  vers  l’avant,  il  se  divise  en  deux  branches, 
de  sorte  que  l’ensemble  épouse  à  peu  près  la  forme  d’un  T  : 
«  ein  T  gestaltete  Brustbein  »,  dit  Burmeister  (1). 


t1)  Les  deux  branches  du  T  correspondent  aux  coxosternums  (Borner)  =  ante- 
sternums  (Amans)  qui,  au  prothorax,  continuent  .directement  le  siernum;  au  con¬ 
traire,  au  mésothorax,  les  coxosternums  sont  séparés. 
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Quant  au  sternellum  (si),  il  est  complètement  séparé  du 
sternum.  Son  «  apophyse  sternale  impaire  »,  ou  furcula,  est 
tout  à  fait  extraordinaire  (fl).  Le  nom  même  que  l’on  donne 
à  cette  pièce  indique  que  ses  dimensions  sont  généralement 
réduites;  ici,  t, la  furcula  est  énormément  développée,  au  moins 
en  longueur.  C’est  son  apophyse  postérieure  qui  est,  à  ce  point, 
prolongée;  les  apophyses  latérales  sont  remplacées  par  une 
protubérance  commune  supérieure,  et  l’apophyse  antérieure  est 
courte  et  épaisse.  Le  tout  correspond  bien  à  ce  qu’en  dit 
Burmeister  :  «  eine  einfache  Horngrate,  die  mit  ihnen  (les 
apophyses  de  la  furca  entre  lesquelles  s’avance  l’extrémité 
antérieure  de  la  furcula)  durch  Muskeln,  in  Verbindung  steht  ». 
Seulement  l’auteur  allemand  n’a  certainement  pas  vu  le  long  et 
grêle  pédoncule  qui  sert  d’attache  à  la  furcula.  11  l’aura  brisé 
au  cours  de  la  dissection. 

Nous  n’avons  pas  encore  parlé  du  trochantin  (=  Subcoxa  : 
Berlese  =  Præcoxaleplatte  :  Yoss).  Nous  assimilons  à  un 
trochantin  une  pièce  longuement  triangulaire,  très  petite,  et 
somme  toute  peu  visible,  à  l’avant  du  bord  interne  de  la 
hanche  (tr).  11  ne  faut  pas  trop  s’étonner  de  trouver  cette  pièce, 
qui  serait  bien  réellement  de  nature  pleurale  (Berlese),  dans 
une  telle  situation;  chez  d’autres  Orthoptères,  comme  Locusta 
(=  Phasgonura),  par  exemple,  le  trochantin  montre  une  ten¬ 
dance  très  marquée  à  émigrer  du  bord  externe  de  la  hanche 
au  bord  interne.  Chez  Gryllotalpa ,  le  trochantin  est  encore 
refoulé  davantage  du  côté  interne,  par  suite  du  déplacement  du 
condyle  pédifère. 


Bésumons  nous  : 

1°  Chez  Gryllotalpa ,  alors  que  le  bouclier  pronotal  s’est 
considérablement  développé  et  rabattu  sur  les  flancs,  de  façon 
que  sa  lisière  externe  arrive  à  proximité  immédiate  de  la 
hanche;  alors  que  le  sternite  est  devenu,  entre  les  hanches, 
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très  étroit  cependant,  le  sclérite  pleural  d’origine  sternale, 
c’est-à-dire  l’épisterne,  a  pris  une  importance  exceptionnelle. 

2°  Pour  cela  cet  épisterne  a  cessé  d’être  externe;  il  est 
devenu  interne.  Il  ne  s’adosse  même  plus  au  côté  interne  du 
bouclier  pronotal,  mais  est  devenu  presque  entièrement  libre 
à  l’intérieur  du  prothorax,  en  se  rapprochant  beaucoup  du  plan 
sagittal  médian. 

3°  Par  compensation,  les  attaches  dorsales  de  l’épi'sterne  se 
sont  fortement  consolidées.  C’est  ainsi  que  l’épisterne  a  déve¬ 
loppé  deux  écailles,  l’une  adhérant  directement  au  notum, 
l’autre  s’attachant  à  une  écaille  médiodorsale  (qui,  malgré  sa 
situation  très  postérieure,  pourrait  bien  dériver  d’une  præcosta). 

4°  L’apodème  pleural,  qui,  au  lieu  d’obliquer  comme  d’habi¬ 
tude  vers  l’avant,  le  fait  au  contraire  très  fortement  vers 
l’arrière,  ne  vient  pas  poser  son  condyle  pédifère  sur  le  bord 
externe  de  la  hanche,  mais  à  l’avant  du  côté  interne. 

5°  Exceptionnellement,  l’apodème  pleural  développe  un 
processus  pleural  venant  s’attacher  à  une  très  grande  furca. 

6°  La  furcula  est  extraordinaire,  énormément  prolongée  vers 
l’arrière,  et  hissée  sur  un  long  et  grêle  pédoncule. 

7°  Le  trochantin  est  fort  réduit.  Il  est  situé,  non  pas  à  l’avant 
et  du  côté  externe  de  la  hanche,  mais  longe  son  bord  interne. 

Telles  sont,  en  résumé,  les  constatations  qu’il  nous  a  été 
donné  de  faire  quant  à  la  morphologie  de  l’endosquelette 
prothoracique  de  notre  insecte.  Ce  dernier,  quoique  extraordi¬ 
nairement  spécialisé,  cesse  pour  nous  d’appartenir  aux  formes 
«  aberrantes  »,  puisque  nous  avons  pu  y  retrouver  tous  les 
éléments  essentiels  du  type  morphologique. 

Clôturons  cet  exposé  par  quelques  très  simples  considéra¬ 
tions,  d’allure  plutôt  morphogénique. 

Qu’est-ce  qui,  somme  toute,  spécialise  le  prothorax  de  Gryl¬ 
lotalpa  ? 

C’est  que  l’espace  régnant  entre  les  lamelles  pleurales  droite 
et  gauche  s’est  fort  réduit,  par  suite  de  la  néoformation  d’un 
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autre  espace  entre  chaque  lamelle  et  le  bord  externe  réfléchi 
du  notum. 

L’espace  interpleural  contient  les  muscles  relativement  faibles 
dont  la  mission  est  simplement  de  ramener  la  patte  en  dedans; 
l’espace  extrapleural  recèle  surtout  l’énorme  muscle  dont  la 
contraction  chasse  la  patte  en  dehors;  ce  dernier  mouvement  est 
de  loin  le  plus  important  de  tous  ceux  (pie  notre  Insecte  exécute, 
lorsqu’il  procède  avec  la  vigueur  qu’on  lui  connaît  au  déblaie¬ 
ment  de  sa  galerie. 

Chez  notre  fouisseur,  cette  tendance  des  membres  antérieurs 
à  donner  leur  plus  grand  effort  de  dedans  en  dehors  (alors  que 
chez  les  formes  à  vie  épigée,  les  mouvements  des  mêmes  mem¬ 
bres  se  font  surtout  de  l’arrière  à  l’avant  et  vice- versa)  s’accom¬ 
pagne  d’un  déplacement,  vers  l’intérieur,  du  point  d’appui  de 
la  hanche,  le  condyle  pédifère. 

Enfin,  le  développement  des  furca  et  furcula  s’explique  par 
la  nécessité  de  renforcer  beaucoup  les  insertions  musculaires  du 
côté  ventral,  du  côté  où  la  membrane  intersegmentaire  unissant 
le  prothorax  à  barrière-tronc  est  particulièrement  lâche.  Un 
corselet  plus  ou  moins  pédoncuîé,  et  capable  de  très  amples 
mouvements,  caractérise  toujours  les  fouisseurs  ou  «  bipartis  », 
dont  Grifllotalpa  est  le  type. 
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compreseo  in  considerazione  dei  piani  di  scorrimento  délia  materia, 
Rome,  1920;  extr.  in-8°  (pp.  3-25). 

Lockyer  (le  Major  William).  The  Hill  observatory,  Salcombe,  Regis. 
s.  1.  1920;  extr.  in-8°  (3  p.),  planches. 

—  Spectroscopie  and  magnitude  observations  of  nova  cygni  III  1920. 
Édimbourg,  1920;  extr.  in-8°  (pp.  38-50),  1  planche. 

Miholié  (Stanko  S.).  Sur  la  réaction  des  sels  de  sodium  avec  l’acétate 
d’uranyle  seul  et  en  présence  de  sels  de  magnésium,  de  zinc,  de 
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15S 


TABLE  DES  MATIÈRES 


CLASSE  DES  SCIENCES.  —  Séance  du  5  février  1921. 

M.  le  Directeur  félicite  M.  Paul  Stroobant,  lauréat  du  Prix  décennal  des 
sciences  mathématiques  appliquées  .  ....  .  .33 

Correspondance  :  M.  le  Ministre  des  Sciences  et  des  Arts  fait  parvenir  une 
copie,  de  l’arrêté  royal  approuvant  l’élection  de  MM.  Crismer  et  Van  Aubel. 

—  Le  même  Ministre  transmet  une  copie  d’une  lettre  de  M.  le  Ministre  de 
l’Agriculture  relative  au  vœu  de  la  Classe  des  sciences  au  sujet  du  Jardin 
botanique.  —  Le  Congrès  international  d’Eugénique  annonce  qu’il  tiendra 
sa  deuxième  session  à  New-York.  —  M.  Jochmans  demande  qu’une  Com¬ 
mission  académique  soit  désignée  pour  examiner  sa  découverte  résolvant 
«  le  problème  de  la  nature  intime  des  corps  ».  —  Hommages  d’ouvrages  .  33 

Rapports  .....  ...  .  .  34 

Comités  nationaux .  ..........  34 

Commission  du  150e  anniversaire.  . . 34 

Prix  perpétuels. . 35 

Échange  de  publications . 35 

Communications  et  Lectures. 

Rapport  sur  les  décisions  prises  à  la  réunion  de  la  Section  d’Océanographie 
^biologique  de  l’Union  internationale  des  sciences  bioloqiques,  par  M.  Charles 

Julin.  35 

Biologie.  —  Les  quatre  étapes  de  la  conjugaison  sexuelle,  par  Jean  Massart  .  38 

Astronomie.  —  Note  complémentaire  sur  la  nature  des  étoiles  temporaires, 
par  P.  Stroobant  ...  .  .  .  54 

Géométrie.  —  Un  groupe  de  trois  tétraèdres,  par  Clément  Servais  .  '.  .  55 

Physiologie.  — L’action  du  chloroforme  sur  la  coagulation  du  plasma  sanguin 
des  oiseaux,  par  P.  Nolf  .  .  ....  ...  ....  71 

Physique  mathématique.  —  La  Gravifique  (cinquième  communication),  par 
Th.  De  Donder  .  .  .  .  .  .  .  .  .99 

Géométrie.  —  Recherches  sur  les  involutions  cubiques  appartenant  à  une 
surface  algébrique,  par  Lucien  Godeaux  ...  ...  .  105 

Zoologie.  —  Sur  l’endosquelette  prothoracique  de  «  Gryllotalpa  vulgaris  »,  par 
F.  Carpentier  (2  fig.)  . .  .  125 

Bulletin  bibliographique . 135 


Le  fonds  des  publications  académiques  ayant  été  systématiquement  pillé  par  les  Allemands, 
il  ne  sera  plus  possible  de  donner  suite  aux  demandes  de  combler  les  lacunes  antérieures 
à  1919. 

20-3-21. 


ACADÉMIE  ROYALE  DE  BELGIQUE 


BULLETIN 

DE  LA 

CLASSE  DES  SCIENCES 

5e  SÉRIE.  —  TOME  VII 


1921  -N°  3 


Marcel  H  AYEZ 

IMPRIMEUR  DE  L’ACADÉMIE  ROYALE 

Rue  de  Louvain,  112 


Maurice  LAMERTIN 

LIBRAIRE-ÉDITEUR 

Rue  Coudenberg,  58-62 


1921 


Séance  du  samedi  5  mars  1921. 


M.  G.  Cesàro,  directeur  de  la  Classe,  président  de  l’Académie. 

Sont  présents  :  MM.  Auguste  Lameere,  vice-directeur  ;  C.  le 
Paige,  J.  Deruyts,  Léon  Fredericq,  A.  Gravis,  Ch. -J.  de  la 
Vallée  Poussin,  Max  Lohest,  Fr.  Swârts,  Jean  Massart,  A.  De- 
moulin,  A.  Rutot,  A.  de  Hemptinne,  Victor  Willem,  Paul 
Stroobant,  Ch.  Julin,  G.  Lecointe,  Emile  Marchai,  J.  Cornet, 
Jules  Bordet,  Léon  Grismer,  Edm.  van  Aubel,  membres ;  Th.  De 
Donder,  A.  Brachet,  O.  Van  der  Stricht,  Paul  Fourmarier, 
O.  Dony-Hénault,  correspondants  ;  G. -A.  Boulenger,  associé ,  et 
le  Secrétaire  perpétuel. 

Absences  motivées  :  MM.  À.  Gilkinet,  J.  Neuberg  et  Pierre 
Nolf,  membres. 

M.  le  Directeur  adresse  les  félicitations  de  la  Classe  à 
M.  Fr.  Swarts,  lauréat  du  Prix  décennal  de  Chimie  et  de  Phy¬ 
sique  expérimentales,  et  à  M.  J.  Bordet,  élu  correspondant  de 
l’Académie  des  Sciences  de  Paris  (Section  de  Médecine  et  de 
Chirurgie).  ( Applaudissements .) 

CORRESPONDANCE. 

M.  le  Ministre  des  Sciences  et  des  Arts  prie  la  Classe  de 
convoquer  le  Comité  national  des  Mathématiciens  pour  délibérer 
au  sujet  d’un  Congrès  international  des  Mathématiciens  qui  se 
réunirait  éventuellement  en  Belgique,  et  de  la  part  contributive 

-  157  — 
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de  l’État  dans  les  frais  de  publication  nécessités  par  ce  Congrès. 

M.  J.  Deruyts  prie  l’Académie  d’accepter,  en  donation,  un 
capital  nominal  de  6,200  francs,  dont  les  intérêts  devront  être 
employés  à  augmenter  la  valeur  du  Prix  F.  Deruyts. 

Les  vifs  remerciements  de  la  Classe  sont  adressés  à  M.  J .  Deruyts. 
L’autorisation  d’accepter  cette  donation  sera  demandée  au 
Gouvernement. 

M.  Remy  demande  à  rentrer  en  possession  du  manuscrit 
«  La  mensuration  de  la  fatigue  intellectuelle,  etc.  »,  déposé  aux 
Archives.  —  Accordé. 


HOMMAGES  D’OUVRAGES. 

La  Terre  avant  T Histoire .  Les  origines  de  la  Vie  et  de 
T  Homme,  par  Edmond  Perrier. 

L’influence  des  mouvements  du  sol  en  Belgique  pendant  la 
période  paléozoïque ,  et  cinq  autres  brochures,  par  F.  Fourmarier. 
Les  méthodes  en  Astronomie,  par  P.  Stroobant. 

Quel  est  le  savoir  des  étudiants  à  leur  entrée  à  T  Université? 
par  A.  Gravis. 

Mise  en  lumière  de  la  nature  de  T  énergie ,  par  H.  Wilmotte. 
Cours  de  mécanique  appliquée  aux  machines  (8e  volume, 
2e  édition).  Compresseurs.  Transmission  du  travail  à  distance. 
Appareils  de  lavage ,  par  J.  Roulvin. 

—  Remerciements. 


RAPPORTS. 

1°  De  MM.  Cesàro  et  Lohest  sur  un  Mémoire  reçu  en  réponse 
à  la  6e  question  du  Concours  pour  1915  :  Description  des 
éléments ,  Sulfures ,  Chlorures ,  Fluorures  et  Oxydes  ( des  métaux) 
du  sol  belge.  Conformément  aux  conclusions  des  rapporteurs. 
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la  Classe  décide  d’accorder  le  prix  à  l’auteur  du  Mémoire  : 
M.  Buttgenbach. 

2°  De  M.  Demoulin,  sur  une  communication  de  M.  Dupont  : 
Sur  une  nouvelle  valeur  de  tu.  Dépôt  aux  archives. 


COMMUNICATIONS  ET  LECTURES. 

Recherches  sur  les  racines  respiratoires ,  par  Mlle  M.  Ernould; 
présenté  par  M.  Massart,  avec  rapport  verbal  favorable.  La 
Classe  en  décide  l’impression  dans  les  Mémoires  in-8°. 

FONDATION  AGATHON  DE  POTTER. 

Conformément  aux  propositions  de  la  Commission,  la  Classe 
accorde  les  subventions  suivantes  : 

1°  à  M.  Yan  der  Linden,  2,000  francs  pour  exécution  de 
15  planches  d’un  Mémoire  de  phénologie  végétale; 

2°  à  M.  A.-M.  Dalcq,  1,000  francs  pour  faire  des  recherches 
expérimentales  sur  l’embryologie  des  Echinodermes  ; 

3°  à  Mlle  Braecke,  300  francs  pour  la  confection  de  figures  et 
de  clichés  d’un  travail  sur  la  formation  d’essence  dans  l’ail  et  la 
localisation  des  cellules  à  ferment  et  de  cellules  à  glucosides  ; 

4°  à  M.  J.  Massart,  900  francs  pour  l’exécution  de  cartes 
relatives  à  la  végétation  dans  les  anciennes  inondations  de 
l’Yser. 

COMMUNICATION  DE  LA  CLASSE  DES  BEAUX-ARTS. 

La  Classe  se  rallie  à  la  proposition  de  la  Classe  des  beaux- 
arts  relative  aux  Biographies  destinées  à  Y  Annuaire. 
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CONCOURS  DE  1915. 

Rapport  sur  un  Mémoire,  en  réponse  à  la  question  : 

Description  des  éléments,  Sulfures ,  Chlorures ,  Fluorures  et  Oxydes 

(des  métaux)  du  sol  belge. 

Devise  :  La  forme  qui  caractérise  les  cristaux  n’est  que  l’expression  figurée  des 
propriétés  les  plus  intimes  de  la  matière  qui  les  compose  (Mallard). 

Rapport  de  M.  G.  Cesàro,  premier  commissaire. 

Le  mémoire  qui  est  soumis  à  notre  appréciation  a  tous  les 
caractères  d’une  œuvre  réellement  scientifique  :  il  ne  s’agit  pas 
d’une  de  ces  œuvres  de  compilation  ou  de  description,  prolixes 
et  superficielles,  s’appesantissant,  faute  d’autres  matières  à  four¬ 
nir,  sur  des  détails  de  texture  ou  de  nomenclature,  mais  d’une 
étude  approfondie  dans  laquelle  presque  tous  les  minéraux 
cristallisés  ont  été  mesurés  au  goniomètre  et  calculés.  On  voit 
tout  de  suite  que  l’auteur  est  habitué  au  maniement  des  très  petits 
cristaux,  qu’il  aime  cette  étude,  qu’il  doit  y  travailler  tous  les 
jours  rien  que  pour  le  plaisir  de  sonder  ces  formes  si  régulières 
et  souvent  si  compliquées.  Bref,  c’est  l’œuvre  d’un  vrai  minéra¬ 
logiste,  espèce  si  rare  aujourd’hui.  Sous  son  petit  volume,  ce 
mémoire  représente  une  somme  de  travail  considérable  et  il  fau¬ 
drait  un  temps  très  long  pour  vérifier  tous  les  calculs  qu’il 
contient;  j’ajoute  que  j’en  ai  vérifié  un  certain  nombre  et  que 
toujours  je  les  ai  trouvés  exacts. 

*  * 

Voici  les  formes  ou  combinaisons  de  formes  nouvelles  pour 
la  Belgique,  signalées  par  l’auteur  : 

Soufre.  A  Corphalie,  les  formes 

blll>,  133  et  131. 
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Blende.  Au  Bleiberg,  le  tétratrièdre  A4. 

À  Sippenacken,  le  tétratrièdre  ft8/s  et  le  trapézododécaèdre  a1/?. 

Cinabre .  A  Dave,  l’ensemble 

a 1  pe*e;9e*U  (7.8.17). 


Pyrite.  A  Quenast,  l’ensemble 

pb2b*l*  (125). 

Au  Bleiberg  : 

pb^a1  (135), 


A  Engis,  la  forme  357. 

A  Fonds  de  Jotté,  l’octotrièdre  a1/?. 


*  * 

Yoici  quelques  observations  ayant  pour  but,  soit  de  constater 
certains  points  sur  lesquels  mon  opinion  diffère  de  celle  de 
l’auteur,  soit  d’indiquer  quelques  petites  imperfections  ou  des 
points  oubliés,  observations  dont  l’auteur  sera  invité  à  tenir 
compte  : 

Galène  (p.  13).  —  Les  notations  des  trois  premiers  trapézoèdres 
étudiés  dans  la  galène  de  Schmalgraf  doivent  être  retouchées  : 
ces  formes  correspondent  parfaitement  aux  notations 


a49,  a33  et  a18. 

Wurtzite  ( p.  22).  —  Je  ne  suis  pas  d’accord  avec  l’auteur  sur  la 
nature  des  globules  qu’il  a  observés  sur  des  cristaux  de  quartz 
du  Bleiberg.  Je  pense,  d'après  la  description  de  l’auteur,  qu’il 
s’agit  non  de  wurtzite,  mais  de  voltzine  (oxysulfure  de  zinc)  : 
ce  minéral  a  aussi  pour  dureté  4,  est  aussi  optiquement  positif 
et  il  ne  peut  être  distingué  chimiquement  de  la  blende  ou  de  la 
wurtzite  que  par  une  analyse  quantitative  précise,  car  il  ne 
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diffère  de  ces  espèces  que  par  3°/0,4  d’oxygène.  Mais,  tandis  que 
la  wurtzite  est  d’ordinaire  fibreuse  et  possède  les  clivages  d i,  la 
voltzine  n’a  pas  de  clivage  et  se  présente  précisément  en  «  glo¬ 
bules  sphériques  formés  de  minces  lamelles  incurvées  »  comme 
ceux  décrits  par  l’auteur. 

Mispickel.  —  L’auteur  a  omis  dans  la  description  du  mispickel 
de  Nil  (p.  34)  la  macle  orthogonale,  par  pénétration,  ayant 
pour  plans  de  jonction  ni  et  g8l 3. 

Oligiste  (p.  41).  —  L’auteur  rend  imparfaitement  la  cause  de 
la  coloration  rouge  des  Psammites  du  Condroz  :  il  ne  s’agit  pas 
d’un  pigment  amorphe  mais  de  lamelles  hexagonales  rouges  et 
transparentes.  L’auteur  ferait  bien  d’insister  sur  ce  fait,  que  je 
crois  exceptionnel,  en  donnant  quelques  détails  sur  les  dimen¬ 
sions  de  ces  lamelles,  etc.  (Gesaro,  Ann.  S.  G.  de  Belq.,  t.  XXI, 
p.  105.) 

Ânatase  (p.  47).  —  Il  nous  semble  que  la  notation  à  adopter 
pour  les  quadroctaèdres  de  Fodiaux,  décrits  par  Doyen,  est  a1!/s. 

Polianite  (p.  48).  —  Tout  ce  qui  est  relatif  à  la  polianite  doit 
être  modifié  radicalement  :  le  minéral  décrit  par  l’auteur  est, 
d’après  lui,  de  la  pyrolusite  (MnO2)  pseudomorphe  de  manga- 
nite ;  en  admettant  ce  fait,  on  ne  comprend  pas  ce  que  vient 
faire  la  polianite  (MnO2  quadratique)  dans  la  question.  Pour 
rapporter  ce  MnO2  à  la  polianite ,  il  faudrait  ou  bien  que  ces 
cristaux  fussent  quadratiques  (ce  qui  n’est  pas,  vu  qu’ils  ont  la 
forme  orthorhombique  de  la  manganite) ,  ou  bien  qu’ils  eussent 
une  dureté  de  6  ou  des  clivages  rectangulaires  parfaits,  ce  que 
l’auteur  n’indique  pas. 

J’ajoute  que  le  fait  admis  par  plusieurs  auteurs  d’une  épigénie 
de  pyrolusite  sur  manganite  me  semble  une  impossibilité  chi¬ 
mique.  On  ne  comprend  pas,  en  effet,  par  quel  processus 
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Mn203.  Hs0  se  déshydraterait  tout  en  absorbant  de  if oxygène; 
ceci  me  semble  impossible  à  n’importe  quelle  température;  par 
exemple,  on  comprend  que  par  l’action  de  la  chaleur  l’eau  se 
soit  dégagée,  mais,  par  cette  action,  tous  les  oxydes  de  manga¬ 
nèse,  plus  riches  en  oxygène  que  Mn304,  se  transforment  en  ce 
dernier,  en  perdant  de  l’O.  On  comprend  par  là  la  possibilité 
de  transformation  de  manganite  en  haussmannite,  mais  non  en 
pyroiusite  ou  polianite.  S’il  était  prouvé  que  des  cristaux  qui 
étaient  jadis  de  la  manganite  ont  pour  composition  actuelle 
MnO2,  il  faudrait,  à  mon  avis,  conclure  à  un  vrai  moulage,  le 
manganèse  du  minéral  que  nous  observons  n’ayant  rien  de 
commun  avec  le  manganèse  qui  constituait  les  cristaux  pri¬ 
mitifs  de  manganite. 

Tout  ce  qui  est  relatif  à  la  polianite  doit  être  remplacé  par 
une  description  des  pyrolusites  belges,  qui  ne  sont  pas  traitées 
dans  le  mémoire,  en  n’avançant  que  des  faits  bien  prouvés. 

Goethite  (p.  49).  —  Les  incidences  de  Phillips,  adoptées  par 
l’auteur  pour  la  détermination  des  paramètres,  sont  certaine¬ 
ment  trop  grandes,  car  h3 h3  est  certainement  inférieur  à  49°  et 
e1ei  ne  surpasse  pas  62°20'  (Bull.  Acad.  roy.  de  Belgique , 
Classe  des  sciences,  n°  2,  février  1903,  p.  195)  ;  l’auteur  devrait 
modifier  les  paramètres,  qui  sont  certainement  prop  forts. 

J’observe  aussi  que  la  goethite  a  trois  clivages  :  g1,  p ,  h1. 

Limonite  (p.  50).  —  Je  ne  suis  pas  d’accord  avec  l’auteur  sur 
la  nature  des  hydroxydes  de  fer  qu’il  a  examinés  :  tous  les 
caractères  qu’il  donne  pour  prouver  que  [certains  hydroxydes 
cristallisés  doivent  être  rapportés  à  la  limonite  :  2  Fe2Q3.  H2 O, 
me  semblent  inconcluants  :  le  clivage  A1,  parallèle  au  P.  A.  O. 
de  la  soi-disant  limonite ,  peut  n’être  que  le  clivage  p  de  la 
goethite ,  plus  facile  dans  les  variétés  considérées,  et,  dans  ce 
cas,  les  fibres  allongées  suivant  ng  (comme  les  lamelles  du 
rubinglimmer)  seraient  toujours  positives.  D’ailleurs,  observons 
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que  dans  le  cas  d’un  allongement  suivant  nm  (comme  dans  la 
goetliite  du  Cornouailles)  il  y  a  86  °/°  de  sections  verticales  à 
allongement  positif;  il  s’ensuit  que  l’observation  de  quelques 
plages  à  allongement  négatif  pourrait  faire  conclure  à  la 
goelhite ,  mais  que  du  caractère  positif  on  ne  peut  tirer  aucune 
conclusion. 

L’étude  des  hydroxydes  de  fer  est  à  refaire  :  à  mon  avis,  il 
n’existe  qu’une  seule  espèce  cristalline  :  c’est  la  goetliite  : 
Fe2  O3.  H20.  Déjà  Lacroix  (*)  observe  que,  d’après  la  dernière 
analyse  de  M.  Maquenne,  le  rubinglimmer  d’Eiserfekl,  dont 
on  était  tenté  de  faire  une  espèce  à  part  sous  le  nom  de 
lépidochrocite ,  doit  être  très  probablement  rapporté  à  la  goetliite  : 
effectivement,  11  °/°  de  H20  conduisent  à  la  formule 

Fe2Q3.  1,099  H2  O, 

tandis  que  les  analyses  de  Kobell  et  Rammelsberg  donnaient, 
pour  le  nombre  de  molécules  de  H2'G,  des  résultats  variant  entre 
1,134  et  1,266. 

En  ce  qui  concerne  le  rubinglimmer ,  nous  avons  montré,  avec 
Abraham,  qu’il  existait  des  cristaux  de  vraie  goetliite  allongés 
horizontalement  suivant  x  (toc.  cit .,  p.  187,  fig.  5)  servant  de 
passage  entre  la  goetliite  du  Cprnouailles  (ail.  vertical  z)  et  les 
lamelles  de  rubinglimmer  (ail.  x). 

Quant  à  la  limonite ,  je  puis  dire  que  chaque  fois  que  j’ai 
étudié  des  hydroxydes  de  fer  ayant  des  caractères  cristallins 
nets,  je  leur  ai  trouvé  les  propriétés  de  la  goetliite.  Dans  une 
espèce  comme  la  goetliite ,  dans  laquelle  en  a  observé  des  varia¬ 
tions  très  grandes  dans  l’angle  de  A.  O.  et  dans  l’orientation  de 
leur  plan,  rien  n’oblige  à  créer  des  divisions  tant  qu’il  ne  sera 
prouvé  que  des  masses  pures ,  ayant  des  caractères  nettement 


(!)  Minéralogie  de  la  France  et  des  Colonies,  t.  III,  p.  362. 
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cristallins,  ont  donné  à  l’analyse  2Fe203.3H20.  Il  serait  utile 
que  l’auteur  nous  communiquât  les  échantillons  de  Hodbou- 
mont,  Oneux,  Hestromont,  Visé  et  Moresnet  qu’il  a  étudiés. 


Comme  conclusion,  je  demande  à  la  Classe  que  le  prix  soit 
décerné  à  l’auteur  du  mémoire  sur  lequel  je  viens  de  faire  rap¬ 
port  :  il  l’a  amplement  mérité. 


Rapport  de  M.  Max  Lohest,  deuxième  commissaire. 

Il  faut  féliciter  l’auteur  du  mémoire  soumis  à  notre  apprécia-  / 
tion  d’avoir  suivi  l’exemple  de  Lacroix.  Ce  savant,  dans  sa 
Minéralogie  de  la  France  et  de  ses  Colonies,  classe  les  diffé¬ 
rents  spécimens  d’une  espèce  d’après  la  nature  géologique  du 
gisement  d’où  ils  proviennent  :  un  grand  nombre  d’observa¬ 
tions  soigneuses  pourront  finir  par  dévoiler  la  relation  qui  existe 
entre  la  forme  des  cristaux  et  la  nature  du  gisement. 

La  publication  de  l’œuvre  remarquable  soumise  à  notre  exa¬ 
men  sera  pour  l’Académie  particulièrement  précieuse.  En  effet, 
M.  Cesàro,  après  avoir  revu  avec  un  soin  scrupuleux  les  déter¬ 
minations,  les  notations  et  les  calculs,  a  signalé  à  l’auteur 
quelques  améliorations. 

Nous  ne  saurions  trop  nous  féliciter  de  voir  notre  savant 
collègue  veiller  constamment  à  ce  que  la  Classe,  dans  le  domaine 
de  la  Minéralogie,  ne  livre  à  la  publicité  que  des  œuvres  d’une 
correction  absolue,  en  conformité  complète  avec  un  enseigne¬ 
ment  irréprochable.  Je  me  rallie  entièrement  aux  conclusions 
du  premier  rapporteur. 
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COMMUNICATIONS  ET  LECTURES. 


Physique.  —  La  loi  de  Faraday  et  l'action  de  l’effluve 
électrique  sur  les  oxydes  métalliques. 

(troisième  communication) , 
par  A.  de  HEMPTINNE,  membre  de  la  Classe. 

Les  expériences  décrites  dans  la  deuxième  communication  ont 
été  répétées  avec  des  appareils  plus  sensibles  et  avec  un  dipositif 
légèrement  modifié;  l’exposé  de  ces  perfectionnements  et  les 
résultats  obtenus«par  leur  usage  font  l’objet  de  ce  travail. 

Appareil  a  effluve.  —  11  est  composé  d’une  cuve  en  verre 
(fig.  1)  de  6  centimètres  de  hauteur  sur  24x20  de  surface 
contenant  une  électrode  métallique  a  recouverte  de  la  poudre 
d’oxyde  métallique  à  étudier.  Les  vides  sont  remplis  par  des 
plaques  en  verre  p,  destinées  à  réduire  l’espace  nuisible.  La  cuve 
est  fermée  par  une  plaque  p'  soigneusement  rodée  sur  les  bords. 


La  deuxième  électrode  est  formée  par  une  mince  couche  de 
gélatine  rendue  conductrice  par  l’incorporation  d’une  certaine 
quantité  de  MgCl.  Cette  électrode  transparente  permet  d’ob¬ 
server  si  l’effluve  est  bien  uniforme.  Les  fils  f,  f'  sont  reliés 
à  ia  haute  tension  d’un  courant  de  150  périodes.  Nous  avons 
évité  autant  que  possible  l’usage  de  fermetures  en  caoutchouc; 
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on  ne  peut,  en  effet,  avoir  tous  ses  apaisements  en  employant 
cette  substance,  qui  peut  absorber  ou  dégager  des  gaz.  La  cuve 
contient  en  outre  des  nacelles  remplies  d’anhydride  phospho- 
rique. 

Mesure  de  la  pression.  —  L’observation  cathétométrique  de 
la  hauteur  d’une  colonne  de  mercure  présente  de  nombreuses 
sources  d’erreurs,  principalement  à  cause  des  variations  de  la 
pression  atmosphérique.  C’est  pour  ce  motif  que  nous  avons 
adopté  l’usage  de  la  jauge  de  Mac  Leod,  qui  a,  en  outre,  l’avan¬ 
tage  de  permettre  l’observation  de  variations  de  quelques 
millièmes  de  millimètre  de  pression.  Il  est  vrai  que  l’usage  de 
la  jauge  limite  les  recherches  à  des  pressions  assez  réduites, 
mais  nous  avons  constaté  que  les  résultats  sont  surtout  intéres¬ 
sants  aux  basses  pressions. 

Mesure  du  courant.  —  Nous  avons  utilisé  un  thermo-galvano¬ 
mètre  de  Dudell,  capable  de  donner  des  déviations  de  10  milli¬ 
mètres  pour  un  courant  de  22  microampères.  La  valeur 
de  l’intensité  du  courant  a  été  déterminée  pour  chaque  expé¬ 
rience  en  provoquant  une  déviation  de  même  grandeur  au 
moyen  d’un  courant  continu  d’intensité  connue. 

Expériences.  —  Précautions  a  prendre.  —  Nous  avons  utilisé 
de  l’hydrogène  électrolytique;  celui-ci  contient  souvent  des 
quantités  d’oxygène,  minimes  sans  doute,  mais  qu’il  importe 
d’éliminer;  à  cet  effet  l’hydrogène  a  été  conservé  dans  un 
récipient  qui  contenait  une  solution  d’acide  pyrogallique. 

Avant  son  introduction  dans  l’appareil  à  effluve,  l’hydrogène 
est  séché  par  un  contact  intime  avec  de  l’anhydride  phospho- 
rique.  Au  préalable  il  est  prudent  de  maintenir  dans  l’appareil 
à  effluve,  pendant  vingt-quatre  heures,  un  vide  poussé  aussi  loin 
que  possible  afin  d’éliminer  les  traces  d’air  adhérentes  aux 
parois  ou  à  la  poudre  d’oxyde  métallique;  on  rince  ensuite 
plusieurs  fois  l’appareil  avec  de  l’hydrogène,  mais  sans  le 
remplir  complètement  de  ce  gaz.  Avant  de  commencer  les 
expériences  il  est  nécessaire  de  s’assurer  si  la  pression  reste 
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constante;  cet  état  d’équilibre  n’est  généralement  réalisé 
qu’après  une  ou  deux  heures. 

On  sait  que  lorsqu’on  approche  de  la  pression  critique  de 
luminescence,  l’effluve,  au  lieu  de  passer  entre  les  plaques,  tend 
à  passer  par  les  bords;  c’est  pour  ce  motif  que  nous  avons 
généralement  opéré  avec  une  épaisseur  d’effluve  relativement 
grande  ;  la  pression  critique  est,  en  effet,  sensiblement  en  raison 
inverse  de  l’épaisseur  de  l’effluve.  Il  est  difficile  d’apprécier  si 
une  légère  couche  d’air  ne  reste  pas  malgré  tout  adhérente  aux 
poudres  d’oxyde  métallique;  pour  ce  motif  nous  n’avons  géné¬ 
ralement  commencé  les  observations  qu’après  quelques  minutes 
à  partir  du  passage  de  l’effluve;  on  peut  supposer  que  l’oxygène 
adhérent,  s’il  existe,  se  combine  rapidement  à  l’hydrogène. 
A  mesure  que  l’action  de  l’effluve  se  prolonge  on  observe 
un  ralentissement  dans  la  diminution  de  pression  due  à  la 
disparition  de  l’hydrogène;  ce  ralentissement  est  évidemment 
la  conséquence  de  l’altération  progressive  de  la  surface  de 
l’oxyde  métallique.  La  vitesse  de  la  réaction  devrait  s’exprimer 
par  une  fonction  exponentielle;  la  diminution  est  cependant 
assez  lente  pour  ne  pas  tenir  compte  de  ce  ralentissement,  du 
moins  dans  certaines  limites;  c’est  pour  ce  motif  que  nous 
avons  généralement  pris  les  valeurs  résultant  des  premières 
expériences. 

Dans  les  tableaux  qui  suivent,  les  valeurs  de  N  correspondent 
au  nombre  de  molécules  d’hydrogène  disparues,  calculées  en 
tenant  compte  de  la  variation  de  pression  et  du  volume  de 
l’appareil,  et  N'  au  nombre  d’ions  et  d’électrons  calculés  d’après 
les  coulombs  utilisés  pendant  la  durée  de  temps  correspondante. 
Nous  avons  supposé  que  chaque  molécule  d’hydrogène  forme 
un  ion  et  un  électron. 

Les  valeurs  du  tableau  I  ont  été  calculées  sans  tenir  compte 
du  décalage,  qu’il  est  impossible  de  mesurer  pour  d’aussi  faibles 
courants.  Celui-ci  n’est  cependant  pas  nul;  la  valeur  de  cos  ® 
s’approche  probablement  de  0.8;  si  tel  est  le  cas,  la  valeur  des 
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I.  —  Expériences  avec  diélectrique. 

Épaisseur  de  l’effluve  :  10  millimètres. 


SUBSTANCES. 

Pressions 

en 

millim. 

Intensités 

en 

milli¬ 

ampères. 

Durée 

de 

l’expé¬ 
rience  en 
minutes. 

N 

N' 

N 

N' 

Pb02  .  .  . 

1,10 

0,027 

310' 

351 

316 

1,18  ’ 

Id.  . 

1,00 

0,0846 

90' 

507 

320 

1,58 

CuO  calciné  . 

1,09 

0,0846 

90' 

312 

340 

0,9 

Id. 

0,99 

0  027 

250' 

215 

282 

0,76 

Id. 

115 

0,027 

215' 

156 

244 

0,63 

Id. 

» 

0,027 

330' 

221 

374 

0,59 

Id. 

1,15 

0,027 

295' 

130 

295 

0,44 

Id. 

1,15 

0,0846 

120' 

265 

426 

0,62 

KMn04.  .  . 

1,10 

.0,044 

300' 

528 

567 

0,93 

Id.  .  . 

» 

0,027 

480' 

208 

544 

a 

o 

CO 

00 

KC103  .  .  . 

1,10 

0  027 

330' 

39 

374 

0,1 

Id.  .  .  . 

1,21 

0,0846  . 

120' 

221 

426 

0,5 

Mn02  .  .  . 

1,11 

0,027 

360' 

416 

408 

1,0 

PbO 

1,1 

0,027 

320' 

52 

384 

0,14 

MgO  . 

1,1 

0,027 

320' 

0 

384 

0 

ZnO.  .  .  . 

1,1 

0,027 

320' 

0 

384 

0 
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N 

rapports  devrait  être  réduite  d’environ  20  %•  H  est  cependant 
préférable  d’éliminer  la  nécessité  de  foire  une  correction  de  ce 
chef,  ou  tout  au  moins  de  la  réduire  en  évitant  l’interposition 
d’un  diélectrique,  dont  l’usage  a  surtout  pour  but  d’obtenir 
un  effluve  homogène.  On  peut  réaliser  cette  condition  en 
opérant  à  une  pression  assez  réduite  et  en  augmentant  la 
distance  des  électrodes.  La  suppression  des  diélectriques  présente 
un  autre  avantage  :  elle  permet  de  déterminer  plus  exactement 
la  chute  de  potentiel  dans  le  gaz  en  prenant  la  différence  de 
potentiel  entre  les  deux  électrodes  (voir  tableau  II). 

Les  expériences  sans  diélectrique  ont  été  faites  au  moyen  de 
l’appareil  représenté  figure  2.  Il  se  compose  d’une  cloche  en 

verre  c  de  15  centimètres  de  dia¬ 
mètre  dont  les  bords  sont  soi¬ 
gneusement  rodés,  ce  qui  permet 
d’obtenir  une  fermeture  hermé¬ 
tique  au  moyen  d’une  plaque  p. 
Les  électrodes  métalliques  a  et  6, 
distantes  de  3  centimètres,  ont 
une  surface  de  92  centimètres 
carrés.  Le  courant  est  amené 
par  les  fils  f  et  f  ;  la  cloche 
communique  par  le  tube  d  avec 
la  jauge  de  Mac  Leod;  des  na¬ 
celles  n  contenant  de  l’anhydride 
phosphorique  sont  posées  sur 
des  plaques  en  verre  q  destinées  à  réduire  le  volume  de  la 
cloche. 

Dans  ces  conditions,  à  partir  d’une  pression  d’environ 
1  millimètre  on  réalise  un  effluve  homogène,  si  l’on  opère 
avec  un  courant  d’intensité  suffisante. 

L’aspect  de  l’effluve  est  intéressant  à  observer  :  à  une  pression 
d’environ  1  millimètre,  un  espace  plus  ou  moins  sombre  s  étend 
au-dessus  de  l’électrode  inférieure  sur  une  épaisseur  d’environ 
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2  centimètres  ;  une  lueur  plus  intense  y  succède  et  se  prolonge 
jusqu’à  l’électrode  supérieure. 

Cette  dissymétrie  résulte  de  la  présence  de  la  poudre  d’oxyde 
métallique  qui  recouvre  l’électrode  inférieure  d’une  couche  plus 
ou  moins  isolante.  L’aspect  de  l’effluve  varie  avec  la  pression, 
l’intensité  du  courant  et  aussi  par  l’interposition  d’une  ou  de 
deux  lampes-audions  dans  le  circuit.  Elles  ont  pour  effet 
de  diriger  le  courant,  et,  suivant  la  façon  dont  on  les  dispose, 
on  peut  renforcer  l’espace  sombre  ou  produire  une  lumi¬ 
nescence  au  voisinage  de  l’électrode  inférieure.  Le  phénomène 
de  la  réduction  est  plus  ou  moins  en  relation  avec  l’aspect 
de  la  luminescence  et  semble  plus  actif  lorsque  le  voisinage  de 
l'électrode  est  luminescent.  Ce  fait  ne  doit  pas  nous  surprendre, 
car  l’ionisation  la  plus  intense  a  son  siège  précisément  au  sein 
de  cette  luminescence. 

Les  diélectriques  offrent  au  passage  de  l’électricité  une 
résistance  considérable;  leur  interposition  affaiblit  le  courant 
dans  des  proportions  notables.  Leur  suppression  a  centuplé 
l’accroissement  de  l’intensité  du  courant.  En  tenant  compte  de 
la  surface  des  électrodes,  la  densité  du  courant  a  été  accrue  dans 
des  proportions  du  même  ordre  de  grandeur.  Elle  a  varié  entre 
des  limites  de  0,0001  et  0,00033  milliampère  par  centimètre 
carré,  dans  le  cas  de  l’usage  d’un  diélectrique,  et  entre  0,01  et 
0,08  milliampère  par  centimètre  carré  pour  l’appareil  sans 
diélectrique.  Pour  la  même  densité  de  courant  la  suppression 
du  diélectrique  permet  l’usage  de  tensions  beaucoup  moins 
fortes. 

Le  tableau  II  suivant  résume  les  résultats  des  expériences  ;  à 
certains  moments  on  trouvera  l’indication  :  lampe-audion, 
dispositif  I,  et  la  même  désignation  avec  la  mention  dispositif  IL 
Ces  dénominations  correspondent  aux  expériences  où  l’on  a 
interposé  une  ou  plusieurs  lampes-audions  dans  le  circuit,  de 
manière  à  obtenir  un  courant  dirigé.  Dans  le  cas  du  dispositif  I 
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II.  —  Expériences  sans  diélectrique. 


Épaisseur  de  l'effluve  :  30  millimètres. 


SUBSTANCES. 

Pressions 

en 

millim. 

Intensités 

en 

milli¬ 

ampères. 

Volts. 

Durée 

de 

l’expé¬ 

rience 

en 

minutes. 

N 

N' 

N 

N'  | 

Pb02  . 

4,2 

7,3 

354 

1 

346 

306 

! 

1,12 

Id.  .  . 

0,7 

4,8 

» 

3 

604 

601 

1,00 

Id.  .  .  . 

0,65 

2,8 

300 

1 

112 

117 

0,96  | 

Dispositif  I. 

0,47 

1,1 

5 

232 

231 

1,00 

Id.  II.  . 

0,43 

1,1 

» 

5 

o 

231 

0,86 

Id.  I.  . 

1,1 

2,8 

» 

2 

302 

235 

1,30 

Id.  II.  . 

0,84 

2,8 

» 

2 

221 

235 

0,94 

CuO.  .  .  . 

0,8 

7,3 

» 

2 

282 

613 

0,46 

Id.  .  .  . 

0,45 

1,1 

» 

5 

90 

231 

0.4 

Dispositif  I.  . 

0,65 

4,4 

» 

5 

409 

871 

0,47 

Id.  II  . 

0,6 

4,4 

w 

5 

418 

900 

0,46 

PbO.  .  .  . 

1,1 

48 

360 

5 

331 

1,008 

0,33 

Id  .  .  . 

1,0 

2,8 

343 

2 

90 

235 

0,38 

NiO.  .  .  . 

1,1 

-  2,8 

» 

2 

108 

235 

0,46 

HgO.  . 

0,84 

1,1 

» 

2 

80 

92 

0,9 

Id.  .  . 

0,7 

7,3 

» 

1 

331 

306 

1,0 

KC103  .  .  . 

1,0 

7,3 

» 

2 

121 

613  | 

0,16 

Id  .  .  . 

0,8 

U 

» 

10 

70,5 

462  ! 

0,15 
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l’électrode  recouverte  d’oxyde  métallique  est  négative;  pour  le 
dispositif  II  c’est  le  contraire  :  au  moyen  d’un  papier  cherche- 
pôle,  et  par  l’introduction  d’un  eudiomètre  minuscule  dans  le 
circuit,  nous  avons  pu  nous  assurer  que  le  courant  était  réel¬ 
lement  dirigé.  Le  tableau  ci-contre  résume  les  résultats  des 
expériences. 

Le  bioxyde  de  plomb  et  l’oxyde  de  mercure  se  comportent 
à  peu  près  de  même.  Pour  les  oxydes  de  cuivre,  de  plomb  et 
de  nickel  la  réduction  est  sensiblement  moins  rapide,  environ 
la  moitié  moindre.  Dans  certains  cas  l’action  est  un  peu  plus 
forte  avec  le  dispositif  I  qu’avec  le  dispositif  II,  mais  la  diffé¬ 
rence  est  généralement  assez  minime.  Il  faut  en  conclure  que 
l’action  des  ions  et  des  électrons  est  la  même.  On  ne  peut 
douter  de  l’action  plus  ou  moins  efficace  des  lampes-audions  au 
point  de  vue  du  redressement  du  courant.  En  effet,  dans  le  cas 
de  l’oxyde  de  cuivre,  Y  eudiomètre  minuscule  intercalé  par  le 
circuit  „a  indiqué  dans  le  cas  du  dispositif  I,  0,102  cc.  de  H2; 
dans  le  cas  du  dispositif  II,  0,107  cc.  H2  et  0,0488  02.  Si  le 
courant  avait  été  purement  alternatif,  il  n’y  aurait  pas  eu  de 
dégagement  d’hydrogène.  H  y  a  cependant  lieu  de  remarquer 
que  si  l’on  calcule  la  quantité  d’hydrogène  qui  aurait  dû  se 
dégager  d’après  le  nombre  de  coulombs  utilisés,  on  aurait  dû 
trouver  150  mmc.  L’écart  entre  107  et  150  résulte  sans  doute 
d’un  redressement  imparfait  du  courant;  une  partie  passe 
encore  sous  forme  alternative.  D’autre  part,  si  l’on  détermine  la 
quantité  d’hydrogène  disparue  dans  l’appareil,  on  trouve 
130  mmc.;  l’écart  en  trop  entre  107  et  130  s’explique  par 
l’action  de  la  fraction  de  courant  non  redressé  qui  agit  sous 
forme  alternative.  Les  expériences  décrites  ci-dessus  nous 
semblent  de  nature  à  lever  tout  doute  sur  la  relation  intime  qui 
existe  entre  le  passage  du  courant  dans  les  gaz  raréfiés  et  leur 
activité  chimique. 

Je  publierai  prochainement  les  résultats  d’expériences  où  les 
déterminations  ont  été  poussées  plus  loin,  et  jusqu’à  la  pesée 
des  oxydes  métalliques  soumis  à  l’action  réductrice  de  l’hydro- 
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A .  de  Hemptinne.  —  La  loi  de  Faraday 


gène.  Les  résultats  ont  été  très  satisfaisants,  car  nous  avons  pu 
constater  une  perte  en  poids  très  appréciable  de  l’ordre  de 
grandeur  de  8  milligrammes  en  rapport  avec  la  quantité 
d’hydrogène  et  des  coulombs  utilisés. 

Tout  en  réservant  pour  plus  tard  l’étude  plus  approfondie  du 
mécanisme  des  phénomènes,  je  crois  pouvoir  cependant,  dès  à 
présent,  appeler  l’attention  sur  le  fait  que  celui-ci  est  certaine¬ 
ment  en  relation  avec  la  valence  des  éléments  et  que  le  potentiel 
électrolytique  du  métal,  par  rapport  à  l’hydrogène,  joue  aussi 
un  rôle.  Les  oxydes  de  zinc  et  de  magnésium,  dont  le  potentiel 
est  très  élevé,  ne  se  laissent  pas  réduire. 

Il  y  a  certainement  aussi  lieu  de  tenir  compte  de  la  structure 
de  la  molécule  et  en  particulier  de  la  façon  dont  les  atomes  sont 
fixés  au  métal;  ce  fait  est  indéniable  si  l’on  considère  KC103, 
sur  lequel  nous  n’avons  pas  constaté  d’effet  de  réduction  dans 
nos  expériences  antérieures,  et  un  effet  très  faible  dans  le  cas 
actuel.  Une  solution  aqueuse  de  KCI03  engendre  les  ions  K  et 
C103.  Il  est  aussi  intéressant  de  remarquer  que  KC1G3  se 
décompose  facilement  par  la  chaleur  pour  fournir  de  l’oxygène; 
cet  effet  commence  déjà  vers  350  degrés  ;  on  peut  en  conclure 
que  l’effet  calorifique  des  ions  et  des  électrons  est  très  faible; 
sinon,  on  aurait  constaté  une  formation  d’eau  considérable. 
Cet  effet  n’est  peut-être  pas  absolument  nul,  et  c’est  peut-être 
pour  ce  motif  que  nous  avons  trouvé  pour  le  rapport  ^  =  0,15 
une  valeur  différente  de  zéro. 

Dans  toutes  les  expériences  qui  ont  fait  l’objet  de  ces 
recherches,  on  ne  peut  douter  que  l’effet  électrique  est  prépon¬ 
dérant,  puisque  le  phénomène  de  réduction  est  sensiblement 
proportionnel  à  l’intensité  du  courant,  et  comme  nous  venons 
de  le  voir,  l’effet  calorifique  est  négligeable,  ce  qui  n’est  pas 
surprenant,  car  l’énergie  cinétique  des  ions  et  des  électrons  est 
relativement  faible,  comme  on  peut  s’en  rendre  compte  en 
calculant  la  chute  de  potentiel  parcourue  par  ces  particules. 

Il  est  probable  que  par  ces  études  on  pourra  pénétrer  plus 
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avant  dans  le  mécanisme  des  réactions  chimiques  en  rela¬ 
tion  avec  la  constitution  intime  de  la  matière.  Sous  ce  rap¬ 
port,  les  expériences  aux  très  basses  températures  que  nous 
proposons  de  faire  pourront  fournir  des  données  très  inté¬ 
ressantes. 


Physique.  —  Sur  la  chaleur  atomique  des  corps  simples, 

par  Edm.  van  AUBEL,  membre  de  la  Classe. 

A  la  séance  du  26  juillet  1920  de  l’Académie  des  Sciences 
de  Paris  (p.  241  des  Comptes  rendus),  M.  Félix  Michaud  a 
présenté  une  note  sur  la  Correspondance  des  corps  à  l’état 
solide.  11  fait  tout  d’abord  remarquer  que  le  quotient  de  la 
chaleur  spécifique  par  la  température  absolue  ^  s’annule  pour 
T  =  O,  tend  vers  zéro  pour  T  =  oo  et  doit  nécessairement 
passer  par  un  maximum  pour  une  température  Tm.  Ce  maximum 
est  très  accusé  et  peut  être  répéré  avec  quelque  précision.  Le 
physicien  français  montre  alors  que  cette  température  maxima 
Tm  joue,  pour  l’état  solide,  un  rôle  analogue  à  celui  que  remplit 
le  point  critique  pour  l’état  fluide.  En  effet,  si  A  est  la  masse 
atomique  d’un  corps,  Tm  la  température  absolue  du  maximum 
de  ^  pour  ce  corps,  le  produit  CxA  est  le  même  pour  tous  les 
corps  simples  aux  températures  Tm,  2Tm,  3Tm,  4Tm,  etc. 

A  la  température  Tm,  le  produit  CxA  est  3,5  ou  3,6  pour  les 
métaux,  aluminium,  argent,  cuivre,  plomb,  zinc,  sur  lesquels 
M.  Félix  Michaud  a  fait  porter  la  vérification  de  la  très  intéres¬ 
sante  propriété  qu’il  a  signalée. 

J’ai  voulu  m’assurer  si  cette  propriété  se  vérifiait  pour  d’autres 
corps  solides  dont  les  chaleurs  spécifiques  aux  basses  tempéra¬ 
tures  ont  été  mesurées.  Cette  constatation  peut  être  faite  pour 
le  silicium,  le  bore,  le  soufre  rhombique,  le  thallium,  le 
magnésium  et  le  chrome. 
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E.  van  Aubel.  —  Sur  la  chaleur  atomique  des  corps  simples. 


1.  —  Silicium. 

La  vérification  est  faite  de  la  façon  suivante  :  On  cherche  dans 
les  résultats  obtenus  pour  les  chaleurs  spécifiques  à  quelle 
témpérature  correspond  la  chaleur  atomique  CxA  égale  à  3,5. 
Puis  on  vérifie  si,  à  cette  température,  il  se  produit  en  effet  un 
maximum  de 

Les  chaleurs  spécifiques  du  silicium  ont  été  mesurées  par 
Hermann  Schimpff  (*)  sur  un  échantillon  contenant  environ 
99,2  °/o  de  silicium  aux  températures  —  150°,  —  100°,  —  50°, 
0°  et  +  50°. 

Le  tableau  suivant  donne  les  chaleurs  atomiques  : 


Températures  centigrades. 


Chaleurs  atomiques. 


-  150°  C.  2,31 

-  100°  3,21 

-  50°  3,95 

0°  4,54 

+  50°  4,96 


La  chaleur  atomique  3,5  correspond  donc  à  une  température 
comprise  entre  —  100°  et  —  50°  C.  Calculons  les  valeurs 

Q 

successives  de  ^  de  —  150°  à  -|-  50°  C.  Nous  trouvons  : 


à  -  150°  C 
à  —  100° 
à  -  50° 
à  0° 
à  +  50° 


£  =  0,0187 
0,0185 
0,0177 
0,0166 
0,0153 


Le  maximum  de  ^  aura  lieu  pour  une  température  inférieure 
à  —  150°  C,  pour  laquelle  la  chaleur  atomique  est  plus  petite 
que  2,31. 


(*)  Zeitschrift  fur  physikalische  Chemie,  vol.  LXXI,  1 910,  pp.  258  et  295. 
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E.  van  JAubel .  —  Sur  la  chaleur  atomique  des  corps  simples. 


2.  —  Bore. 

H.  Moissan  et  H.  Gautier  (*)  ont  donné  les  valeurs  suivantes 
des  chaleurs  atomiques  du  bore  : 


à  60»  C. 

3,372 

à  146°, 1 

4,163 

à  213°, 3 

4,766 

La  chaleur  atomique  3,5  correspond  à  une  température 

comprise  entre  50° C  et  146°,1  G,  et  le  quotient  a  les  valeurs 

0,0104  à  50°  C. 

0,00990  à  146°, 1‘ 

et  0,00980  à  213°, 3 


3.  —  Soufre  rhombique. 


Nernst,  F.  Koref  et  F. -A.  Lindemann  (**)  ont  trouvé  les- 
valeurs  suivantes  des  chaleurs  atomiques  : 


Le  quotient 


2,70 

1 

1 

'd 

2,93 

à  —  180° 

4,72 

à  -  76° 

est  donc 

0,0326 

à  —  190° 

0,0316 

à  —  180° 

0,0238 

,  à  -  76» 

Ici  encore  la  valeur  3,5  pour  la  chaleur  atomique  ne  corres¬ 
pond  pas  à  la  température  pour  laquelle  serait  maximum. 


(*)  Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  7e  série,  t.  7,  1896,  p.  672. 

(**)  Sitzungsberichte  der  Akademie  der  Wissenschaften ,  Berlin,  1910,  n°  XII, 
p.  273. 
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E.  van  Aubel.  —  Sur  la  chaleur  atomique  des  corps  simples. 


4.  —  Thallium. 

Nernst  et  F.  Schwers  (* (**))  ont  mesuré  les  chaleurs  atomiques 
du  thallium  aux  très  basses  températures.  Le  tableau  suivant 
reproduit  leurs  résultats  et  les  valeurs  que  l’on  en  déduit  pour 
le  quotient  : 


T 

G  X  A 

G  X  A 
T 

22,9 

2,92 

0,127 

28,2 

3,47 

0,123 

33,2 

3,91 

0,117 

36,8 

4,25 

0,115 

40,3 

4,32 

0,107 

61,8 

5,16 

0,0835 

68,9 

5,56 

0,0807 

89,6 

5,61 

0,0626 

95,7 

5,65 

0,0590 

La  valeur  3,5  pour  la  chaleur  atomique  ne  correspond  pas  à 
la  température  pour  laquelle  serait  maximum. 


5.  —  Magnésium. 

Le  tableau  suivant  a  été  obtenu  pour  ce  métal  avec  les  résul¬ 
tats  de  Nernst  et  F.  Schwers  (**). 


T 

G  X  A 

G  X  A 
T 

27,2 

0,335 

0,0123 

30,2 

0,458 

0,0151 

33,2 

0,577 

0,0173 

38,9 

0,843 

0,0217 

45,0 

1,218 

0,0270 

57,2 

2,145 

0,0375 

74,3 

3,155 

0,0424 

84,1 

3,698 

0,0439 

93,8 

4,558 

0,0486 

La  conclusion  est  la  même  que  pour  le  thallium. 


(*)  Silzungsberichte  der  Akademie  der  Wissenschaften ,  Berlin,  1914,  n°  X, 
p.  365. 

(**)  Loc.  cit.,  p.  368. 
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E.  van  Aubel.  —  Sur  la  chaleur  atomique  des  corps  simples. 


6.  —  Chrome. 

Friedrich-Wolfgang  Adler  (* (**))  a  mesuré  les  chaleurs  spéci¬ 
fiques  de  ce  métal  et  ses  résultats  conduisent  au  tableau  suivant  : 


Températures. 

G-X  A 

C  X  A 

T 

300»  C. 

6,427 

0,0112 

O 

O 

S-1 

6,114 

0,0129 

100o 

3,829 

0,0156 

0° 

3,404 

0,0198 

-  uxu 

4,671 

0,0270 

-  200° 

-  273o 

3,462 

2,323 

0,0474 

D’autre  part  les  déterminations 
permettent  d’écrire  le  tableau  : 

faites  par  H.  SchimpfF 

Températures. 

G  X  A 

G  X  A 

T 

-  150°  C. 

3,12 

0,0253 

—  100» 

4,13 

0,0238 

—  50° 

4  9a 

0,0219 

0» 

5,44 

0,0199 

+  30° 

5,74 

0,0177 

D’après  le  premier  tableau,  la  chaleur  atomique  sera  égale  à 
3,5  entre  —  100°  et  —  200°,  et  le  quotient  -  *  A  augmente  de 
-f-  300°  à  —  200°  C.  Le  second  tableau  montre  que  l’on  trou¬ 
vera  une  chaleur  atomique  égale  à  3,5  entre  —  100°  et  —  150°  C, 
et  le  quotient  augmente  toujours  quand  la  température 

En  résumé,  pour  le  silicium,  le  bore,  le  soufre  rhombique, 
le  thallium,  le  magnésium  et  le  chrome,  la  chaleur  atomique 
prend  la  valeur  3,5  pour  une  température  qui  ne  correspond 
pas  à  un  maximum  du  quotient  ce  qui  devrait  être  si  la 
conclusion  de  M.  Félix  Michaud  était  vérifiée. 


(*)  Die  Abhângigkeit  d-er  specifischen  Wârme  des  Chroms  von  der  Temperatur, 
Dissertation,  Université  de  Zurich,  4902,  p.  63. 

(**)  Zeitschrift  fur  physikalische  Chemie,  vol.  71,  4910,  p.  293. 
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E.  van  Aubel.  —  Sur  la  densité  des  mélanges  de  l'aldéhyde 


Physique.  —  Sur  la  densité  et  l’indice  de  réfraction 
des  mélanges  de  l’aldéhyde  avec  l’eau  ou  l’alcool 
éthylique, 


par  Edm.  van  AUBEL,  membre  de  la  Classe. 


MM.  Paul  Pascal  et  Dupuy  ont  publié  dans  le  Bulletin  de  la 
Société  chimique  de  France,  4e  série,  tomes  XXYII  et  XXVIII, 
20  mai  1920,  page  353,  une  étude  physico-chimique  des 
mélanges  d’eau,  d’aldéhyde  et  de  paraldéhyde. 

Dans  la  troisième  partie  de  leur  travail,  ils  ont  fait  l’examen 
densimétrique  de  ces  mélanges  et  ont  exprimé  par  des  courbes 
la  variation  de  la  densité  avec  la  concentration  aux  températures 
de  4°  et  de  20°.  Pour  les  mélanges  d’eau  et  d’aldéhyde  il  y  a  un 
maximum  de  densité  très  marqué,  surtout  aux  basses  tempé¬ 
ratures. 

A  la  fin  de  leur  intéressant  mémoire,  les  mêmes  chimistes 
font  remarquer  que  Miss  Homfray  avait  déjà  signalé,  en  1905,  le 
maximum  de  densité  pour  les  mélanges  de  l’eau  avec  l’aldéhyde. 
En  réalité,  cette  propriété  a  été  annoncée  par  moi,  déjà  en 
1895,  dans  le  Journal  de  Physique ,  3e  série,  tome  IV,  page  478. 
Miss  Homfray  a  d’ailleurs  omis  de  mentionner  mes  recherches 
sur  cette  question,  mais  elle  a  critiqué  ma  note  insérée  dans  les 
Comptes  rendus  des  séances  de  l’Académie  des  Sciences  de  Paris , 
tome  134,  1902,  page  985,  sur  les  indices  de  réfraction  des 
mélanges  liquides.  Dans  cette  note,  il  est  question  des  mélanges 
d’acétone  et  d’eau  et  j’y  renvoie  à  mon  travail  publié  en  1895 
dans  le  Journal  de  Physique  et  rappelé  plus  haut,  où  il  est 
établi  que  les  mélanges  d’acétone  et  d’eau  donnent  lieu  à  la 
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avec  l'eau  ou  l'alcool  éthylique. 


formation  d’un  hydrate.  La  critique  que  m’adresse  Miss  Homfray 
à  propos  de  ces  mélanges  :  «  The  possibility  of  hydrate  forma¬ 
tion  is  not  even  mentioned  »,  est  donc  absolument  sans  fonde¬ 
ment.  En  outre,  à  la  page  1437  de  son  mémoire,  la  même 
chimiste  m’attribue  des  mesures  de  viscosités  que  je  n’ai  ni 
faites  ni  publiées.  Enfin,  à  la  page  1432  de  son  travail, 
Miss  Homfray  trouve  que  les  densités  des  mélanges  auraient  dû 
être  connues  avec  plus  de  3  décimales,  et,  ayant  à  les  déterminer, 
elle  ne  donne  elle-même  que  3  décimales  (p.  1437). 

Les  recherches  que  j’ai  publiées  en  1895  ont  établi  qu’il 
se  produit  dans  les  mélanges  d’aldéhyde  et  d’eau,  non  seu¬ 
lement  le  maximum  de  densité  retrouvé  par  Pascal  et  Dupuy, 
mais  aussi  un  maximum  d’indice  de  réfraction  très  remar¬ 
quable.  Plus  tard,  W.  Yaubel  (*)  a  trouvé  également  ce  maxi¬ 
mum  de  densité. 

L’existence  de  ces  maxima  provient  de  ce  que  l’eau  et  l’aldé¬ 
hyde  s’unissent  chimiquement  en  formant  du  glycol  éthylidé- 
nique,  et  les  mesures  faites  par  W.-H.  Perkin  (2)  permettent  de 
se  rendre  compte  du  motif  pour  lequel  les  résultats  obtenus  par 
les  divers  expérimentateurs  ne  sont  pas  concordants  ;  la  propor¬ 
tion  de  glycol  éthylidénique  qui  existe  dans  un  mélange  varie 
avec  la  température  de  celui-ci. 

A  la  page  818  de  son  mémoire,  Perkin  attire  l’attention  sur 
la  valeur  élevée  du  coefficient  de  dilatation  thermique  d’un 
mélange  d’aldéhyde  et  d’eau  en  proportions  équimoléculaires. 
A  l’aide  des  valeurs  données  par  Pascal  et  Dupuy  pour  les 
densités  des  mélanges  à  4°  et  à  20°,  on  peut,  par  la  formule 
connue  dt  =  ,  calculer  le  coefficient  de  dilatation  ther¬ 

mique  a. 


P)  Journal  fïir  praktische  Chemie,  nouvelle  série,  t.  LIX,  1899,  p.  34,  et  Wilhelm 
Vaubel,  Lehrbuch  der  theoretischen  Chemie ,  t.  I,  1903,  p.  302. 

(2)  VV.-H.  Perkin,  Journal  of  the  Chemical  Society.  London,  vol.  LI,  1887  ;  Tran¬ 
sactions,  pp.  815  à  820. 
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C.  Servais.  —  Sur  les  quadriques  de  révolution 


On  trouve  ainsi  que  ce  coefficient  est  maximum  pour  un 
certain  mélange  et  prend  les  valeurs  suivantes  : 

0,000449  pour  le  mélange  contenant  9,9  grammes  d’aldé¬ 
hyde  pour  100  de  mélange; 

0,00426  pour  le  mélange  à  86,7  °/0  d’aldéhyde,  et 
0,00170  pour  le  mélange  à  91,0  °/0  d’aldéhyde. 

Enfin  il  convient,  pour  ne  rien  omettre,  de  rappeler  encore 
que  H.-L.  Leeuw  (1)  a  aussi  observé  un  maximum  de  densité  et 
un  maximum  d’indice  de  réfraction  pour  les  mélanges  d’alcool 
éthylique  avec  l’aldéhyde  acétique. 


Géométrie.  —  Sur  les  Quadriques  de  révolution  conjuguées 
à  un  tétraèdre, 

par  Cl.  SERVAIS,  membre  de  l’Académie. 


1.  Un  tétraèdre  ÀBGD  donné  est  conjugué  à  une  infinité 
simple  de  quadriques  de  révolution.  La  lettre  S  désignera  spé¬ 
cialement  l’une  quelconque  d’entre  elles.  Dans  l’ensemble  des 
quadriques  S,  on  distingue  quatre  cônes  de  révolution  (À),  (B), 
(C),  (D),  dont  les  sommets  sont  ceux  du  tétraèdre  et  les  cercles 
(a),  ((3J,  (y),  (8)  conjugués  respectivement  aux  triangles  B  CD, 
CDA,  DAB,  ABC;  les  centres  H  ,  H,,  Hy,  H0  de  ces  cercles 
sont  les  orthocentres  de  ces  triangles.  Les  normales  a! ,  h’ ,  c\  d' 
aux  faces  a,  (3,  y,  8  des  tétraèdres,  menées  respectivement  par 
les  points  Ha,  U,,  Hy,  sont  les  axes  de  révolution  de  ces 
cercles  considérés  comme  des  quadriques  £  dégénérées. 

Les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  A,  B,  C,  D  sur 
leurs  plans  polaires  a.  (3,  y,  8  coupent  l’axe  de  révolution  d’une 
quadrique  Par  suite 

Les  hauteurs  ha,  hb,  hc,  hd  du  tétraèdre  AB  CD  forment  un 


(q  Zeitschrift  für  physikalische  Chemie ,  t.  LXX VII,19 11,  pp.  290,  291  et  302. 
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conjuguées  à  un  tétraèdre. 


système  réglé  (*)  dont  les  directrices  sont  les  axes  de  révolution  des 
quadriques  £  conjuguées  au  tétraèdre. 

2 .  L’axe  de  révolution  s  d’une  quadrique  S  est  coupé  par  un 
plan  quelconque  et  sa  droite  conjuguée  normale,  en  deux  points 
conjugués  harmoniques  relativement  aux  foyers  des  méridiennes 
de  la  surface  S.  Donc 

Une  directrice  s  du  système  réglé  (hahb  hc  hd)  rencontre  les 
faces  du  tétraèdre  AB  CD  et  les  hauteurs  correspondantes  en  des 
couples  de  points  conjugués  dans  une  même  involution.  Le  point 
central  de  cette  involution  est  le  centre  de  la  quadrique  £  con¬ 
juguée  au  tétraèdre  AB  CD  et  ayant  pour  axe  de  révolution  la 
directrice  s. 

Remarque.  —  Les  hyperboles  gauches  équilatères  circonscrites 
au  tétraèdre  ABCD  et  ayant  pour  bissécantes  les  directrices 
du  système  réglé  ( fiahblichd )  déterminent  sur  la  droite  s  des 
couples  de  points  conjugués  de  cette  involution. 

3.  Sur  l’axe  de  révolution  s  de  la  quadrique  S,  on  considère 
deux  involutions,  l’une  (I)  des  conjugués  harmoniques  relative¬ 
ment  aux  foyers  des  méridiennes  de  S;  l’autre  (J)  des  points 
conjugués  à  cette  surface.  Au  point  S  pris  arbitrairement  sur  la 
droite  s  correspondent  dans  les  involutions  (I),  (J)  respective¬ 
ment  les  points  S',  S".  Par  le  point  S'  passe  un  rayon  a'  du 
système  réglé  (. hahbhchd )  et  par  S  un  plan  a' normal  à  la  droitea'. 
Le  plan  polaire  a"  du  point  S  par  rapport  à  S  est  normal  au 
point  S"  à  la  directrice  s.  Ce  plan  a"  coupe  le  rayon  a'  au 
point  A'. 

Si  le  point  S  est  mobile  sur  la  droite  s ,  les  ponctuelles  (S') 


(*)  Steiner,  Journal  de  Grelle,  t.  II,  p.  98. 
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et  (S")  sont  semblables  et  le  centre  E  de  la  quadrique  S  est  un 
point  double  de  ces  ponctuelles.  On  a 

A  (S')  A  (S")  A  (aM...). 

Les  faisceaux  de  plans  s  (a' ...)  et  (a"..,)  sont  donc  projectifs 
et  engendrent  un  paraboloïde  équilatère  dont  s  est  une  géné¬ 
ratrice  de  striction.  Il  coupe  l’hyperboloïde  des  hauteurs 
(hahbhc  tid)  suivant  une  cubique  gauche  T  lieu  des  points  A'. 
En  donnant  à  S  successivement  les  positions 

(s,  a),  (*,P),  (s,  y),  (s,  S),  E,  oc, 

on  constate  que  la  courbe  F  est  circonscrite  au  tétraèdre  AB  CD, 
qu’elle  passe  par  le  centre  E  de  la  quadrique  S  et  par  le  point 
à  F  infini  de  la  droite  s,  désigné  par  S^.  La  génératrice  à  l’infini 
du  paraboloïde,  de  même  système  que  s ,  coupe  Fhyperboloïde 
(hahbhchd)  en  deux  points  S'œ,  S”  de  la  courbe  F,  formant 
avec  un  triangle  conjugué  au  cercle  imaginaire  à  l’infini.  La 
cubique  F  est  donc  une  hyperbole  gauche  équilatère. 

Le  plan  a'  coupe  F  en  trois  points  B',  C',  D' ;  les  deux 
tétraèdres  AB  CD,  A'B'C'D'  inscrits  dans  la  cubique  gauche  T 
sont  conjugués  à  une  même  quadrique,  qui  est  nécessairement  E, 
par  le  choix  des  points  S,  S',  S".  Le  mode  de  génération  de  la 
courbe  F  qui  a  été  utilisé  montre  que  les  hauteurs  du  tétraèdre 
A'B'C'D'  issues  des  sommets  B',  C',  D'  sont  aussi  des  rayons 
du  système  réglé  ( hahbkchd ). 

La  courbe  F  a  pour  directions  asymptotiques  trois  directrices 
5,  s' ,  s"  du  système  réglé  (hahbhchd),  deux  à  deux  rectangulaires. 
Ces  directrices  rencontrent  une  seconde  fois  la  courbe  aux 
points  E,  E',  E",  centres  des  quadriques  D,  S',  E"  conjuguées 
au  tétraèdre  ABCD  étayant  pour  axes  de  révolution  respective¬ 
ment  les  droites  s ,  s’ ,  s"  (Démarque  2).  On  peut  donc  appliquer 
à  S',  S"  les  résultats  obtenus  pour  E.  Par  suite 

Une  cubique  gauche  F  circonscrite  au  tétraèdre  ABCD  et 
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ayant  pour  bissécantes  les  directrices  du  système  réglé  (liabbhchd) 
a  pour  directions  asymptotiques  trois  de  ces  directrices  s, s', s" 
perpendiculaires  deux  à  deux. 

Chacune  d’elles  est  une  génératrice  de  striction  d’un  parabo- 
loide  équilatère  circonscrit  à  la  courbe  T. 

Les  centres  E,  E',  E"  des  quadriques  H,  I"  conjuguées  au 
tétraèdre  AB  CD  et  ayant  pour  axes  de  révolution  respectivement 
les  droites  s,  s',  s"  sont  des  points  de  la  combe  T. 

Il  existe  pour  chacune  des  quadriques  S, S', S"  une  infinité 
simple  de  tétraèdres  conjugués  et  inscrits  dans  la  courbe  T.  Les 
hauteurs  de  chacun  de  ces  tétraèdres  sont  des  rayons  du  système 
réglé  (hahbhchd). 

La  courbe  F  est  le  lieu  des  centres  des  quadriques  du  faisceau 
ponctuel  déterminé  par  E'  ;  donc 

Les  quadriques  2,  S',  E"  font  partie  d’un  même  faisceau 
ponctuel. 

4.  Le  pôle  P  relatif  à  la  quadrique  E  (2),  du  plan  tu  mené 
par  l’arête  CD  parallèlement  à  l’axe  de  révolution  s,  est  la  trace 
de  l’arête  AB  sur  le  plan  mené  par  le  centre  E  de  E  normalement 
à  l’axe  s.  La  droite  PE  est  perpendiculaire  au  plan  tu;  donc 

Les  plans  menés  par  chacune  des  arêtes  du  tétraèdre  AB  CD 
parallèlement  à  la  plus  courte  distance  de  l’arête  opposée  et  d’une 
directrice  s  du  système  réglé  (hahblichd)  coupent  la  di'oite  s  en 
un  même  point  E  (*). 

Ce  point  est  le  centre  de  la  quadrique  E  conjuguée  au 
tétraèdre  AB  CD  et  ayant  pour  axe  de  révolution  la  droite  s. 

5.  Le  cône  directeur  de  sommet  C  de  Fhyperboloïde 
( [hahbhchd )  est  coupé  par  un  plan  tu  mobile  autour  de  CD 
suivant  deux  droites  parallèles  à  deux  directrices  s,  s'  du 


(*)  Un  groupe  de  trois  tétraèdres  (23).  Bull.  Acad.  roy.  de  Belgique,  février  1921. 
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système  réglé  ( halibhchd ).  Le  plan  tz  mené  par  l’arête  AB 
normal  au  plan  tz  coupe  les  droites  s,  s'  aux  centres  E,  E'  des 
quadriques  conjuguées  au  tétraèdre  AB  CD  et  ayant  pour  axes 
de  révolution  les  droites  s,  s'  (4). 

Dans  l’hypothèse  tz  =  B  CD  les  points  E,  E'  sont  les  points 
d’appui  sur  la  hauteur  ha  des  directrices  alf  a2  du  système  réglé 
(/ ialibhchd )  normales  à  ha.  Ces  points  A1?  A2  appartiennent  à 
la  sphère  de  Monge  de  l’hyperholoïde  (hahbhchd).  Si  le  plan  n 
est  normal  au  plan  B  CD  [ou  ABC],  l’un  des  points  E,  E'  est 
l’orthocentre  Er,  du  triangle  B  CD  [ou  le  point  C]. 

Le  faisceau  des  plans  tz  est  projectif  au  faisceau  des  plans  iz 
et  projectif  à  l’involution  des  couples  de  directrices  (5,  s').  Cette 
involution  et  le  faisceau  (tz')  sont  donc  projectifs  et  déterminent 
par  les  intersections  des  éléments  homologues  le  lieu  (A)  des 
centres  de  l’ensemble  des  quadriques  2(1).  Ce  lieu  est  circon¬ 
scrit  aux  tétraèdres  AB  CD,  HaH5H7H5.  Un  plan  quelconque  <7 
rencontre  les  couples  ( s ,  s')  en  des  couples  de  points  (S,  S'), 
conjugués  dans  une  involution  sur  une  conique  (a-).  Le  faisceau 
des  droites  SS'  et  le  faisceau  (tz')  sont  projectifs;  ils  engendrent 
une  conique  ayant  avec  (a-)  quatre  points  communs.  Ces  points 
sont  les  centres  de  quatre  quadriques  2  et  le  lieu  (A)  est  une 
biquadratique  gauche.  Elle  est  de  seconde  espèce,  car  les  trois 
points  A,  A4,  A2  sont  en  ligne  droite.  Ainsi 

Les  sommets  du  tétraèdre  AB  CD,  les  orthocentres  Ha, 

H y,  EC  des  faces  et  les  points  de  rencontre  des  hauteurs  ha,  hb, 
hc,  hd  avec  la  sphère  de  Monge  de  V hgperboloide  (hahbhchd)  sont 
situés  sur  une  biquadratique  gauche  de  deuxième  espèce  (A). 

Cette  courbe  (A)  est  le  lieu  des  centres  des  quadriques  de  révo¬ 
lution  conjuguées  au  tétraèdre  AB  CD. 

6.  Un  rayon  mobile  r  du  système  réglé  (hahbhclid)  rencontre 
la  biquadratique  (A)  en  trois  points  E1,  E2,  E3  situés  respecti¬ 
vement  sur  les  directrices  s±,  s2,  s3  de  ce  système  réglé.  Les 
ternes  (sis2s3)  appartiennent  à  une  involution  du  troisième 
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ordre  et  du  premier  rang  projective  au  système  réglé  (5).  Donc 

Si  a,  a*,  a2  sont  les  directrices  du  système  réglé  (habbhchd), 
rime  issue  du  sommet  A  du  tétraèdre  AB  CD,  les  deux  autres 
normales  à  la  hauteur  ha,  le  terne  (aa1a2)  et  les  analogues 
(bb±  b2),  (eCiCg),  (dd^lg)  appartiennent  à  une  même  involution 
cubique  du  premier  rang. 

Le  rapport  anharmonique  de  ces  ternes  est  égal  à  celui  des 
hauteurs  ha,  lib,  hc,  hd. 

7.  Les  points  E4,  E2,  E3  sont  les  centres  de  trois  quadriques 
Z±,  S2,  S3.  Deux  d’entre  elles  définissent  un  faisceau  tangentiel  de 
quadriques  conjuguées  au  tétraèdre  AB  CD;  la  troisième  appar¬ 
tient  à  ce  faisceau.  Par  suite 

Dans  l’ensemble  des  quadriques  de  révolution  S  conjuguées 
au  tétraèdre  AB  CD,  il  y  a  une  infinité  simple  de  groupes  de 
trois  quadriques  appartenant  à  un  même  faisceau  tangentiel, 
variable  avec  le  groupe  ;  les  axes  de  révolution  des  quadriques  de 
chaque  groupe  forment  sur  le  système  réglé  (hahbhchd)  des  ternes 
d’une  même  involution  du  troisième  ordre  et  du  premier  rang. 

8.  Un  plan  mobile  ré  mené  par  la  droite  AB  rencontre  la 
biquadratique  (A)  en  deux  points  S,  S'  situés  respectivement  sur 
les  directrices  s,  s'  du  système  réglé  (hahbhchd).  Les  couples 
(sf  s')  appartiennent  à  une  involution  quadratique  (AB)  définie 
par  les  couples  (ai,  a2),  [bi,  b2)  et  projective  au  faisceau  (ic'j  (5). 
L’involution  analogue  (CD)  est  définie  par  les  couples  (ci9  c2), 
(di9  d2).  Ces  deux  involutions  ont  un  couple  commun  (s1,  si). 
Soient  S1?  Si  les  points  de  la  biquadratique  (A)  situés  sur  ce 
couple.  Le  plan  mené  par  CD  normalement  au  plan 
tc'  =  AB  S4  Si  est  parallèle  aux  droites  slf  s[  (5).  De  même  le 
plan  mené  par  AB  normalement  au  plan  CD  S±  est  parallèle 
aux  droites  s4 ,  sf  La  droite  SA  Si  est  donc  la  plus  courte  distance 
des  arêtes  opposées  AB,  CD. 

Les  droites  s± ,  si  sont  les  axes  de  révolution  de  deux  qua- 
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driques  S4,  conjuguées  au  tétraèdre  AB  CD  et  ayant  pour 
centres  les  points  S1,  SJ.  La  conjuguée  du  diamètre  commun 
SA  Sj  de  ces  quadriques  joint  les  points  à  l’infini  des  arêtes 
AB,  CD.  Les  quadriques  ,  Ej  ont  donc  un  double  contact  sur 
chacune  des  droites  AJB,  CD  et  par  suite  elles  ont  quatre  géné¬ 
ratrices  communes.  Ainsi 

La  plus  courte  distance  de  deux  arêtes  opposées  quelconques 
AB,  CD  du  tétraèdre  AB  CD  rencontre  la  biquadratique  gauche 
de  seconde  espèce  (A)  en  deux  points  SA ,  SJ,  centres  de  deux 
quadriques  de  révolution  SA,  EJ  conjuguées  au  tétraèdre  AB  CD 
et  ayant  quatre  génératrices  communes. 

La  sphère  de  Monge  de  l’ hyperboloïde  (hahbhchd)  rencontre 
les  hauteurs  ha,  hb,  hc,  hd  en  des  couples  de  points  par  lesquels 
passent  les  couples  de  directrices  (aA,  a2),  (bif  b2),  (c1$  c2)  (dA,  d2) 
du  système  réglé  (hahbhchd).  Les  axes  de  révolution  sA,  sj  des 
quadriques  S1 ,  EJ  sont  conjugués  dans  les  involutions 

(AB)  =  [(fli,  «2),  (h,  h)],  (CD)eee  [(c4,  <$,  (dif  d2)]. 

9.  On  désigne  par  Eœ  l’un  des  quatre  points  à  l’infini  de  la 
courbe  (A), par  s  la  directrice  du  système  réglé  (hahbhchd)  passant 
par  ce  point.  Le  plan  ABEœ  est  normal  au  plan  CDE^  paral¬ 
lèle  à  la  directrice  s  (5).  Les  quatre  points  E^  sont  donc  situés 
sur  l’hyperboloïde  orthogonal  (AB,  CD)  engendré  par  les  fais¬ 
ceaux  de  plans  orthogonaux  dont  les  axes  sont  les  arêtes  oppo¬ 
sées  AB,  CD.  Par  suite,  la  biquadratique  gauche  de  première 
espèce  circonscrite  au  tétraèdre  AB  CD  et  ayant  pour  directions 
asymptotiques  celles  de  la  biquadratique  gauche  de  seconde 
espèce  A,  est  commune  à  Ehyperboloïde  ( hahbhchd )  et  aux 
hyperboloïdes  orthogonaux  (AB,  CD),  (AC,  BD),  (AD,BC)  (*). 
Ainsi 

Il  existe  quatre  paraboloïdes  de  révolution  conjugués  au 


(*)  La  courbe  commune  aux  trois  hyperboloïdes  orthogonaux  (AB,  CD),  (AD,  BC), 
(AC,  BD)  a  été  étudiée  par  Thieme,  Zeitschrift  der  Math,  und  Phys.,  t.  XXVII, 
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tétraèdre  AB  CD;  les  axes  de  révolution  correspondants  sont  les 
directions  asymptotiques  de  la  biquadratique  gauche  commune 
aux  trois  hyperboloïdes  orthogonaux  (AB,  CD),  (AC,  BD), 
(AD,  BC)  et  à  l’ liyperboloïde  équilatère  (hahbhchd). 

10.  On  a  désigné  par  a' ,  b' ,  c' ,  d' les  normales  aux  faces  du 
tétraèdre  AB  CD  menées  par  les  orthocentres  Ha,  Hâ,  Hy,  H0«; 
a,  b ,  c,  d  sont  les  directrices  du  système  réglé  (, hahbhchd )  issues 
des  sommets  du  tétraèdre.  On  a  vu  (5)  comment  Finvolution 
(AB)  avait  été  rapportée  projectivement  au  faisceau  des  plans  rJ . 
Dans  cette  projectivité  les' couples  de  Finvolution  (AB)  : 

(aif  a2),  (biy  b2),  ( c ,  d'),  ( d ,  c') 

sont  les  homologues  des  quatre  plans  tF  : 

AB//a  AB  hb  ABC  ABD. 

Par  analogie  les  couples  de  Finvolution  (CD) 

{a',  b)  (a,  b')  (dl9  d2)  (cif  c2) 
sont  les  homologues  des  quatre  plans  u  : 

CDB  CDA  CD/?d  CD  hc 

dans  la  projectivité  entre  Finvolution  (CD)  et  le  faisceau  des 
plans  tu . 

Mais 

AB(/fa/i& CD)  A  CD(B A h^hj). 

Donc 

On  peut  rapporter  projectivement  les  involutions  (AB), 
(CD)  (8)  de  telle  sorte  que  les  couples  d'éléments  conjugués 

O2),  {bif  b2)j  ( c ,  d')  ( d ,  d) 


p.  56.  Schroeter,  Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathem.,  t.  XCI1I,  p.  13J2. 
F.  Meyer,  Archiv  der  Math,,  und  Phys.,  3e  sér.,  t.  VIII,  p.  135.  J.  Neuberg,  Archiv 
der  Math,  und  Phys.,  3'  sér.,  t.  XIV,  p.  200.  Elle  est  le  lien  des  foyers  des  méri¬ 
diennes  des  quadriques  de  révolution  conjuguées  au  tétraèdre. 
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de  la  première  correspondent  aux  quatre  couples  d’éléments 
conjugués 

{a',  b),  (a,  b'),  (dlf  d2),  (cl9  c2) 

de  la  seconde.  Les  éléments  doubles  de  cette  projectivité  sont  les 
axes  de  révolution  des  quatre  paraboloides  de  révolution  conju¬ 
gués  au  tétraèdre  AB  CD. 

11.  Un  rayon  r  du  système  réglé  (/iahb/ichd)  rencontre  la 
biquadralique  gauche  (A)  en  trois  points  E,  Er,  E"  par  lesquels 
passent  les  directrices  s,  s’ ,  s"  de  ce  système  réglé.  Les  plans 
menés  par  le  point  E  normalement  aux  arêtes  du  tétraèdre 
ABC!)  rencontrent  les  arêtes  opposées  en  six  points  situés  dans 
un  même  plan  <7,  normal  à  s  et  osculateur  à  la  parabole  gauche 
spéciale  (P)  osculatrice  aux  faces  du  tétraèdre  AB  CD  et  ayant 
pour  directrice  le  rayon  r  considéré.  Ce  plan  <7  passe  par  le 
point  E  (*).  Les  plans  osculateurs  menés  de  E  à  la  parabole  (P) 
sont  deux  à  deux  rectangulaires,  Lun  d’eux  étant  le  plan  cr,  les 
deux  autres  passent  par  s ,  droite  normale  à  a-.  Ainsi  les  droites 
s,  s1 ,  s'1  sont  des  axes  de  la  parabole  gauche  ;  donc 

Toute  parabole  gauche  spéciale  osculatrice  aux  faces  du 
tétraèdre  AB  CD  a  pour  axes  trois  directrices  s,  s',  s"  du 
système  réglé  (hahbhchd)  variables  avec  la  parabole  considérée. 
Ces  droites  sont  les  axes  de  révolution  de  trois  quadriques  2 
conjuguées  au  tétraèdre  AB  CD  ;  les  centres  de  ces  surfaces  sont 
situés  sur  la  directrice  de  la  parabole. 

Les  ternes  (s,  s',  s ")  relatifs  à  T  ensemble  de  ces  paraboles 
appartiennent  à  une  même  involution  cubique  du  premier  rang 
rapportée  projectivement  au  système  réglé  des  directrices  r  de 
ces  courbes 


(*)  Un  groupe  de  trois  tétraèdres.  Remarque  23. 
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1  2.  D’un  point  quelconque  O  de  la  directrice  r  de  la  para¬ 
bole  gauche  spéciale  (P)  (il),  on  abaisse  des  perpendiculaires 
a" ,  b" ,  c" ,  d"  sur  les  faces  du  tétraèdre  ABGD.  Un  plan  oscu- 
lateur  quelconque  de  (P)  coupe  les  faces  et  les  droites  a" ,  b" , 
c" ,  d"  suivant  un  quadrilatère  a'"  b" '  c'"  d"'  et  un  quadrangle 
A”' B'"  C"'  D'"  qui  sont  polaires  réciproques.  Les  triangles 
b"'c"'d"’,  C'"D'"D'"  étant  homologiques,  la  droite  qui  joint 
le  point  A  au  centre  d’homologie  coupe  les  droites  BB'",  CC'", 
DD'".  Par  suite  les  quatre  droites  AA'",  BB'",  CC'",  DD'"  sont 
des  rayons  d’un  même  système  réglé.  La  figure  montre  que 
la  directrice  du  système  réglé  (Aa  lih  hc  hd)  issue  du  point  O 
rencontre  les  droites  AA'",  BB'",  CC'",  DD'".  Ainsi 

Si  les  faces  du  tétraèdre  AB  CD  sont  osculatrices  à  une  para¬ 
bole  gauche  spéciale  (P),  les  perpendiculaires  abaissées  d’un 
point  quelconque  O  de  la  directrice  sur  ces  faces  rencontrent  un 
plan  oscillateur  quelconque  de  la  courbe  en  quatre  points  A'" , 
BV",  C'",  D'"  tels  que  les  droites  AA'",  BB'",  CC'",  DD'"  sont 
des  rayons  d’un  même  système  réglé  ayant  avec  le  système  réglé 
(hahbhchd)  une  directrice  commune;  cette  droite  passe  par  le 
point  choisi  O. 

13.  Si  l’on  considère  une  quadrique  <t>  homofocale  à  la  qua- 
drique  S  (2),  les  pôles  A1,B1,C1,D1,  relativement  à  d>  des  faces 
du  tétraèdre  AB  CD,  sont  situés  respectivement  sur  les  hauteurs 
ha,hb,hc,hd.  L’axe  de  révolutions  de  £  coupe  ces  hauteurs  aux 
points  Ha,  Hb,  Hc,  Hd  et  l’on  a 

A  Ai  _  BBi  _  CCi  _  Pif 

Ml  “  HA  HÂ  ~  Hjû;' 

Les  tétraèdres  ABCD,  A1B1C1D1  étant  polaires  réciproques, 
les  faces  homologues  se  coupent  suivant  quatre  rayons  d’un 
même  système  réglé  (R)  polaire  réciproque  du  système  réglé 
{hjibhchc i)  relativement  à  £.  Le  système  réglé  (R)  a  donc  un 
plan  directeur  normal  à  la  droite  s.  Les  perpendiculaires 
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abaissées  des  points  A1,B1?C1,Di  sur  les  faces  correspondantes 
du  tétraèdre  AB  CD  forment  le  système  réglé  (hahbhchd);  par 
suite  les  perpendiculaires  abaissées  des  points  A,B,C,D  sur  les 
faces  correspondantes  du  tétraèdre  A1B1C1  D1  seront  des  rayons 
d’un  même  système  réglé  (*).  Ces  perpendiculaires  coupent  l’axe 
de  révolution  s  de  la  quadrique  d>.  Donc 

Une  directrice  s  du  système  réglé  [ hahbhchd)  coupe  les  hauteurs 
du  tétraèdre  AB  CD  aux  points  Ha,  Hb,  Hc,Hd;  si  les  points  A1? 
B^C^  Dj  divisent  les  segments  AHa,  BHb,  Cflc,  DHd  dans  le  même 
?'apport,  les  faces  des  tétraèdres  AB  CD,  A1B1C1D1  se  coupent 
suivant  quatre  rayons  d’un  système  réglé  ayant  un  plan  directeur 
normal  à  la  directrice  choisie  s. 

Les  perpendiculaires  abaissées  des  points  A,B,C,D  sur  les 
faces  correspondantes  du  tétraèdre  Aa  B1  Cj  D1  sont  des  rayons 
d’un  système  réglé  dont  la  droite  s  est  une  directrice. 

14.  Tétraèdre  isodynamique.  Le  point  de  Lemoine  P  d’un 
tétraèdre  isodynamique  AB  CD  est  à  l’intersection  des  droites 
joignant  les  sommets  aux  pôles  A',  B',  C',  D'  des  faces  rela¬ 
tivement  à  la  sphère  circonscrite  (O).  La  droite  OP  rencontre  les 
hauteurs  du  tétraèdre;  elle  est  l’axe  de  révolution  d’une  qua¬ 
drique  S  conjuguée  au  tétraèdre  A  B  CD.  La  sphère  (O)  et  la 
quadrique  E  ont  un  double  contact  à  l’infini  sur  la  conjuguée  de 
leur  axe  commun  s;  elles  définissent  un  faisceau  tangentiel.  Un 
plan  a-  et  la  droite  lieu  des  pôles  de  ce  plan  par  rapport  aux 
quadriques  de  ce  faisceau  déterminent  sur  la  droite  s  deux 
points  conjugués  dans  une  involution  fixe  (I).  Par  hypothèse 
les  supports  AA',  BB\  CG',  DD'  des  ponctuelles  des  pôles 
des  plans  BCD,  CDA,  DAB,  ABC  coupent  la  droite  s  au 
même  point  P.  L’involution  (I)  est  alors  parabolique  et  le 
support  de  la  ponctuelle  des  pôles  d’un  plan  quelconque  passe 


(*)  J.  Neuberg,  Mémoire  sur  le  Tétraèdre,  p.  27.  (Mém.  in-8°  de  l’Académie 
ROYALE  DE  BELGIQUE,  t.  XXXVII,  1884.) 


■  172  — 


conjuguées  à  un  tétraèdre. 


par  le  point  P.  Dans  ce  cas  les  espaces  projectifs  engendrés  par 
les  pôles  S,  S'  d’un  plan  variable  a-  relativement  à  la  sphère  (O)  et 
à  la  quadrique  E  sont  homologiques  et  la  sphère  (O)  est 
circonscrite  à  la  quadrique  S;  le  point  P  est  le  pôle  du  plan  de 
contact  7i.  Ainsi 

La  droite  joignant  le  point  de  Lemoine  P  d'un  tétraèdre 
isodynamique  AB  CD  au  centre  de  la  sphère  circonscrite  (O) 
est  l'axe  de  révolution  d'une  quadrique  E  conjuguée  au 
tétraèdre.  La  sphère  (O)  est  circonscrite  à  la  quadrique  E;  le 
point  de  Lemoine  P  est  le  pôle  du  plan  de  contact  iz. 

Dans  l’homologie  considérée  (P,  tu)  le  point  O  et  le  centre  E 
de  la  quadrique  E  sont  deux  points  homologues,  ainsi  que  les 
points  (A',  A),  (B',  B),  (C',  G),  (D',  D).  Les  droites  OA',  EA 
se  coupent  dans  le  plan  iz.  Par  suite 

Les  perpendiculaires  OA',  OB',  OC',  OD'  abaissées  du 
centre  O  de  la  sphère  circonscrite  sur  les  faces  du  tétraèdre 
isodynamique  rencontrent  le  plan  polaire  du  point  de  Lemoine 
par  rappoi't  à  la  sphère  en  quatre  points  A1}  Bx ,  C1?  D1?  tels 
que  les  droites  AA1?  BB1?  CC^  DD1  concourent  au  centre  E  de 
la  quadrique  de  révolution  E  conjuguée  au  tétraèdre  AB  CD  et 
circonscrite  à  la  sphère. 

Les  parallèles  menées  par  les  sommets  A,  B,  C,  D  à  la  droite  s 
rencontrent  OA',  OB',  OC',  OD'  respectivement  aux  points  A2, 
B2,  C2,  D2 .  Les  trois  tétraèdres  AB  CD,  A^^D*,  A2B2C2D2 
sont  homologiques  et  orthologiques  deux  à  deux  (*),  car  les 
points  E,  oo  sont  conjugués  dans  l’involution  déterminée  sur  s 
par  les  faces  du  tétraèdre  et  les  hauteurs  correspondantes  (2)  ; 
par  suite  E  est  le  centre  d’orthologie  correspondant  au  tétraèdre 
A2B2C2D2.  Par  conséquent 

Les  parallèles  menées  par  les  sommets  du  tétraèdre  isodyna-- 
mique  à  la  droite  OP  rencontrent  les  perpendiculaires  abaissées 
du  centre  0  sur  les  faces  du  tétraèdre,  respectivement  aux 


(*)  Un  groupe  de  trois  tétraèdres  (6). 
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points  A2,  Bg,  Cg,  D2.  Les  perpendiculaires  abaissées  des 
sommets  A,  B,  C,  D  respectivement  sur  les  faces  du  tétraèdre 
A2B2C2D2  concourent  au  centre  E  de  la  quadrique  de  révo¬ 
lution  E. 

1 5 .  Plus  généralement. 

Si  deux  tétraèdres  AB  CD,  A'B'C'D'  réciproques  par  rapport 
à  une  sphère  (0)  sont  homologiques,  la  droite  joignant  le  centre  0 
au  centre  d’ homologie  P  est  L’axe  de  révolution  d’une  qua¬ 
drique  2  conjuguée  au  tétraèdre  AB  CD;  La  sphère  (0)  est 
circonscrite  à  la  quadrique  S;  le  point  P  est  le  pôle  du  plan  de 
contact  7i. 

Les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  0  sur  les  faces  du 
tétraèdre  AB  CD  rencontrent  le  plan  tc  en  quatre  points  Ad ,  B4, 
CA,  D1?  tels  que  les  droites  AA1?  BB1?  CC1?  DDX  concourent  au 
centre  E  de  la  quadrique  de  révolution  2. 

Les  parallèles  menées  par  les  sommets  du  tétraèdre  AB  CD 
à  la  droite  OP  rencontrent  les  perpendiculaires  abaissées  du 
centre  0  sur  les  faces  du  tétraèdre  respectivement  aux  points 
A2,B2,C2,D2.  Les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets 
A,  B,  C,  D  sur  les  faces  correspondantes  du  tétraèdre  A2B2C2D2 
concourent  au  centre  E  de  la  quadrique  de  révolution  E. 

Cette  propriété  est  applicable  au  tétraèdre  isogone  étudié  par 
M.  J.  Neuberg  (*). 

18  Sur  un  hyperboloïde  équiiatère  (H)  il  y  a  une  infinité 
triple  d’hyperboles  gauches  équilatères  T  ayant  pour  bissécantes 
les  rayons  d’un  système  réglé  (R)  de  (H).  Deux  d’entre  elles  se 
coupent  en  quatre  points  À,  B,  C,  D,  base  d’un  faisceau  de 
courbes  T.  Les  courbes  dégénérées  du  faisceau  montrent  que  les 
hauteurs  du  tétraèdre  AB  CD  sont  des  directrices  du  système 
réglé  (R).  Donc  (3) 

Toute  hyperbole  gauche  équiiatère  T  ayant  pour  bissécantes 

J.  Neuberg,  Mémoire  sur  te  Tétraèdre,  p.  51.  (Mém.  in-8°  de  l'Académie 
ROYALE  DE  BELGIQUE,  t.  XXXV II,  1884.) 
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les  rayons  du  système  réglé  (R)  d’un  liyperboloïde  équilatère  (H) 
est  circonscrite  ci  une  double  infinité  de  tétraèdres  dont  les 
hauteurs  sont  des  directrices  du  système  (R).  Chacun  d’eux  en 
détermine  une  infinité  simple  sur  la  courbe  T,  conjugués  à  une 
même  quadrique  de  révolution  E. 

L’ liyperboldide  équilatère  (H)  est  harmoniquement  circonscrit 
à  une  infinité  triple  de  quadriques  E  ayant  pour  axes  de  révolu¬ 
tion  les  rayons  du  système  réglé  (R).  Deux  d’entre  elles  ont  un 
tétraèdre  conjugué  commun  dont  les  hauteurs  sont  des  directrices 
du  système  réglé  (R). 


Physique  théorique. 

Sur  la  variation  de  Findice  de  réfraction 
des  liquides  avec  la  densité, 

par  E.  HENRIOT  (*). 

Un  grand  nombre  de  formules  empiriques  ont  été  proposées 
pour  la  résolution  de  ce  problème,  et  l’une  de  celles  qui  four¬ 
nissent  les  meilleurs  résultats  est  celle  d'Eykman.  Cependant 
le  problème  est  très  loin  d'être  résolu,  et  la  seule  formule  théo¬ 
rique  que  l’on  possède,  celle  de  M.  Lorentz,  ne  conduit  pas  à 
des  résultats  satisfaisants. 

Tout  d’abord,  le  problème  est-il  susceptible  d’être  complè¬ 
tement  résolu,  c’est-à-dire  l’indice  d’une  substance  est-il  défini 
dès  qu’on  possède  sa  densité?  Il  ne  semble  pas  qu’il  en  soit 
ainsi;  la  température  joue  un  rôle,  indépendamment  des  varia¬ 
tions  de  densité  qu’elle  produit.  Autrement  dit,  l’indice  d’une 
substance  n’est  défini  que  si  l’on  se  donne  deux  variables  :  la 
densité  p  et  la  température  T. 


(*)  Présenté  par  M.  Th.  De  Donder. 
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Une  variation  de  l’indice,  lorsque  la  densité  et  la  pression 
varient,  sera  de  la  forme 

,  dtl  du 

an  — -  — — -  il  1  — —  9p. 

al  ap  1 

Supposons  que  la  température  soit  constante  et  que  l’on 
fasse  varier  l’indice  par  pression  : 

.  an 

dn±  =  —  •  p  wap, 
ap 

w  étant  le  coefficient  de  compressibilité. 

Si  l’on  fait  varier  la  température  à  pression  constante,  K  étant 
le  coefficient  de  dilatation, 

dn2  =  ~dl  —  —  KpdT. 
aT  9p 

Si  la  dérivée  ||  était  nulle,  on  aurait,  pour  une  variation  de 
température  de  1°  et  une  augmentation  de  pression  de 
1  atmosphère, 

dn2  k 

dn±  w 

Or,  il  ne  semble  pas  que  cette  relation  soit  satisfaite  rigou¬ 
reusement;  j’ai,  par  exemple,  comparé,  au  moyen  de  résultats 
expérimentaux  dus  à  différents  auteurs,  ces  deux  quantités,  et 
je  trouve  pour  la  raie  D  : 

dn<L  k 

dny  w 

Sulfure  de  carbone . 12  13,7 

Benzène . 12,7  13,3 

Alcool  éthylique .  9,7  9,9 

Il  semble  bien  que  l’on  ait,  dans  la  relation, 

dn 


dn2 

K 

0i 

dn  y 

w 

dn 

—  pw 

dp  r 

dn  2  ^ 

K 

dn 

T"  < 

— , 

d’où 

—  >  0. 

w 

dT 
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On  peut  faire  des  mesures  d’indice  à  différentes  températures, 
mais  à  pression  constante  (variation  isobare)  ;  alors  l’indice  ne 
dépend  que  de  la  densité.  Ou  bien  on  peut  faire  des  mesures 
d’indice  à  température  constante  (variation  isotherme),  mais  en 
faisant  varier  la  pression;  alors  l’indice  ne  dépend  encore  que 
de  la  densité,  mais  d’une  manière  différente.  Il  faudrait  donc 
connaître,  pour  résoudre  complètement  ce  problème,  la  loi  de 
variation  de  l’indice  sur  une  isotherme  et  sur  une  isobare. 

Pour  les  états  gazeux,  ces  courbes  isothermes  et  isobares  se 
confondent,  au  moins  en  première  approximation,  et  elles  sont 
données  par  la  formule  de  Lorentz  : 

n2  —  1  1 


Pour  les  états  liquides,  elles  doivent  se  séparer,  mais  assez 
peu.  Nous  pouvons  nous  proposer  de  prévoir  les  variations  de 
l’indice,  en  faisant  abstraction  d’une  inlluence  possible  de  la 
température  et  nous  reviendrons  ensuite  sur  l’influence  de  cette 
dernière. 

Variation  apparente  par  couplage  de  la  période  propre  des 
molécules.  —  Lorsque  deux  systèmes  mécaniques  possédant  la 
même  pulsation  propre  w0  agissent  l’un  sur  l’autre,  ils  subissent 
une  variation  de  période  par  couplage.  Les  équations  du  mou¬ 
vement  pour  deux  molécules  voisines  étant,  par  exemple, 

(Zi  +  Wo(Zi  =  g(?2 
(Z2.+  W0</2  =  p(Zi> 

leur  intégration  donne 

q.L  =  A  cos  (wjZ  +  <p*)  +  B  cos  (w2Z  +•  cp2) 
q2  =  A  cos  (o^Z  +  cpi)  —  B  cos  (w2Z  -j-  cp2), 
où 

wi  =  wo  —  P 

W|  =  +  JX. 


1921.  SCIENCES. 
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Si  les  données  du  problème  sont  telles  que  ^  —  q2,  il  reste 
simplement 


q±  =  A  cos 


La  période  propre  commune  est  diminuée  ou  augmentée 
suivant  que  le  coefficient  de  couplage  est  positif  ou  négatif. 

Si  l’on  a  affaire  à  k  systèmes  couplés, 


#1  +  W0#l  —  Pli  V 1  +  Pl2r/2  +  '  •  •  +  Pl K(ln 
Qh  +  =  pftiÇi  +  •  •  •  +  p  hhtlh 

où,  par  hypothèse,  pîY=  o  et  pÿ=  p.;ï . 

La  solution  qui  correspond  à 

qi  Jq2  =  .,.  4=  (ih 

sera  donnée  par 

?  +  (<■>«  —  jr  q  =  0. 


Les  molécules  sont  en  très  grand  nombre  et  chacune  d’elles, 
sauf  sur  la  limite  du  corps,  a  un  couplage 


qui  est  supposé  le  même  pour  toutes,  si  bien  que  pour 
l’ensemble 

Pi;  ^  Pli  * 

d’où,  pour  l’équation  du  mouvement, 

V  +  (w§  —  Sp14)g  =  0, 

5Iplf  étant  la  somme  de  tous  les  coefficients  de  couplage  d’une 
molécule  quelconque  avec  toutes  les  autres. 

Si  l’on  veut  connaître  le  terme  Eplt-,  on  est  amené  à  faire 
exactement  le  même  calcul  que  celui  qu’on  fait,  dans  la  théorie 
de  Lorentz,  pour  obtenir  l’influence  des  molécules  voisines.  Si  x 
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est  le  déplacement  d’un  électron  dans  la  molécule,  le  mouve¬ 
ment  propre  sera  donné  par 

x  +  w2æ  =  0 


avec 


.  Ne1 

m 


Si  l’on  fait  agir  le  champ  alternatif  dû  à  l’onde, 


h  —  À  sin  ià't, 

l’équation  du  mouvement  forcé  sera 


qui  a  pour  solution 


x  +  w2.r  — '  A  sin  w'r. 


•  h. 


m  a)2  —  (»v2 


On  en  déduit 


n2  —  1  Nex  Ne2  1 
h 


4tc 


m  (o^  —  w  ^ 


Ceci  nous  donne,  en  explicitant  w2, 

n2  —  1  4  tzNc2 

n2  +  2  3w(wî  —  w'2)  ’ 

ce  qui  est  la  formule  de  Lorentz.  Le  calcul  que  nous  avons  fait 
est  suggestif,  en  ce  sens  qu’il  présente  l’expression 

4tï  Nr2 
3  m  9 

qui  intervient  dans  la  théorie  de  Lorentz,  comme  une  variation 
de  période  par  couplage  qui  doit  intervenir,  indépendamment 
de  toute  intervention  de  l’onde  lumineuse. 

La  formule  la  plus  générale  sera  donc 

1  m  ,  ,  \ 

-  ==  -  ((O2 -  (i)  2)  / 

n2  —  1  ■  ircNc'2  ^  '  \  (1) 

ou  w2  =  Wq  —  S  p14 .  ^ 
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Prise  sous  cette  forme,  elle  est  générale,  et  c’est  par  des  for¬ 
mules  de  ce  type  que  nous  devons  chercher  à  expliquer  les 
écarts  avec  la  formule  de  Lorentz.  Nous  supposerons,  dans  tout 
ce  qui  suit,  que  nous  avons  affaire  à  des  systèmes  optiques  qui 
ne  comportent  qu’une  seule  période  propre. 

Posons 


Quelle  que  soit  l’hypothèse  que  nous  faisons  sur  et  sa 
dépendance  vis-à-vis  de  la  densité  et  de  la  température,  la 
courbe  de  dispersion,  en  prenant  comme  coordonnées  x  et  y,  est 
une  droite  de  coefficient  angulaire  —  7  ^  ’ 

Cas  du  couplage  correspondant  à  la  formule  de  Lorentz.  — 
La  formule  de  Lorentz  s’écrit  avec  les  notations  ci-dessous  : 


ou 


m 

4tcINt62 


4  7cNe2Y 
3  m  )  _ 


m 

4uNe2 


(x  —  w§). 


Toutes  les  droites  de  dispersion,  ou  plutôt  leur  prolongement, 
se  coupent  en  un  point  fixe  d’abscisse  et  d’ordonnée  — 

Ce  point,  qui  est  réel  sur  le  graphique  choisi,  correspond  en 
réalité  à  une  valeur  imaginaire  de  l’indice,  égale  à  pour 
le  point  commun  à  toutes  les  droites  de  dispersion  (voirfig.  1). 

Le  point  de  rencontre  de  l’une  des  droites  avec  l’axe  des  x 
correspond  à  w2,  carré  de  la  période  propre  modifiée  par  cou¬ 
plage,  pour  la  valeur  de  N  considérée. 

Cas  du  couplage  le  plus  général.  —  Nous  pouvons  toujours 
écrire 

4  Nr2 

s  Ni  =  3 71  —  ['■  +  t(n)]  -  («) 
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en  supposant  que  le  couplage  ne  dépend  que  de  N  et  non  de  la 
température. 

Alors  la  droite  de  dispersion 


y==- 


m 


4uNe2 


(x  —  w2) 


dépend  d’un  paramètre,  et  toutes  les  droites  de  dispersion  ont 
une  enveloppe  E.  La  formule  de  Lorentz  était  applicable  aux 


Fig.  2. 


faibles  concentrations;  on  doit  avoir  <p  (N)  =  0,  pour  N  =  0. 

Le  coefficient  angulaire  de  deux  droites  de  dispersion  étant 
—  deux  droites  correspondant  à  des  valeurs  différentes 
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de  N  se  coupent  toujours  en  un  point  I,  parfaitement  déterminé, 
dès  qu’on  se  donne  les  valeurs  N  et  N'  pour  ces  deux  droites. 
Ce  point  nous  le  désignerons  sous  le  nom  de  point  d’inversion 
pour  les  deux  valeurs  N  et  N'  considérées.  Si  ces  deux  valeurs 
sont  très  voisines  l’une  de  l’autre,  le  point  d’inversion  se  trouve 
au  point  de  contact  de  l’une  des  droites  avec  l’enveloppe  E. 

Si  nous  mesurons  les  indices  pour  deux  longueurs  d’onde 
a  et  p,  l’expression 


est  totalement  indépendante  de  N  et  de  la  fonction  cp,  qui  peut 
même  dépendre  de  la  température.  Sous  deux  états  différents, 
on  doit  donc  toujours  avoir 


(2) 


Cette  relation  absolument  générale  suppose  uniquement  que 
la  substance  possède  une  période  propre  unique.  On  pourra 
donc  dans  tout  ce  qui  suit  distinguer  deux  sortes  de  substances  : 
celles  (et  ce  sont  les  plus  nombreuses)  qui  satisfont  au  critérium 
exprimé  par  l’équation  (2)  et  celles  qui  n'y  satisfont  pas.  C’est 
uniquement  aux  substances  de  la  première  catégorie  que 
s’applique  tout  ce  qui  suit. 

Les  deux  droites  de  dispersion  se  coupent  en  un  point 
d’ordonnée  positive  ou  négative  (cette  ordonnée  est,  comme 
nous  le  verrons,  positive  pour  les  cristaux,  négative  pour  les 
liquides).  Soit  n ?  la  valeur  de  l’indice  correspondant  au  point 
de  rencontre.  Adoptons  dans  la  formule  (2)  pour  n\  et  n p2  la 
valeur  commune  n Cette  formule  devient,  pour  un  indice 
na  =  n  quelconque, 


n2  —  1  1  n'2  —  1  1 


(3) 
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la  valeur  de  n{2  dépend  des  densités  p  et  p'  entre  lesquelles  on 
opère.  Si  p  et  p '  sont  voisines,  la  valeur  de  n2  est  l’ordonnée 
du  point  de  contact  des  droites  avec  l’enveloppe  E. 

Tout  le  problème  que  nous  nous  proposons  consiste  donc 
dans  la  connaissance  de  l’enveloppe  E  ou  de  la  fonction  cp. 
Dans  l’hypothèse  de  Lorentz,  cette  enveloppe  se  réduit  à  un 
point  d’ordonnée  n  ?  ==  —  2. 

Relation  entre  n ?  et  la  fonction  cp.  —  Si  l’on  prend  la 
dérivée  logarithmique  de  l’expression 


il  vient,  en  écrivant  que  pour  l’indice  d’inversion 


^Ëo, 

dN 


Or 


1  dw2  1 
N  =  dN  *  w2  —  wf 


dw2  4 
dN  =_  3 


—  a  +  ?  +  Ntp')> 


f  étant  la  dérivée  de  cp  par  rapport  à  N. 

On  en  déduit  immédiatement 

/  4  TU£2 

“?-w“=3^N2<P 

j  _i_=_’(1+î+lV>  w 

Si  l’on  utilise,  comme  nous  le  ferons  plus  loin,  des  fonctions 
linéaires  de  N,  l’équation  (3)  devient  simplement 

Ï^T-T5(1  +  ^  (3'} 
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Dans  l’évaluation  de  la  fonction  de  couplage,  on  fait  une 
hypothèse  sur  la  régularité  de  la  distribution  des  molécules 
autour  de  l’une  d’entre  elles.  J’ai  insisté  dans  un  précédent  tra¬ 
vail  (*)  sur  le  fait  que,  si  cette  régularité  était  absolue,  le  coeffi¬ 
cient  de  couplage  ne  serait  pas  |  tc  ^  ;  dans  le  cas  d’une 
substance  à  réseau  cubique,  il  serait  nul.  11  en  serait  de  même 
pour  la  somme  des  trois  coefficients  de  couplage  principaux 
dans  le  cas  d’une  substance  anisotrope. 

Une  régularité  absolue  autour  de  la  molécule-origine  donnerait, 
en  vertu  de  l’équation  (a),  à  cp  la  valeur  ( —  1);  au  contraire, 
T  irrégularité  maximum,  correspondant  à  une  faible  concentra¬ 
tion,  lui  donnerait  la  valeur  0.  Il  semble  naturel  d’admettre  que 
dans  ces  conditions,  l’expression  ( — cp)  est  un  facteur  qui  dépend 
de  la  régularité  de  la  distribution  des  molécules  autour  de  la 
molécule-origine,  et  de  désigner  cette  expression  sous  le  nom 
de  facteur  de  régularité . 

Dans  le  cas  d’un  gaz,  la  distribution  des  molécules  autour  de 
la  molécule-origine  est  extrêmement  irrégulière;  l’irrégularité 
est  maxima  et  le  coefficient  cp  est  égal  à  0,  quelle  que  soit  la 
température.  On  obtient  la  formule  de  Lorentz. 

Dans  le  cas  d’un  empilement  parfaitement  régulier  des  molé¬ 
cules,  le  facteur  de  régularité  est  égal  à  1,  tous  les  cofficients 
qui  interviennent  dans  s’annulent,  en  se  compensant  mutuel¬ 
lement.  Pour  les  configurations  intermédiaires  entre  les  deux 
cas  précédents,  cette  compensation  sera,  en  général,  plus  parfaite 
si  la  concentration  des  molécules  augmente;  le  facteur  de  régu¬ 
larité  croîtra  donc  avec  N. 

Pour  une  configuration  de  régularité  quasi  parfaite,  si  Ton 
fait  varier  la  température  à  densité  constante,  l’agitation  ther¬ 
mique  diminuant,  la  régularité  diminuera  le  facteur  de  régu¬ 
larité. 


(*)  E.  Henriot,  Sur  les  invariants  optiques.  (Bulletin  de  la  Classe  des  sciences 
de  l’Académie  royale  de  Belgique,  séance  du  1er  octobre  1919.) 
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Supposons  que  l’on  opère  à  température  constante.  Le  seul 
élément  qui  détermine  la  régularité  est  la  concentration.  Ce 
facteur  de  régularité  est  égal  à  1  lorsque  le  nombre  de  molé¬ 
cules  par  cm3  est  égal  au  nombre  N0  qui  correspond  à  un  empi¬ 
lement  régulier  des  molécules  ou  des  atomes. 

Dans  la  multiplicité  des  hypothèses  qui  se  présentent  pour 
l’évaluation  du  facteur  de  régularité  en  fonction  de  N,  aucune  ne 
s’impose.  J’ai  adopté,  comme  la  plus  simple  des  fonctions  ©  qui 
s’annulent  pour  N  =  0  et  deviennent  égales  à  —  1  pour 
N  =.  N0,  la  fonction 


N 


Cette  forme  de  la  fonction  <p,  adoptée  pour  des  raisons  de  sim¬ 
plicité  maximum,  conduit  à  des  valeurs  en  bon  accord  avec 
l’expérience . 

Il  faut,  pour  connaître  le  facteur  connaître  le  volume  réel 
occupé  par  les  atomes,  de  façon  à  obtenir  N0. 

Évaluation  de  N0.  —  Nous  ferons  cette  évaluation  dans  les 
cas  le  plus  simples  en  utilisant  des  hypothèses  analogues  à 
celles  adoptées  par  MM.  Debye  et  Sommerfeld  dans  leur  théorie 
de  la  dispersion  (*). 

Considérons  un  électron  décrivant  autour  d’un  centre  une 
orbite  circulaire  de  rayon  r0,  avec  une  vitesse  angulaire  Q. 
Nous  pouvons  calculer  les  petits  mouvements  d’oscillation 
propre,  ou  d’oscillation  forcée  autour  de  ce  mouvement  circu¬ 
laire  supposé  stable,  et  en  déduire  les  coefficients  quasi  élasti¬ 
ques  de  l’électron,  pour  des  mouvements  de  période  assez 
petite  vis-à-vis  de  la  période  propre. 

Le  plan  d’orbite  étant  le  plan  des  xy;  x\  y' ,  z’  étant  les  coor- 


{*)  Sommerfeld,  Ann.  der  Physik,  1917,  t.  53,  p.  497. 

U* 


1921.  SCIENCES. 
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données  de  l’électron,  r'  sa  distance  au  centre  d’attraction 
supposé  placé  à  l’origine,  nous  aurons 
x1  =  x0  +  x  ; 

x0  correspond  au  mouvement  circulaire  initial,  x  au  petit  mou¬ 
vement,  libre  ou  forcé. 

Les  équations  du  mouvement 

e2x’ 

mx 

s’écrivent,  en  développant  r'3  en  série  et  en  limitant  aux  termes 
du  premier  ordre  en  x,  y,  z , 

m(x  +  x0)  =  —  e-  (i  —  -2  (x&  +  yly  +  «o*)')  (x0  +  x). 

ro  \  ro  / 

En  tenant  compte  de  l’équation 

e 2 

mit o  ===  ô  x0, 

r? 


on  obtient,  pour  les  équations  des  petits  mouvements  propres 
autour  du  petit  mouvement  circulaire  considéré. 


px  =  x 


et  deux  équations  analogues. 

Ces  équations,  lorsqu’on  y  fait 


#o  =  r0  cos  Qt 

Vo  -=  r0  sin  Qt,  z0  =  0, 

deviennent 


avec 


px  =  x  ( —  1  +  3  cos2  Qt)  +  y  (3  sin  Qt  cos  Qt) 
pÿ  =  æ(3  sin  Qt  cos  Qt)  +  y( —  1  +  3  sin2  Qt) 
pz  =  — z 
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Les  petits  mouvements  propres  sont  de  la  forme 


(  x  —  A  (3  —  cos  2 Qt) 
(  y  =  —  A  sin  2 Qt. 


Si  nous  voulons  connaître  le  mouvement  forcé  dans  le  cas 
d’un  champ  extérieur  alternatif  de  pulsation  agissant  dans 
une  direction  quelconque  du  plan  zox  nous  devrons  ajouter 
aux  seconds  membres  des  équations  du  mouvement,  des  termes 
de  la  forme 


Le  calcul  de  l’intégrale  correspondant  au  mouvement  forcé 
est  facile  et  conduit  au  résultat  suivant  : 

Si  l’on  pose 


G  =  2Z2  +  1 
M  =  2  (Z  +  2)2  +  1 
N  =  2(Z  —  2)2  +  1 


ex 


ey  U  M  N 


G 


rü  "  (  —  9  NG  — 9 


NG_9sin(<J'  —  2Q)t  pi. 


n 


187 


E .  Uenriot.  —  Sur  la  variation  de  l'indice  de  réfraction 


Si  l’on  considère  un  ensemble  de  molécules,  les  parenthèses 
qui  contiennent  des  termes  en  O  doivent  disparaître  dans  les 
moyennes.  Elles  correspondent  à  des  coefficients  quasi  élas¬ 
tiques  de  valeur  moyenne  nulle.  On  peut  donner  à  ces  équa¬ 
tions  une  forme  plus  symétrique  en  utilisant  les  exponentielles 
imaginaires  et  en  supposant  que  le  champ  h '  a  une  direction 
quelconque  : 


ex 

rl 

el  - 

rl 


'  /  M 

~  \MG  — 


+  -SF7T- 


N 


—  i 

il2 


rl  ü2  —  w'2 


9  '  NG— 9, 
M  N 

MG  — 9  “  NG^-9 

h'e^'K 


Kx  +  * 


M 


N 


MG  —  9  NG  —  9. 
M 


MG  — 9  1  NG 


+ 


N  V 

S-9jh* 


Ces  équations,  abstraction  faite  des  termes  rotationnels, 
prend  une  forme  tensorielle;  les  trois  coefficients  quasi  élas¬ 
tiques  principaux  sont  respectivement 


fie  —  fy 


f2  =  m[ü2  —  w'2]. 


Les  orbites  étant  orientées  dans  toutes  les  directions,  le 
coefficient  quasi  élastique  moyen  sera  donné  par  l’expression 

r.ïfi+i+'iy 

f  fy  îJ 

qui,  lorsque  Z  — >  0,  donne  simplement 


e2 

'  0 


(4) 


Considérons  une  sphère  ayant  pour  centre  le  centre  de 
l’orbite  et  le  rayon  r0. 

Les  orbites  étant  orientées  dans  toutes  les  directions  d’une 
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manière  isotrope,  les  centres  de  deux  sphères  ainsi  définies  ne 
pourront  s’approcher  à  des  distances  inférieures  à  2r0. 

Le  volume  minimum  occupé  par  ces  sphères  sera  celui  qui 
sera  réalisé  par  un  empilement  des  sphères  en  piles  de  boulets. 

Il  correspond  à  un  nombre  N0  de  molécules  qui  est  donné 
par  la  formule 


Si  ce  sont  les  cubes  circonscrits  aux  sphères  qui  sont  empilés 
régulièrement,  on  a  une  autre  valeur  : 


Nous  utiliserons  ces  deux  valeurs  de  N0. 

Application  à  l'évaluation  de  l'indice  d'inversion.  —  D’après 
(3')  l’indice  d’inversion  est  donné  par 


Le  nombre  N  qui  intervient  ici  n’est  pas  le  nombre  des 
molécules,  mais  le  nombre  des  centres  vibrants. 

Sur  Sa  droite  de  dispersion  considérée,  on  a  (voir  fig.  2)  en 
valeur  absolue 


m  ky  AB 


4ttNc2  Aæ  AG 


Le  point  B  correspond  à  une  fréquence  nulle  ou  une  lon¬ 
gueur  d’onde  infinie;  nous  désignerons  l’indice  correspondant, 
suivant  les  rotations  habituelles,  par  r  , 
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A.C  n’est  pas  exactement  égal  à  «5,  le  point  C  tombant  à 
droite  du  point  D,  mais  l’écart  entre  les  points  C  et  D,  dans  les 
cas  où  j’ai  pu  faire  cette  évaluation,  ne  dépasse  pas  2  ®/0  de 


On  peut  donc  en  première  approximation  remplacer  ÀC  par 
wf,  ce  qui  donne,  pour  l’évaluation  de  n*  —  1, 

Ko  —  ^  4  Ne2 

w*- 1-2 

comme  dans  le  cas  où  l’on  applique  la  formule  de  Lorentz. 
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De  l’expression 


N  41 


4-Tce2 


1  1 
"31  +  3 


en  utilisant  les  expressions  (4)  et  (5),  il  vient 


4  e 

N  ii'?0  4  Vû2r8  4\/2  1 

“  ~  ï  ‘  4ur2  ^  'l  1  ’ 
n2  —  1^3  n2  —  1  '  3 


d’où 


c’est-à-dire 


'f,  _ :! _ 

3  1 1  TC  1  1  ’ 

\  +3  / 


8\/2 

33tc 


=  0.109. 


(6) 


En  utilisant  l’expression  (5')  on  obtient  une  valeur  différente  : 


(ff) 


Dans  de  nombreux  exemples  tirés  des  mesures  d’Eykman,  et 
que  nous  donnerons,  M.  Crombez  et  moi,  dans  une  prochaine 
note,  nous  verrons  que  si  Ton  calcule  directement  sur  les 
nombres  expérimentaux  les  valeurs  de  nj  et  de  n2œ  et  si  l’on 
effectue  les  opérations  indiquées  dans  le  premier  membre  des 
équations  (6)  ou  (6')  on  obtient  un  nombre  qui  est  à  peu  près 
le  même  pour  toutes  les  substances  considérées  et  dont  la 
valeur  est  0,132,  valeur  comprise  entre  les  deux  valeurs  calcu¬ 
lées  plus  haut. 
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Remarquons  que  l’enveloppe  E  est  une  demi-parabole  qui  a 
son  sommet  au  point  D  (  d’abscisse  «g,  d’ordonnée  — £),  dont 
l’axe  est  horizontal,  qui  est  à  gauche  du  point  D  et  au  dessus. 
Cette  demi-parabole  a  sa  concavité  tournée  vers  le  bas.  Les 
seules  régions  de  cette  enveloppe  qui  sont  réalisées’  dans  le  cas 
des  liquides  de  la  série  étudiée  par  Eykman  sont  des  régions 
situées  au-dessous  de  l’axe  des  x;  ils  correspondent  à  des 
valeurs  de  n\  comprises  entre  —  3  et  —  4. 

Cas  des  très  petites  variations  de  densité.  —  Le  point 
d’inversion  est  le  point  de  contact  avec  l’enveloppe.  Si  l’on 
prend  la  différentielle  logarithmique  de  (3)  par  rapport  à  la 
température,  il  vient,  en  remarquant  que  le  coefficient  de  dilata¬ 
tion  K  ==  — - 

p  r/T 


du  f  n\  —  1 
*  dT  _(n2  —  1)  (nf  —  w2)_ 


=  — K. 


Ceci  peut  se  mettre  sous  la  forme 
6n  — 

1  dT  „  «f  +  2  n2  —  i 

K  (n2  — l)(n2  +  2)  ni  —  1  n2  +  2  w 

Si  l’on  utilise  l’une  des  relations  approchées  (6)  ou  (6') 
obtenues  en  confondant  le  point  C  avec  le  point  D  dans  le 
calcul  de  n0i9  il  vient 

ül±_?  _  9A  il 

ni  —  i  +  2  ’ 

A  étant  le  second  membre  des  équations  (6)  ou  (6')  qui  sera, 
suivant  les  hypothèses  faites,  égal  à  0,109  ou  0,154,  ou,  d’après 
les  valeurs  expérimentales,  0,132. 

La  forme  approchée  de  l’équation  (7)  est  donc 


dn  K  (n2  —  t)(n2-j-2) 
dT  6rc 


—  1  +  9A  . 


ni —  i 

n*  +  2 


n2  —  1 
n2  +  2 


(7a) 
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Formule  d’Eykman.  —  Cette  formule,  qui  représente  assez 
bien  les  résultats  expérimentaux,  est  de  la  forme 

n2  — 1  1 

- — -  •  -  =  const. 

w  +  0,4  p 

Cette  formule  peut  se  justifier  au  moyen  des  considérations 
qui  précèdent.  En  effet,  les  formules  fi  ou  fi'  permettent  le 
calcul  des  indices  d’inversion  nf  dès  que  Ton  connaît  l’indice 
pour  2  longueurs  d’onde  a  et  p.  Il  suffit  de  prendre  l’intersection 
de  la  droite  de  dispersion,  déterminée  par  deux  points,  avec 
l’axe  des  y.  Les  valeurs  de 

1  1 

ni  —  1  +  3 

pour  tous  les  corps  de  la  série  étudiée  par  Eykman  sont  com¬ 
prises  entre  1,5  et  1.  Cela  fournit,  par  application  de  (6) 
ou  (fi'),  des  valeurs  de  —  n\  comprises  entre  —  3  et  —  4  et  dont 
la  valeur  moyenne  pour  toutes  les  substances  est  environ 
—  3,4  si  l’on  tient  à  adopter  pour  tous  les  liquides  une  valeur 
moyenne  pour  n ce  qui  n’est  qu’une  grossière  approximation  ; 
on  utilisera  donc  la  formule 


1  1 


n2  +  3,4  p 


=  const. 


(8) 


Proposons-nous  de  trouver  une  fonction  linéaire  de  n  de  la 
forme  n  -f-  p  qui  varie  proportionnellement  à 

n2  +  3,4. 


Il  faut  que  l’on 
n,  ri  =  n  \n  : 


ait,  pour  des  valeurs  de  n'  peu  différentes  de 

n'2  -f-  3,4  n'  +  P 
n2  +  3,4  n  -f  p 
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E.  Henriot.  —  Sur  la  variation  de  l’indice  de  réfraction 


Cela  peut  s’écrire 

\)i2  An 

n2  +  3,4  ~~  n  +  p 

ou 

2p/i  =  3,4  —  n2. 


Les  indices  s’écartent  peu  de  1,5;  donc  p  s’écartera  peu  de 


P  = 


3,4  —  n2 
Un 


3,4  —  2,25 
2  X  1,5 


=  0,4. 


Ceci  est  la  justification  de  la  formule  d’Eykman.  Nous  avons 
vérifié,  M.  Crombez  et  moi,  que  la  formule  du  type  (8)  donne 
effectivement  des  résultats  à  peu  près  aussi  bons  que  la  formule 
d’Eykman. 

La  formule  d’Eykman  et  la  formule  (8)  tombent  d’ailleurs 
en  défaut  quand  le  critérium  exprimé  par  l’équation  (2)  n’est 
pas  satisfait. 

La  seule  manière  de  procéder  qui  soit  logique  consiste, 
comme  nous  l’avons  vu,  à  adopter  pour  chaque  liquide  un 
indice  d’inversion  différent,  calculé  au  moyen  de  la  formule 


On  adoptera  ensuite  cette  valeur  de  n\  pour  l’introduire  .dans 
une  formule  du  type 


n2  —  n\ 
n2  —  1 


4 

-  =  const. 

P 


Cette  désignation  de  sous  le  nom  d’indice  d’inversion  se 
justifie  de  la  manière  suivante  :  Dans  le  cas  des  cristaux,  les 
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des  liquides  avec  la  densité. 


droites  de  dispersion  se  rencontrent  au-dessus  de  Taxe  des  x; 
elles  enveloppent  encore  une  courbe  concave  vers  le  bas. 

>  0 

<  0 

=  0. 

Dans  le  cas  des  liquides,  cet  indice  d’inversion  est  imaginaire 
et  l’on  a  toujours  ^  >  0  pour  les  liquides  de  dilatation  normale. 

Si  l’on  réalise,  au  moyen  des  liquides,  une  concentration 
donnée  à  une  certaine  température,  elle  correspond  à  une  certaine 
régularité.  Une  élévation  de  température  diminuera  le  coefficient 
de  régularité,  à  concentration  constante,  augmentera  le  coeffi¬ 
cient  de  couplage  et  diminuera  w2,  d’après  la  formule  (1); 
l’indice  se  trouvera  augmenté,  si  bien  que  l’on  aura  à  concen¬ 
tration  constante 


Je  reviendrai  plus  tard  sur  l’influence  de  ce  dernier  terme 
que  j’ai  négligé  ici  et  qui  est  probablement  très  important 
dans  le  cas  des  cristaux. 


Si 

n  >  niy 

dn 

dT 

Si 

n  <  nif 

du 

dT 

Pour 

n  =  niy 

dn 

dT 
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Séance  du  samedi  9  avril  1921. 


M.  G.  Cesàro,  directeur  de  la  Classe,  président  de  l’Académie. 

Sont  présents  :  MM.  Auguste  Lameere,  vice-directeur;  C.  le 
Paige,  J.  Deruyts,  A.  Gravis,  Max  Lohest,  F.  Swarts,  Jean  Mas- 
sart,  A.  de  Hemptinne,  V.  Willem,  Paul  Stroobant,  Ch.  Julin, 
G.  Lecointe,  Émile  Marchai,  Pierre  Nolf,  E.  van  Aubel, 
membres;  A.  Brachet,  Th.  De  Donder,  O.  Van  der  Stricht, 
Y.  Grégoire,  O.  Dony-Hénault,  correspondants;  G. -A.  Bou- 
lenger,  associé,  et  le  Secrétaire  perpétuel. 

Absences  motivées  :  M}L  L.  Fredericq,  Butot  et  Crismer, 
membres. 

M.  le  Directeur  adresse  les  félicitations  de  la  Classe  à 
M.  le  Paige,  promu  Grand  Officier  de  l’Ordre  de  Léopold. 
(. Applaudissements .)  —  M.  le  Paige  remercie. 

CORRESPONDANCE. 

MM.  H.  Buttgenbach  et  J.  Vanderlinden  remercient  respecti¬ 
vement  la  Classe  pour  le  Prix  et  la  subvention  qu’elle  leur  a 
accordés. 

Le  Comité  international  du  Monument  Bazin,  à  Dijon, 
adresse  des  Bulletins  de  souscription  destinés  aux  membres  de 
l’Académie. 

L’Union  internationale  des  sciences  biologiques  fait  parvenir 
le  compte  rendu  de  la  réunion  tenue  à  Paris,  le  27  janvier  1921, 
par  la  Section  d’océanographie  biologique. 

Le  Département  biologique  de  l’École  de  médecine  du  Caire 
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Séance  du  9  avril  1921. 


demande  l’échange  de  publications  avec  la  Classe  ( Mémoires  et 
Bulletins).  —  Accepté. 

MM.  Th.  De  Donder  et  H.  Van  der  Linden,  ainsi  que 
M.  Fr.  Keelhoff,  prient  la  Classe  d’accepter  le  dépôt  d’un  billet 
cacheté.  —  Accepté. 

Le  Comité  international  des  tables  annuelles  de  constantes 
et  données  numériques  de  chimie,  de  physique  et  de  tech¬ 
nologie  annonce  une  réduction  de  25  °/,1  sur  le  prix  du  quatrième 
volume  en  faveur  des  membres  de  l’Académie. 

HOMMAGES  D’OUVRAGES. 

A  propos  des  Cystoseira  de  Banyuls  et  de  Guéthary,  supplé¬ 
ment,  par  C.  Sauvageau. 

Un  démarquage  allemand ,  par  G.  Bigourdan. 

Further  observations  on  the  spectrum  of  nova  Cygni,  III,  1920, 
par  J. -S.  Lockyer  et  D.-L.  Edwards. 

Éléments  de  biologie  générale  et  de  botanique,  par  Jean  Massart, 
volume  I,  fascicule  I. 

—  Remerciements. 

150e  ANNIVERSAIRE  DE  L’ACADÉMIE. 

A  la  demande  de  la  Commission,  M.  Auguste  Lameere,  directeur 
pour  1922,  accepte  de  prendre  la  parole  à  la  séance  commémo¬ 
rative  et  d’y  exposer  les  travaux  de  la  Classe  ou  un  sujet  s’y 
rattachant. 

COMMUNICATIONS  ET  LECTURES. 

Étude  microchimique  du  bulbe  d'ail,  par  M11®  M.  Braecke, 
présenté,  avec  rapport  verbal  favorable,  par  M.  J.  Massart.  — 
Impression  dans  les  Mémoires  in-8°. 

Considérations  sur  le  mouvement.  Utilisation  et  transmission 
des  énergies  naturelles ,  par  P.  Basiaux.  —  Renvoi  à  M.  de 
Hemptinne. 
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Astronomie.  —  Éclipse  annulaire  de  soleil,  visible  en  Belgique  comme  éclipse  partielle,  le  8  avril  1921. 

Temps  moyen  civil  de  Greenwich  des  contacts  observés  à  Uccle.  —  Latitude  :  50o47f55''4  N.  —  Longitude  :  17m26s05  K.  de  Greenwich. 


G.  Lecointe.  —  L’ Éclipse  annulaire  de  soleil  du  8  avril  1921 . 
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G.  César o.  ■ —  Nouvelles  formes 


Minéralogie.  —  Nouvelles  formes  dans  l’Orpiment 
de  Balia  (Asie  Mineure), 

par  G.  CESARO,  membre  de  l’Académie. 


Les  cristaux  dont  il  s’agit,  réunis  à  axes  presque  parallèles, 
forment  un  ensemble  dont  il  est  très  difficile  de  séparer  des  indi¬ 
vidus  sans  déformation;  aussi  les  résultats  ne  sont  qu’approxi¬ 
matifs  ;  mais  ces  cristaux  sont  très  intéressants  à  plusieurs 
points  de  vue  : 

a)  Leur  faciès  est  très  différent  de  celui  des  cristaux  habituels  ; 
très  surbaissés  suiyant  la  verticale,  ils  font  à  peine  saillie  sur  la 
surface  de  l’échantillon;  en  outre  les  faces  qui  les  limitent  sont 
inconnues  dans  les  autres  localités. 

b)  Leur  symétrie  géométrique  est  nettement  clinorhombique, 
avec  p  =  90’;  dans  aucun  cristal  il  n’existe  d’autres  éléments 
de  symétrie  que  G,  L2,  P;  les  deux  faces  a 3  supérieures  se 
distinguent  toujours  entre  elles  :  l’une,  supposons  i 03,  est 
bien  miroitante,  tandis  que  103  est  fortement  striée  suivant  sa 
ligne  de  pente,  les  stries  étant  formées  par  un  ensemble  con¬ 
tinu  de  facettes  situées  sur  la  zone  ÿ1(103).  Des  trois  formes 
A,  B,  C,  qui  limitent  ces  cristaux,  A  et  B  ne  se  rencontrent 
que  du  côté  de  l’axe  x,  où  se  trouve  103,  tandis  que  C  et  la 
série  continue  des  facettes  dont  il  vient  d’être  parlé  coupent 
l’axe  des  x  en  arrière.  Les  mesures  ne  sont  pas  assez  exactes 
pour  établir  si  le  système  clinorhombique  convient  mieux  que 
l’orthorliombique  aux  cristaux  de  Balia  ;  de  toute  manière, 
le  [3  doit  être  très  voisin  de  90°,  car  les  faces  103  et  103  font 
très  sensiblement  le  même  angle  avec  la  verticale.  Je  pense 
qu’il  s’agit  d’un  groupe  hémiédrique  du  système  orthorhom- 
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dans  ï Orpiment  de  Balia  (Asie  Mineure). 


bique,  groupe  ayant  même  symbole  de  symétrie  que  le  système 
clinorhombique,  et  correspondant  au  cas  où  des  groupes  molé¬ 
culaires  n’ayant  que  la  symétrie  C,  L2,  P  seraient  placés  aux 
nœuds  d’un  réseau  orthorhombique.  Pour  ces  raisons,  j’ai 
adopté  les  paramètres  de  Mohs. 

Optiquement  la  symétrie  est  orthorhombique  :  les  lames  de 
clivage  g 1  s’éteignent  suivant  les  traces  de  p  et  A1,  la  direction 
positive  étant  dirigée  horizontalement ,  donc  parallèlement  à  p, 
cette  horizontale  se  reconnaissant  à  la  manière  dont  la  lame  g1 
se  plie  parallèlement  à  sa  direction.  Cette  propriété  a  été  pré¬ 
cieuse  pour  l’orientation  des  cristaux  de  Balia,  dans  lesquels 
il  n’existe  d’autre  repère  que  le  clivage  g1.  La  biréfringence  du 
clivage  est  très  considérable  et  il  m’a  été  impossible  de  pro¬ 
duire  une  lame  assez  mince  pour  la  mesurer;  cependant  les 
lames  très  minces  se  laissent  influencer  sur  leurs  bords  déchi¬ 
quetés  par  un  biseau  de  quartz  croisé,  en  indiquant,  comme  je 
l’ai  dit  ci-dessus,  que  le  grand  indice  de  la  lame  se  trouve 
dirigé  suivant  l’horizontale. 

Par  le  frottement  ces  cristaux  se  chargent  énergiquement 
d’électricité  négative;  en  divisant  brusquement,  par  le  clivage, 
une  lame  g1  en  deux  parties,  celles-ci  sont  fortement  électrisées. 

* 

Données  de  départ  (*)  : 

mmant  =110.110  =  62°M', 

"Xm-p  f=  H>  1.1(11  =  96°23'. 

On  en  déduit,  pour  b=  1, 

log  a  =  ï, 7803463  ;  a  ==  0,60304  ; 

log  c  =1,8288315  ;  c  =  0,67427. 


(*)  Mohs  in  Dana,  Descriptive  Mineralogy ,  p.  35. 
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G.  Cesàro.  —  Nouvelles  formes 


Premier  cristal.  —  Représenté  en  projection  orthogonale, 
sur  p  =  001  par  la  figure  1,  sur  g1  =  010  par  la  figure  2. 
Angles  mesurés  : 

a  =  A  .  010  =  73°34',  <P  =  AB  =  17°20'  (17°  à  18°, 5) 

(3  — B  .  010  =•  59°18',  e  =  AC  =  3l°25', 

T  =  C  .  010  =  86°29',  S  =  BC  =  47°8\ 

A  l’aide  de  ces  angles  on  obtient  la  position  relative  des  faces 
A,  B,  C  :  en  désignant  par  u  et  ü'  les  angles  que  la  trace  de 
A  sur  010  fait  respectivement  avec  celles  de  B  et  C  (fig.  3)  (*), 

le  triangle  AB  y  donne  w=-10°47'; 

AC  y  »  J WL  29°9'  : 

^  BC  y  »  u  -f-  uf  =  40°52' . 

Cette  dernière  valeur  diffère  de  la  somme  des  deux  premières 
de  0°56',  ce  qui  indique  une  bonne  concordance  entre  les 
mesures,  étant  donné  le  degré  d’exactitude  dont  celles-ci  sont 
susceptibles.  Ces  valeurs  permettent  de  passer  de  la  notation  de 
l’une  des  trois  faces  à  celles  des  autres. 

L’ensemble  ABC  a  été  ensuite  orienté  par  rapport  aux  axes 
par  la  mesure,  faite  au  microscope,  de  l’angle 

i  =  20°30'  (20°  à  21°) 

que  la  trace  de  B  sur  010  fait  avec  l’horizontale  de  ce  plan 
(fig.  2  et  3).  On  voit  tout  de  suite  que  les  pôles  D  et  E  sont 
des  a3,  car  la  valeur  de  i  donne  pour  le  pôle  D 

^=0,3344 

et  que  Ton  a  calculé  plus  haut 

DE  J  40°52'. 


(*j  Projection  stéréographique  schématique  sur  g*  =  010. 
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dans  l'Orpiment  de  Balia  (Asie  Mineure). 


Fig.  1. 
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G.  Cesàro.  —  Nouvelles  formes 


Les  mesures  indiquent  aussi  que  les  faces  A,  B  sont  en  zone 
avec  p  =  001,  car  si  l’on  cherche  le  point  H  où  le  cercle  de 
zone  ÀB  coupe  le  cercle  g1,  on  a,  en  désignant  par  2  l’arc  Fh, 


puis 


u\  sin  (a  -j-  8)  u 

tel  i  —  z - .  = - v te  -  , 

V  sin  (a  —  P)ë2 


z=  -o°34\ 


On  obtient,  pour  les  rapports  des  caractéristiques  des  trois 
formes  (*), 


A 

B 

G 

0,3457 

0,8557 

3,4151 

2,253# 

1,0637 

10,285,9 

6,529# 

2,9905 

3,0119 

En  tenant  compte  surtout  des  résultats  exprimés  par  des 
nombres  simples,  tels  que  ^  de  B  et  C,  |  de  B,  on  arrive  aux 
notations  approximatives 

A  =137  =  b'Ub'lH/h, 

B  =  133  ==  blUb'l*glh, 

C  319  =  blUb'l*h% 


(*)  En  prenant  i  =?  20°30'  et  u ü  =  40°52\ 
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Deuxième  cristal.  —  Représenté  par  la  figure  4  en  projection 
horizontale  sur  001.  Il  présente  les  faces  103,  103,  la  première 
en  étroite  troncature  de  l’arête  BB\  la  seconde 
striée  parallèlement  à  g 1  et  donnant  au  gonio¬ 
mètre  une  image  incurvée.  On  y  a  mesuré  (*) 

AA'  =  «  =  33°32', 

d’où 

a  =  Xg1  =  73°14'  ; 

BB'lx  M60°47', 

d’où 

P  =  B  g1  =  59°36',5  ; 

AB  =  ?  =  18°35'  ; 

AB'  f=  g.  =  49°40'. 

103  .  103  =  41°  environ. 

Ces  nombres  s’éloignent  peu  de  ceux  obte¬ 
nus  dans  le  cristal  précédent;  ils  sont  d’ailleurs 
suffisamment  concordants  entre  eux,  car  des 
trois  premiers  on  déduit,  par  la  formule 

~  .  w  .  X 
cos  p  =  cos  cp  —  2  sin  -  sin  - , 

Jà  JL 

[jl  =  49°0',5. 

Voici  le  tableau  de  correspondance  entre  les  angles  mesurés 
et  les  angles  calculés  avec  les  paramètres  de  Mohs  : 


Angles. 

Calculés. 

Mesurés. 

137.010 

74°4',o 

73°34',  73°14' 

319.010 

85°59' 

86°29r 

133.010 

57°43' 

59°33f,  39  >36', 5,  59°18' 

133.137 

19-20',  5 

17°20',  18°35' 

137.319 

31°21' 

31°25f 

133.137 

49°25',5 

49°40' 

133.319 

47°33' 

47o8' 

103.103 

40°53' 

41°  environ. 

(*)  Les  mêmes  lettres  pour  les  faces  et  pour  les  angles  ont  été  employées  dans 
les  deux  cristaux. 
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On  voit  que  la  concordance  laisse  à  désirer  en  ce  qui  con¬ 
cerne  A  et  B;  j'  ai  essayé  de  l’améliorer  en  n’employant,  pour 
la  détermination  de  ces  formes,  que  les  angles  ©  et  y.  que  leurs 
faces  font  entre  elles  :  en  désignant  par  z  et  z'  les  z  des  deux 
pôles  et  notant 

A  J  13/,  B  =  13/', 


on  a,  pour  déterminer  z  et  z' ,  les  deux  équations 

z'  —  2  =  cp, 

cos  p.  —  cos  cp  sin2 


cos  (z'  -f-  z)  ■ 


COS2  6 


dans  lesquelles 


cp  =  13/ .  13/'  =  18°, 

P.  =  13/ .  13/'  =  49°40' 
ù  =  130.010  —  28°56'. 


On  obtient 


z  =  19°10f,  z'  =  37°  1 0f  ; 

puis,  de  /  =  — — -r  cot  z,  on  déduit 

/  =  6,64 9/5,  i  =-3,0487, 


c’est-à-dire  que  Ton  obtient,  pour  A,  au  lieu  de  137,  la  notation 
A  —  3 . 9 . 20  =  bWkg'/i  o. 

Le  tableau  qui  suit  montre  que  par  l’emploi  de  cette  nou¬ 
velle  notation  la  correspondance  s’améliore  :  il  ne  reste  plus 
comme  écart  sensible  que  celui  relatif  à  l’angle  B  (010).  On 

—  208  — 


dans  l’Orpiment  de  Balia  (Asie  Mineure). 


peut  faire  disparaître  cet  écart  en  employant  pour  B  =133 
une  notation  plus  approchée  : 

11.31 


comme  le  montre  le  tableau  qui  suit.  Ceci  prouve  la  concor¬ 
dance  des  mesures;  mais  on  peut  se  demander  si  les  notations 
compliquées  obtenues  en  dernier  lieu  ne  correspondent  pas 
aux  positions  que  les  faces  avaient  après  la  déformation  presque 


inévitable,  due  à  l’extraction 
l’ensemble  qu’ils  formaient. 


Angles. 

B  =  133 

(3.9.20)  (010) 

73°20',5 

319.040 

85«59' 

B.  010 

57043' 

B  (3.9.20) 

18°29\5 

(3.9.20)  (349) 

32°0' 

B'  (3.9.20) 

50°3' 

B.  319 

47«33' 

des  cristaux  mesurés  hors  de 


Calculés 


11.31.33 

Mesurés. 

— 

73°24' 

- 

86°29f 

59°18'5 

59°29' 

17°12',5 

18°  environ 

— 

31°25' 

48°30' 

49°40' 

46°49' 

47o8' 

Dans  le  premier  cristal  on  peut  observer  que  dans  le  quadri¬ 
latère  ABC y  (fig.  3),  dont  les  sommets  sont  les  pôles  des  quatre 
formes  qui  le  constituent,  on  a  mesuré  les  quatre  côtés  et  les 
deux  diagonales;  or,  cinq  de  ces  éléments  suffisant  pour  déter¬ 
miner  ce  quadrilatère,  il  serait  préférable  de  faire  abstraction  de 
l’élément  qui  a  donné  les  moins  bonnes  mesures;  cet  élément  est 
cp  =  AB  (voir  pp.  204  et  207).  En  partant  des  cinq  autres  élé¬ 
ments  :  a,  (3,  y,  8,  s,  on  obtient  pour  B  et  C  les  mêmes  rapports  de 
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caractéristiques  que  ceux  inscrits  dans  le  tableau  de  la  page  206, 
mais,  pour  A,  on  trouve 

-  =  0,3122 

-  =  2,259:2 

ft 

-  =  7,2365, 
h 

qui  s’approchent,  mieux  que  ceux  inscrits  dans  le  tableau,  de  la 
notation  137  que  nous  avons  adoptée  pour  la  forme  A. 

Gomme  conclusion,  je  pense  que  les  formes  qui  limitent  les 
cristaux  d 'orpiment  de  Balia  peuvent  être  notées 

A  =?  137  4*  b'hb'kg'l V 
B  Jl33  =  blUblkglk 
G  =  319  ==  b'Ub'/M. 

J’observe,  pour  finir,  que  si,  pour  rapprocher  Yorpiment  de  la 
stibine,  on  multiplie  les  paramètres  a ,  c  de  la  première  espèce 

o 

par  g,  en  laissant  b  =  1  (*),  ce  qui  donne 

a’  =  0,90456 
c' g  1,01140, 

les  caractéristiques  k  seront  multipliées  par  3,  et  les  notations 
des  deux  premières  formes  deviennent 

A  =*=  127 
B  =  123; 

or,  la  forme  123  est  connue  dans  la  stibine . 


(*)  Dana,  loc.  cit.,  p.  33. 
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Géométrie.  —  Une  courbe  du  troisième  ordre 
associée  à  un  triangle, 

par  Clément  SERVAIS,  membre  de  l’Académie. 

§  1er.  —  Un  groupe  de  trois  triangles. 

1 .  Toute  droite  rencontrant  les  tangentes  à  une  parabole  (P) 
et  les  perpendiculaires  menées  à  ces  droites  par  un  point  donné 
de  la  directrice  suivant  deux  ponctuelles  invol utives  est  tangente 
à  la  courbe  (P). 

2.  Soient  ABC,  A1B1C1  deux  triangles  homologiques  et 
orthologiques;  O,  leurs  centres  d’orthologie  respectifs;  02,  s 
le  centre  et  l’axe  d’homologie;  L  ==■  (B  G,  Bl  CA),  M  =  (CA,  C^J, 
N  ==  (AB,  A^BJ.  Les  triangles  ABC,  A1B1C1  sont  réciproques 
relativement  à  une  conique  D  conjuguée  aux  éléments  (02,  s). 
Cette  conique  sera  dite  associée  aux  deux  triangles  AB  C,  A1B1C1. 
L’enveloppe  des  polaires  du  point  O  [ou  O  J  relativement  aux 
coniques  homofocales  à  S  est  une  parabole  (P)  [ou  (PA)]  inscrite 
dans  le  triangle  ABC  [ou  A1B1C1]  ;  la  directrice  de  cette  para¬ 
bole  passe  par  le  point  O  [ou  OJ.  Les  côtés  opposés  du  qua- 
drangle  complet  OA1B1C1  déterminent  sur  l’axe  d’homologie  s 
trois  couples  de  points  LL',  MM',  NN',  conjugués  en  involution. 
Par  suite  (1)  la  droite  s  est  tangente  à  la  parabole  (P)  et  par 
analogie  à  la  parabole  (P1).  Le  lieu  des  pôles  de  la  droite  00A 
relativement  aux  coniques  homofocales  à  S  est  donc  la  droite  O  0A . 
Ce  lieu  est  normal  à  s  et  passe  par  le  point  02  pôle  de  s  relati¬ 
vement  à  I.  Par  suite 

Si  deux  triangles  ABC,  A1B1G1  sont  homologiques  et  ortho- 
logiques,  les  deux  centres  d9  orthologie  O,  01  et  le  centre  d’homo- 
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logie  02  sont  sur  une  droite  normale  à  U  axe  d’ homologie  s  (*). 

3.  Les  points  L,  M,  N  sont  les  pôles  de  la  droite  0G1 
relativement  à  trois  coniques  S2,  S3  homofocales  à  S  (2). 
Les  polaires  du  point  O  [ou  OJ  par  rapport  à  ces  trois  coniques 
sont  les  secondes  tangentes  LBC,  MCA,  N  AB  [ou  LB1C1, 
MC1  At,  NA1B1]  menées  des  points  L,  M,  N  à  la  parabole  (P) 
[ou  (PJ].  Par  suite 

Les  côtés  des  deux  triangles  ABC,  A1B1C1,  homologiques  et 
orthologiques ,  sont  les  polaires  des  centres  d’orthologie  O,  01 
relativement  à  trois  coniques  E2,  S3  homofocales  à  la  coniqueh 
associée  à  ces  triangles. 

4.  Les  axes  de  la  conique  2  associée  aux  triangles  ABC, 
A1B1C1  sont  tangents  à  la  parabole  (P1)  (2).  La  polaire  réci¬ 
proque  de  (P1)  par  rapport  à  2  est  circonscrite  au  triangle 
principal  de  S,  au  triangle  ABC  et  passe  par  les  points  Ox,  02. 
Donc 

Si  ABC,  A1B1C1  sont  deux  triangles  homologiques  et  ortho- 
logiques,  le  centre  d’orthologie  01  correspondant  au  triangle 
AiB.C,  et  le  centre  d’ homologie  02  sont  sur  une  hyperbole 
équilatère  circonscrite  au  triangle  ABC. 

Cette  hyperbole  passe  par  le  centre  de  la  conique  2  associée  à 
ces  triangles  et  ses  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  de  Z. 

5.  Le  point  02  est  le  pôle  relativement  à  la  conique  2A  (3) 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  L  (2)  sur  la  droite  (A  AA,; 
car  les  droites  02AA1,  0201  sont  les  polaires  de  L  par  rapport 
aux  coniques  2  et  S1.  Donc 

Les  polaires  du  centre  d’ homologie  02  des  triangles  ABC, 
A1B1C1,  relativement  aux  coniques  homofocales  22,  23  (3) 
sont  les  côtés  d’un  triangle  A2B2C2  homologique  et  orthologique 
à  chacun  des  triangles  ABC,  A1B1C1. 


(*)  Nouvelles  annales  de  mathématiques.  Paris,  1919,  p.  260.  —  Furhmann,  Disser¬ 
tation.  Kônigsberg,  1902.  —  P.  Sondât,  Intermédiaire  des  mathématiciens ,  t.  I, 
1894,  pp.  10]  44. 
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associée  à  un  triangle. 


6.  Le  groupe  des  trois  triangles  ABC,  A1B1C1,  A2B2C2 
jouit  des  propriétés  suivantes  : 

Le  point  0±  est  le  centre  d’homologie  des  triangles  ABC, 
A2B2  C2  ;  les  points  0,  02  sont  leurs  centres  d’ortliologie  respectifs. 

Le  point  0  est  le  centre  d’homologie  des  triangles  A1B1C1, 
A2B2C2  ;  les  points  02, 0A  sont  leurs  centres  d’orthologie  respectifs. 

Les  sommets  du  triangle  A2B2C2  sont  respectivement  les  inter¬ 
sections  des  couples  de  droites 

(0A4,  04A)  (OB*,  04B)  (OC,,  04C). 

En  effet,  la  droite  s  (2)  est  l’axe  d’homologie  des  triangles 
orthologiques  ABC,  A2B2C2;  le  point  02  est  le  centre  d’ortho¬ 
logie  correspondant  au  triangle  A2B2C2.  Le  centre  d’homologie 
de  ces  triangles  est  sur  la  perpendiculaire  0201  abaissée  de  02 
surs  (2)  et  sur  l’hyperbole  équilatère  (0201ABC)  (4).  Donc  le 
point  Oj  est  le  centre  d’homologie  des  triangles  ABC,  A2B2C2 
et  le  point  0  est  par  analogie  celui  des  triangles  A1B1C1, 
A2B2C2.  il  en  résulte  que 

A2  =  (0A4,  04A)  B2  =  (OB4,  04B)  C2«e(OC4,  04C). 

Démarque.  Les  trois  triangles  ABC,  A1B1  C4,  A2B2C2  ont  un 
axe  d’homologie  commun.  Deux  quelconques  de  ces  triangles 
déterminent  le  troisième. 

7.  Les  axes  de  la  conique  Ef  associée  aux  triangles  ABC, 
A2B2C2  sont  tangents  à  la  parabole  (P)  (2)  et  sont  parallèles 
aux  asymptotes  de  l’hyperbole  équilatère  (020L  ABC)  (4).  Les 
coniques  2  et  2'  ont  donc  les  mêmes  axes.  Les  côtés  du  triangle 
ABC  et  les  perpendiculaires  correspondantes  abaissées  du 
point  0  sur  ces  côtés  déterminent  sur  chacun  de  ces  axes  trois 
couples  de  points  en  involution.  Les  éléments  doubles  de  cette 
involution  sont  des  foyers  communs  à  S  et  S'.  Ces  coniques  sont 
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donc  homofocales.  Le  centre  de  la  conique  £  est  d’ailleurs  sur 
la  directrice  de  la  parabole  (P).  Par  conséquent 

Les  coniques  associées  aux  couples  de  triangles  homologiques 
et  orthologiques 

ABC  et  AfiiCt,  AACi  et  A2B2C2,  A2B2C2  et  ABC 
sont  homofocales . 

Leur  centre  est  à  l’intersection  des  droites  joignant  les  centres 
d’orthologie  O,  01?  02  aux  orthocentres  des  triangles  correspon¬ 
dants. 

8.  I  .es  côtés  ai9  b±,  cd’du  triangle  A[J$l  Ci  et  la  droite  à  l’in¬ 
fini  <7  sont  les  polaires  du  point  Oi  relativement  aux  coniques 
homofocales  S1?  S2,  S3,  Soo  ;  £«>  désignant  les  points  cycliques 
du  plan  (3).  Le  rapport  anharmonique  des  tangentes  a 1?  b±,  c-lt 
c  de  la  parabole  (Pi)  (2)  est  donc  égal  à  celui  des  coniques 

S2,  £3,  Hoo.  Si  Hi  est  l’orthocentre  du  triangle  A^^ 
on  a  (1) 

A  O*  (ABC  H*). 

Donc 

Les  perpendiculaires  abaissées  d’un  quelconque  des  centres 
d’ orthologie  O,  Oi,  02  sur  les  côtés  du  triangle  correspondant  et 
la  droite  joignant  ce  point  à  l’orthocentre  forment  un  faisceau 
projectif  au  faisceau  des  coniques  homofocales  (S1?  S3,  S«>). 

9.  Soient  a ,  ô,  c  les  tangentes  aux  points  BJt  Ci  d'une 
conique  S  ;  si  les  normales  en  ces  points  concourent  en  un  même 
point  O  les  deux  triangles  abc ,  A^Ci  sont  homologiques  et 
orthologiques;  par  suite  (4)  le  point  O  et  le  centre  d’homo¬ 
logie  02  sont  sur  une  hyperbole  équilatère  circonscrite  au 
triangle  A^C,  et  passant  par  le  centre  de  la  conique  £  asso- 
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ciée  aux  deux  triangles  abc ,  A^C^  Cette  courbe  est  l’hyper¬ 
bole  d’Apollonius  relative  au  point  O.  Donc 

Si  a,  b,  c,  d  sont  les  tangentes  à  une  conique  2  aux  pieds 
A4,  C4,  D4  des  normales  concourant  en  un  point  O,  les  centres 

d’ homologie  des  couples  de  triangles 

(i ahc ,  AJ^Ci)  ( bcd ,  B^D*) 

( cda ,  CJ^A*)  ( dab , 

appartiennent  à  l' hyperbole  d’ Apollonius  relative  au  point  O. 

Les  axes  d'homologie  de  ces  triangles  sont  tangents  à  la  para¬ 
bole  de  Chasles  inscrite  dans  le  quadrilatère  abcd. 

Les  propriétés  suivantes  n’ont  peut-être  pas  été  remarquées  : 
Les  droites  a,  b,  c,  d  sont  les  polaires  du  point  O  par  rapport 
à  quatre  coniques  Si,  S2,  S3,  homofocales  à  S  ;  si  l'on  désigne 
par  2a i9  2a2,  2a3,  2a4  les  longueurs  d’un  même  axe  principal , 
par  F,  F'  les  foijers  communs  situés  sur  cet  axe ,  on  a 

al  +  al  +  al+al=^VF'. 

D'un  point  O  on  peut  mener  six  normales  ci  une  quadrique  2  ; 
les  plans  tangents  aux  pieds  des  normales  sont  les  plans  polaires 
de  O  par  rapport  à  six  quadriques  S4,  S2,  S3,  S4,  S5,  H6  homo¬ 
focales  à  S;  si  l'on  désigne  par  2a 4,  2a2,  2a3,  2a4,  2a5,  2a6  les 
longueurs  d'un  même  axe  principal,  par  (F,  F'),  (Fl5  F4)  les 
foyers  des  sections  principales  situés  sur  cet  axe,  on  a 

4  +  ai  +  ai  +  al  +'  a\  +  ag  =  1  (  FF?  +  FJ”  )  • 

§  2.  —  La  cubique  S. 

1 .  Notations .  —  On  désigne  par  a ,  b,  c  les  médiatrices  des 
côtés  d’un  triangle  ABC;  O  le  centre  du  cercle  circonscrit,  H 
l’orthocentre;  Ar,  B',  C'  les  points  (BC,  OA),  (CA,  O  B), 
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(AB,  OC);  (wa,  wa),  (wô,  wJ,),  (wc,  (*>')  les  centres  des  cercles  de 
rayon  nul  passant  respectivement  par  les  couples  de  points 
(B,  C),  (C,  A),  (A,  B). 

2.  Le  faisceau  de  cercles  (AB)  passant  par  les  points  A,  B 
détermine  sur  les  droites  a,  b  deux  involutions  projectives  au 
faisceau.  On  projette  ces  involutions  respectivement  des  points 
A,  B.  Les  involutions  projectives  ainsi  obtenues  engendrent  par 
les  intersections  de  leurs  couples  homologues  des  groupes  de 
quatre  points  situés  sur  une  courbe  du  troisième  ordre  2.  Un 
tel  lieu  est,  en  général,  une  quartique  binodale  quadrillée  (*)  ; 
dans  le  cas  actuel  le  cercle  dégénéré  formé  par  la  droite  à  l’infini 
et  la  droite  AB  donne  les  couples  correspondants  (AH,  AB), 
(BH,  BA);  la  droite  AB  appartient  donc  au  lieu  dont  la  partie 
proprement  dite  est  alors  une  cubique  passant  par  les  points 
A,  B,  H  :  on  voit  immédiatement  que  le  point  H  est  le  tangen- 
tiel  des  points  A,  B. 

Le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  donne  comme  points 
de  la  courbe  S  les  centres  des  cercles  tri  tangents. 


3.  Les  droites  a,  b  rencontrent  respectivement  les  côtés 
CA,  CB  aux  points  Ac,  Bc;  soit  A"  le  point  diamétralement 
opposé  à  A  sur  le  cercle  circonscrit  (O).  Ce  cercle  et  les  côtés 
opposés  (AB,  CA")  (AA",  BC)  du  quadrangle  inscrit  ABCA" 
déterminent  sur  la  droite  b  les  couples  de  points  (Z,  Z'),  (S,  oc), 
(O,  Bc)  en  involution.  Donc 

SZ.SZ'  =  SO.SBc; 


par  suite 


SA  .  SB  =  SO  .  SBC, 


et  le  cercle  ABC  passe  par  le  point  Bc  et  par  analogie  par  le 
point  Ac. 


(*)  Sur  les  quartiques  binodales  quadrillées.  (Mathësis,  1909,  p.  170.) 
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Le  cercle  ABO  du  faisceau  (AB)  (2)  conduit  au  groupe  des 
quatre  points  O,  G,  A',  B'  de  la  cubique  2. 

4.  Si  dans  la  génération  (2)  de  la  courbe  E  on  remplace  les 
éléments  (A,  a)  ou  (B,  b)  par  les  éléments  (C,  c),  la  courbe  2 
ne  change  pas.  Par  conséquent 

La  cubique  circonscrite  au  triangle  ABC,  passant  par  le 
centre  O  du  cercle  circonscrit ,  par  l’ orthocentre  H;  par  les 
centres  des  cercles  tritangents  et  par  les  points  A'  =  (BC,  OA), 
B'  =  (CA,  OB),  C  =  (AB,  OC)  a  un  triple  mode  de  géné¬ 
ration  (2)  à  l’aide  des  faisceaux  de  cercles  (AB),  (CA),  (AB). 

Les  droites  qui  projettent  d’un  point  02  de  la  cubique  S  les 
sommets  du  triangle  ABC  rencontrent  respectivement  les 
médiatrices  a,  b,  c  en  trois  points  A1,B1,C1,  tels  que 

o2a  .  OA  -  o2b  .  OA  =  02C  .  OÀ. 

5.  Les  cercles  de  rayon  nul  (wc),  (t*^)  du  faisceau  (AB)  (2) 

montrent  que 

La  cubique  2  (4)  passe  par  les  six  points  (wa,  w^),  (w6,  <*>j), 
(<V  <4)  (!)• 

6.  Les  triangles  ABC,  A1B1C1  (4)  sont  homologiques  et 
orthologiques;  le  centre  d’orthologie  correspondant  au  triangle 
ABC  est  le  point  O;  celui  du  triangle  A1BiC1  est  désigné 
par  04.  Les  trois  points  O,  0A,  02  sont  collinéaires  et  les 
points  01?  02  sont  sur  une  hyperbole  équilatère  circonscrite  au 
triangle  ABC  (§  I,  4).  Mais  le  point  O  est  le  corésiduel  des 
quatre  points  A,  B,  C,  H  de  la  cubique  2  (2,  8)  ;  01  est  donc 
un  point  de  cette  courbe.  Par  suite 

Les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  du  triangle  ABC 
respectivement  sur  les  côtés  du  triangle  A1BiC1  (4)  concourent 
au  troisième  point  d’intersection  0A  de  la  droite  002  et  de  la 
cubique  2. 
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7.  L’axe  d’homologie  des  triangles  ABC,  À1B1C1  est  normal 
à  la  droite  002  (§  I,  2)  ;  il  est  tangent  à  la  parabole  inscrite  au 
triangle  ABC  et  dont  la  directrice  est  la  droite  OH  (*). 

D’après  l’égalité  (4)  cet  axe  d’homologie  est  l’axe  radical  des 
cercles  circonscrits  aux  triangles  ABC,  A1B1C1.  Donc 

L'axe  radical  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  ABC, 
A1B1C1  (4)  est  normal  à  la  droite  002. 

Si  le  point  02  décrit  la  cubique  2,  cet  axe  radical  enveloppe 
la  parabole  inscrite  au  triangle  ABC  et  dont  la  directrice  est  la 
droite  d’Euler  de  ce  triangle. 

8.  L’égalité  (4) 

(LA  .  02 Ai  .=  02B .  OgBi 

montre  que  la  circonférence  Q2AB  est  la  transformée  inverse  de 
la  droite  A1B1.  La  tangente  au  pôle  d’inversion  ü2  à  cette  cir¬ 
conférence  est  parallèle  à  la  droite  A1B1;  elle  rencontre  la 
droite  AB  en  un  point  S  et  l’on  a 

SA . SB  =  SC)!. 

Le  point  S  appartient  donc  à  l’axe  radical  de  la  circonférence 
ABC  et  de  la  circonférence  de  rayon  nul  (02).  Par  suite 

Les  parallèles  menées  par  le  point  02  aux  côtés  du  triangle 
A1B1C1  [ou  ABC]  rencontrent  les  côtés  correspondants  du 
triangle  A  BC  [ou  A1B1C1]  en  trois  points  en  ligne  droite.  Cette 
droite  est  l'axe  radical  de  la  circonférence  ABC  [ou  A^CJ  et 
de  la  circonférence  de  rayon  nul  (02). 

9.  Les  droites  Ot  A,  C^B,  04C  rencontrent  respectivement 
les  médiatrices  a  =  0A4,  b  =  OB^  c  =  OC1  aux  points  A2, 
B2,  C2.  Les  triangles  ABC,  A2B2C2  ont  pour  centres  d’ortholo- 


(*)  M.  V.  Thébault  (N.  A.  M .),  1911,  p.  187)  donne  une  propriété  curieuse  du 
foyer  de  cette  parabole. 
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gie  respectifs  les  points  O,  02  (7).  L’axe  d’homologie  de  ces 
triangles  est  celui  des  triangles  ABC,  A1B1C1  ( Remarque  6 , 
§  I).  Cet  axe  est  l’axe  radical  des  cercles  ABC,  A2B2C2  (7). 

Les  centres  d’orthologie  des  deux  triangles  A1B1C1,  A2B2C2 
sont  respectivement  les  points  O,,  02  (§  I,  6).  L’axe  d’homolo¬ 
gie  de  ces  triangles  est  celui  des  triangles  ABC,  A1B1C1  et,  par 
suite,  l’axe  radical  des  cercles  A^Q,  A2B2C2.  On  a  donc 

OA, .  0A2  =  OB, . 0B2  =  OC, .  0C2  =  OA. 

Ainsi 

Si  01,  02  sont  deux  points  de  la  cubique  S  alignés  sur  le 
centre  0  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  les  couples  de 
droites  (02A,  01A),  (02B,  01B),  (02C,  01C)  déterminent  sur 
les  médiatrices  a,  h,  c  respectivement  les  couples  de  points 
(Ai»  A2),  (B,,  B2),  (Clf  C2). 

Les  triangles  ABC,  A1B1C1,  A2B2C2  sont  deux  à  deux  homo- 
logiques  et  orthologiques  ;  les  centres  d’ortliologie  respectifs  sont 
les  points  0,  0,,  02  de  la  cubique  I. 

Les  circonférences  circonscrites  à  ces  triangles  ont  même  axe 
radical.  Cet  axe  est  l’axe  d’Iiomologie  commun  à  ces  triangles. 

Le  centre  d’orthologie  correspondant  à  l’un  des  triangles  est 
un  centre  de  similitude  des  cercles  circonscrits  aux  deux  autres. 

On  a  l’égalité 

OA,  .  QA2  =  OB, .  0B2  =  OC, .  0C2  =  OA. 

10.  Les  tangentes  t,  t'  menées  du  point  0  à  la  parabole  (7) 
sont  rectangulaires.  La  droite  t  rencontre  la  cubique  2  en  deux 
points  0',  0'.  La  droite  t'  est  l’axe  radical  des  cercles  circon¬ 
scrits  aux  triangles  A'BX2,  A'B'C,  déduits  de  ces  points  0', 
o;  (7). 

Le  centre  de  similitude  0  de  ces  cercles  étant  sur  leur  axe 
radical  t' ,  les  deux  cercles  sont  égaux.  Donc 

Chacune  des  tangentes  menées  du  point  0  à  la  parabole 
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inscrite  au  triangle  ABC  et  ayant  pour  directrice  la  droite 
d’Euler  de  ce  triangle  rencontre  la  cubique  S  en  deux  points 
0',  0'  tels  que  les  cercles  circonscrits  aux  triangles  AgB'C', 
A'B'C [déduits  de  ces  points  (9)  sont  égaux. 

11.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  rencontre  la 
cubique  2  en  trois  points  distincts  de  A,  B,  C  :  l’un  d’eux  étant 
désigné  par  02,  les  droites  02A,  02B,  02C  rencontrent  les 
médiatrices  a,  /?,  c  respectivement  aux  points  A15  B1,  Cx.  On 
a  (5) 

02A .  OA  =  02B .  OA. 

et  la  circonférence  ABC  est  la  transformée  inverse  de  la  droite 
AjBj.  La  tangente  au  pôle  d’inversion  02  à  cette  circonférence 
est  parallèle  à  la  droite  A1B1  et  par  analogie  aux  droites  B^, 
C^.  Les  trois  points  A1?  B1?  CA  sont  donc  en  ligne  droite  et 
le  centre  d’orthologie  01  du  triangle  A1B1C1  (6)  est  à  l’infini 
sur  la  droite  Ü02  et  sur  la  courbe  2.  La  droite  A1B1C1  est  donc 
normale  à  Ü02.  Par  conséquent 

Les  directions  asymptotiques  de  la  cubique  £  menées  par  le 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  rencontrent  le  cercle 
en  des  points  de  la  courbe  £. 

Les  droites  joignant  l’un  quelconque  02  de  ces  points  aux  som¬ 
mets  du  triangle  ABC  rencontrent  les  médiatrices  a,  b,  c  en  trois 
points  Aa,  B1?  C*  situés  sur  une  droite  normale  à  la  direction 
asymptotique  0Ü2. 

Les  droites  menées  par  les  sommets  du  triangle  ABC  paral¬ 
lèlement  ci  une  direction  asymptotique  de  la  courbe  £  rencontrent 
les  médiatrices  a,  b,  c  respectivement  aux  points  A2,  B2,  C2. 
Les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  du  triangle  ABC 
sur  les  côtés  correspondants  du  triangle  A2B2C2  concourent  en 
un  point  02  du  cercle  circonscrit  ABC.  La  droite  0  02  est  paral¬ 
lèle  ci  la  direction  asymptotique  considérée.  Les  triangles  ABC, 
A2B2C 2  sont  symétriques  relativement  à  la  droite  A1B1C^. 
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12.  La  courbe  S  est  la  cubique  des  inverses  relative  au 
centre  O  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  (*).  Les  centres 
des  cercles  tritangents  forment  sur  X  un  quadruple  dont  O  est 
le  tangentiel.  La  conique  polaire  12  du  point  O  par  rapport  à  S 
passe  par  les  centres  de  ces  quatre  cercles  ;  par  les  conjugués 
harmoniques  Oa,  06,  Oc,  A*,  Ct  du  point  O  relativement  aux 
couples  de  points  (A,  A'),  (B,  B'),  (C,  C'),  (4)  (wa,  wa),  (w6,  c*^), 
(wc,  w')  (5);  elle  est  tangente  en  O  à  la  droite  OH.  Les  foyers 
de  la  conique  inscrite  au  triangle  ABC  et  ayant  pour  centre  le 
point  O  appartiennent  à  la  cubique  E  ;  les  axes  de  cette  conique 
sont  donc  des  directions  asymptotiques  de  12.  Les  points  AÉ,B*,  Ct 
sont  les  sommets  du  triangle  tangentiel  de  ABC  et  la  courbe  12 
est  l’hyperbole  de  Feuerbach  (AfBfCfO)  (**).  Par  suite 

Si  O  est  te  centre  d’un  cercle  tritangent  à  un  triangle  AtBtCt; 
A ,  B ,  C  les  points  de  contact ,  l’ hyperbole  de  Feuerbach 
(AtBtCtO)  passe  par  les  centres  des  cercles  tritangents  au 
triangle  ABC.  Elle  est  tangente  en  O  à  la  droite  d’Euler  du 
triangle  ABC.  Si  l’on  désigne  par  AC  B',  C'  respectivement  les 
points 

(OA,  BC),  (OB,  CA),  (OC,  AB), 

l’hyperbole  de  Feuerbach  passe  par  les  conjugués  harmoniques 
du  point  O  relativement  aux  couples  (A,  A'),  (B,  B'),  (C,  C'). 

Ses  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  de  la  conique  inscrite 
au  triangle  ABC  et  ayant  pour  centre  le  point  O. 

13.  Si  I  est  le  centre  d’un  cercle  tritangent  au  triangle  ABC, 
on  peut  choisir  (6)  0A  =  ()2  =  ï;  le  triangle  A1B1C1  (6)  est 
inscrit  dans  le  cercle  ABC.  Par  suite 

Si  I  est  le  centre  d’un  cercle  tritangent  au  triangle  ABC,  les 


(*)  Boutin,  Journal  de  mathématiques  spéciales,  1889,  p.  265.  —  Weber,  Nouvelles 
annales  de  mathématiques.  Paris,  1906,  p.  61.  —  Weill,  N.  A.  M .,  1880,  p.  259.  — 
Fontené,  N.  A .  M.,  1905,  p.  504;  1906,  p.  55.  —  Thébault,  N.  A.  M.,  1919, 
p.  472.  —  Goop.machtigh,  Mathesis,  1914,  p.  122. 

(**)  J.  Neuberg,  Mathesis.  1893,  pp.  81-89. 
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droites  AI,  BI,  CI  rencontrent  une  seconde  fois  le  cercle  ABC 
en  trois  points  A4,  Bx,  Cx  tels  que  l’axe  d’homologie  des 
triangles  ABC,  A1B1C1  est  normal  à  la  droite  01  et  tangent  à 
la  parabole  inscrite  au  triangle  ABC  et  ayant  pour  directrice  la 
droite  d’Euler  OH  du  triangle  ABC. 

14.  Si  A,  B,  l\l  sont  trois  points  d’une  courbe  du  troisième 
ordre  quelconque  T,  la  circonférence  décrite  sur  AB  comme  dia¬ 
mètre  rencontre  la  courbe  en  quatre  autres  points  Xx,  X2,  X3,  X4. 
Les  droites  AM,  BM  rencontrent  une  seconde  fois  cette  circon¬ 
férence  aux  points  pa,  ;  et  les  droites  Ap6,  Btma  se  coupent  en 
un  point  M\  Les  droites  AB,  MM'  sont  rectangulaires  et  les 
points  M,  M'  sont  conjugués  au  cercle  (AB).  Par  suite,  si  le 
point  M  est  mobile  sur  la  courbe  T,  le  point  M'  décrit  une 
quartique  A  ayant  pour  points  doubles  les  points  A,  B  et  passant 
par  les  points  X4,  X2,  X3,  X4.  Les  courbes  T  et  A  ont  donc  deux 
couples  de  points  communs  (C,  H),  (G ,  H')  conjugués  au 
cercle  (AB)  et  les  droites  CH,  CAL  sont  normales  à  AB.  Par 
conséquent 

Deux  points  A,  B  choisis  arbitrairement  sur  une  courbe  quel¬ 
conque  du  troisième  ordre  T  sont  les  sommets  de  deux  triangles 
ABC,  ABC'  inscrits  dans  la  cubique  et  dont  les  orthocentres  Ii, 
H'  sont  situés  sur  F. 


15.  Des  raisonnements  analogues  à  ceux  du  numéro  (()) 
montrent  que  l’on  a  la  propriété  : 

On  considère  un  triangle  ABC  inscrit  dans  une  courbe  du 
troisième  ordre  T  et  dont  l’orthocentre  H  est  un  point  de  cette 
cubique.  Du  corésiduel  0  des  quatre  points  A,  B,  C,  H,  on 
abaisse  les  perpendiculaires  a,  b,  c  sur  les  côtés  du  triangle 
ABC.  Les  droites  projetant  d’un  point  02  de  la  courbe  les  som¬ 
mets  du  triangle  ABC  rencontrent  respectivement  les  droites  a, 
b,  c  aux  points  Ax,  B4,  C1  tel  que  les  perpendiculaires  abaissées 
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des  points  A,  B,  G  sur  les  côtés  du  triangle  A1B1C1  concourent 
au  troisième  point  01  de  la  courbe  Y  situé  sur  la  droite  002. 

Corollaire.  —  Si  ia  droite  002  est  une  direction  asympto¬ 
tique,  le  point  02  à  distance  finie,  les  trois  points  A*,  Bl5  Ci 
sont  sur  une  droite  normale  à  cette  direction. 


Astronomie.  —  Observation  d’un  bolide  à  Bruxelles, 

par  Paul  STROOBANT,  membre  de  l’Académie. 

Le  24  mars  à  9h3m  (temps  de  Greenwich),  j’ai  observé 
un  bolide  dont  les  points  d’apparition  et  de  disparition  avaient 
approximativement  les  coordonnées  suivantes  : 

(  a  ==  13h50m 
Apparition  j  s  _  +  g6o 

(  a  =  14h40" 

Disparition  .  j  g  _  +  24o. 

SI  se  dirigeait  lentement  de  la  queue  de  la  Grande  Ourse  vers 
l’étoile  Arcturus;  il  a  mis  environ  3  secondes  pour  décrire 
sa  trajectoire.  Celle-ci  a  présenté  une  sinuosité  bien  marquée 
aux  deux  tiers  environ  de  sa  course.  Le  météore  a  éclaté  à  28° 
de  hauteur,  environ,  au-dessus  de  l’horizon;  son  éclat,  à 
ce  moment,  était  très  vif,  supérieur  à  celui  de  Vénus. 

Au  moment  de  l’explosion,  dont  on  n’a  pas  perçu  le  bruit,  il 
a  présenté  une  coloration  très  accentuée  :  blanc,  bleu  et  rouge, 
principalement. 

Il  a  laissé,  dans  la  dernière  partie  de  sa  trajectoire,  une 
traînée  qui  a  disparu  au  bout  de  quelques  secondes. 
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Séance  du  mardi  3  mai  1921. 


M.  A.  CesÀro,  directeur  de  la  Classe,  président  de  l'Académie. 

Sont  présents  :  MM.  A.  Lameere,  vice-directeur  ;  Ch.  Lagrange, 
J.  Deruyts,  J.  Neuberg,  A.  Gravis,  Max  Lohest,  Fr.  Swarts, 
Jean  Massart,  A.  Demoulin,  A.  Rutot,  Y.  Willem,  P.  Stroobant, 
Ch.  Julin,  G.  Lecointe,  L.  Crismer,  E.  van  Aubel,  membres; 
Th.  De  Donder,  Paul  Fourmarier,  correspondants ;  G. -A.  Bou- 
lenger,  associé ,  et  le  Secrétaire  perpétuel. 

Absences  motivées  :  MM.  Fredericq,  de  Bemptinne  et  Mar¬ 
chai,  membres;  Stuyvaert,  correspondant. 

M.  ie  Directeur  adresse  les  félicitations  de  la  Classe  aux 
membres  associés  et  correspondants  suivants  promus  ou  nommés 
dans  l’Ordre  de  Léopold  :  MM.  L.  Fredericq,  Grand-Officier; 
Deruyts,  Gravis  et  Neuberg,  Commandeurs  ;  de  Hemptinne  et 
Massart,  Officiers;  Boulenger,  De  Donder  et  Dony,  Chevaliers; 
ainsi  qu’à  MM.  Lameere,  Servais  et  Grégoire,  respectivement 
promus  Commandeurs  et  Officier  de  l’Ordre  de  la  Couronne. 
(. Applaudissements .) 

Au  nom  de  ses  Confrères,  M.  Deruyts  remercie. 

CORRESPONDANCE. 

M.  le  Ministre  des  Sciences  et  des  Arts  fait  parvenir  une 
copie  de  l’arrêté  royal  du  4  avril  1921,  autorisant  le  Gou¬ 
vernement  à  accepter  pour  l’Académie  une  donation  de 
M.  Jacques  Deruyts,  consistant  en  un  capital  de  6,200  francs, 
destiné  à  accroître  la  Fondation  constituée  pour  perpétuer  la 
mémoire  de  François  Deruyts. 
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Séance  du  5  mai  1921. 


La  Ligue  Nationale  Belge  contre  la  tuberculose  demande  à 
recevoir  la  suite  des  publications  qui  étaient  adressées  à  la 
Société  Royale  de  Médecine  publique  de  Belgique,  récemment 
dissoute.  La  Classe  regrette  de  ne  pouvoir  donner  une  suite 
favorable  à  cette  demande. 

HOMMAGES  D’OUVRAGES, 

Éléments  de  Biologie  générale  et  de  Botanique,  t.  I,  fasc.  2., 
par  Jean  Massart. 

La  Bible.  Un  Miracle ,  par  Charles  Lagrange. 

La  structure  de  la  matière.  Rapports  et  discussions  du 
Conseil  de  Physique,  offert  par  l'Institut  international  de 
Physique  Solvay,  présenté  par  M.  Edm.  van  Aubel,  qui  prononce 
les  paroles  suivantes  : 

cc  Au  nom  de  la  Commission  administrative  de  l’Institut  inter¬ 
national  de  Physique  Solvay,  j’ai  l’honneur  de  faire  hommage 
à  l’Académie  du  volume  contenant  les  rapports  et  discussions 
du  Conseil  de  Physique  qui  s’est  tenu  à  Bruxelles  au  mois 
d’octobre  1913.  Cet  ouvrage,  qui  vient  de  paraître,  traite  de  la 
structure  de  la  matière  et  renferme  d’importants  mémoires 
de  Mme  Curie,  J. -J.  Thomson,  Laue,  W.-H.  Bragg,  Sommerfeld, 
Rarlow  et  Pope,  M.  Brillouin,  Voigt,  Grüneisen  et  Wood.  » 

COMITÉ  SECRET. 

La  Classe  entend  l’exposé  des  titres  des  candidats  présentés 
pour  les  places  vacantes. 

RAPPORTS. 

1°  Sur  une  communication  de  M.  P.  Rasiau,  intitulée 
«  Considération  sur  le  mouvement.  Utilisation  et  transmission 
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des  énergies  naturelles  ».  M.  de  Hemptinne,  rapporteur,  pro¬ 
pose  le  dépôt  aux  archives;  ce  dépôt  est  voté  ; 

2°  Sur  le  travail  de  M.  Vanderlinden  :  «  Le  champ  gravifique 
d’une  sphère  électrisée  ».  Conformément  aux  conclusions  du 
rapporteur,  M.  De  Donder,  le  travail  paraîtra  dans  le  Bulletin 
de  la  séance. 


TRAVAUX  A  L’EXAMEN. 

Théorèmes  sur  les  intersections  des  courbes  algébriques  planes 
se  rapportant  à  la  proposition  de  Caijley-Bacliarach  et  au  cas 
d’exception  correspondant ,  par  L.  Casteels.  —  Renvoi  à 
MM.  Demoulin  et  Deruyts. 


f 


PRIX  PERPÉTUELS  (i). 


PRIX  CHARLES  LEMAIRE  (1,800  fr.). 

(Douzième  période  :  1er  juillet  1920  au  30  juin  1922.) 

Destiné  à  l’auteur  du  meilleur  mémoire  publié  sur  des  ques¬ 
tions  relatives  aux  travaux  publics. 

La  Classe  considérera  comme  questions  relatives  aux  travaux 
publics  :  a)  tout  d’abord  et  de  préférence  les  expériences  et  les 
œuvres  pratiques  se  rattachant  directement  à  l’art  et  à  la  science 
de  l’ingénieur;  b)  puis,  et  subsidiairement,  les  recherches  théo- 


P)  Les  programmes  des  prix  perpétuels,  avec  leurs  développements,  ainsi  que 
ceux  des  concours  annuels,  sont  déposés  au  secrétariat  de  l’Académie  (Palais  des 
Académies),  rue  Ducale,  1,  à  Bruxelles,  où  les  intéressés  peuvent  les  demander. 

Le  montant  des  sommes  annoncées  pour  les  prix  n’est  donné  qu'à  titre  d’indica¬ 
tion  subordonnée  aux  variations  du  revenu  des  fondations. 
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riques  sur  la  résistance  des  matériaux,  sur  la  stabilité  des  con¬ 
structions,  sur  l’hydraulique. 

La  Classe  admettra  aussi  comme  concurrents  ceux  qui  signa¬ 
leront  leurs  études,  leurs  expériences,  leur  pratique  concernant 
les  mêmes  objets,  par  un  simple  rapport  bref  et  précis. 


PRIX  ÉDOUARD  MAILLY  (1,800  fr.). 

(Sixième  période  quadriennale  :  1920-1923.) 

Destiné  au  savant  belge  ou  naturalisé  qui  aura  fait  faire  quel¬ 
que  progrès  à  l’astronomie,  ou  aura  contribué  à  répandre  le 
goût  et  la  connaissance  de  cette  science  dans  le  pays. 


PRIX  LOUIS  MELSENS  (2,000  fr.). 

(Quatrième  période  :  1er  juillet  1920  au  30  juin  1924.  ) 

Destiné  à  l’auteur  belge  ou  naturalisé  du  travail  le  plus  remar¬ 
quable  se  rapportant  à  la  chimie  ou  à  la  physique  appliquées. 


PRIX  CHARLES  LAGRANGE  (1,700  fr.). 

(Quatrième  période  :  30  juin  1920  au  30  juin  1924.) 

Destiné  à  l’auteur  belge  ou  étranger  du  meilleur  travail 
mathématique  ou  expérimental  constituant  un  progrès  important 
dans  la  connaissance  mathématique  de  la  Terre. 


228  — 


Prix  perpétuels. 


PRIX  DE  SÉLYS  LONGCHAMPS  (3,000  fr.). 

(Troisième  période  quinquennale  :  1er  mai  1921  au  1er  mai  1926.) 

Destiné  à  l’auteur  belge  ou  étranger  du  meilleur  travail  ori¬ 
ginal  portant  sur  l* ensemble  ou  sur  une  partie  de  la  faune  belge. 

Le  prix  pourra  être  décerné  à  un  travail  traitant  d’une  faune 
antérieure  à  la  faune  actuelle,  dans  le  cas  où  aucun  des  mémoires 
ayant  celle-ci  pour  objet  ne  mériterait  le  prix. 


PRIX  THÉOPHILE  GLUGE  (1,300  fr.) 

(Septième  période  biennale  :  1921-1922.) 

Destiné  a  l’auteur  belge  ou  étranger  du  meilleur  travail  de 
physiologie. 


PRIX  FRANÇOIS  DERUYTS  (1,300  fr.). 

(Troisième  période  quadriennale  :  1er  mai  1910  au  1er  mai  1914, 
prorogée  au  1er  mai  1922.) 

Destiné  au  savant  ou  au  groupe  de  savants  qui  aura  fait  faire 
quelque  progrès  à  la  géométrie  supérieure  synthétique  ou  ana¬ 
lytique. 


PRIX  LEO  ERRERA  (2,300  fr.). 

(Troisième  période  triennale  :  1920-1922.) 

Destiné  à  Fauteur  ou  aux  auteurs  belges  ou  étrangers  du 
meilleur  travail  original  de  biologie  générale. 
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PRIX  ÉMILE  LAURENT  (1,200  fr.). 

(Cinquième  période  quadriennale  :  1913— d 916,  prorogée  au  31  décembre  1921. 
j Flore  du  Congo.  —  Voir  1°  ci-dessous.) 

(Sixième  période  quadriennale  :  1920-1923. 

\ Botanique .  —  Voir  2°  ci-dessous.) 

Ce  prix  biennal  est  décerné  alternativement  : 

1°  A  Fauteur  belge  ou  aux  auteurs  belges  du  meilleur  travail 
relatif  à  l’étude  de  la  Flore  ou  des  productions  végétales  du 
Congo  belge  (y  compris  les  travaux  d’anatomie  et  de  physiologie 
des  plantes  congolaises J  ; 

2°  A  Fauteur  belge  ou  aux  auteurs  belges  du  meilleur  travail 
relatif  à  la  botanique ,  y  compris  ses  applications  agricoles  et 
horticoles  (à  h  exclusion  des  travaux  visés  par  le  1°). 


PRIX  AUGUSTE  SACRÉ  (5,500  fr.) 

(Deuxième  période  :  1er  août  1912  au  31  juillet  1918,  proiogée  au  31  juillet  1922. 

Destiné  à  Fauteur  belge  de  l’invention  apportant  un  réel  et 
important  progrès  dans  le  domaine  de  la  mécanique  se  rappor¬ 
tant  à  ri  importe  quelle  industrie.  Ce  prix  pourra  également  être 
donné  à  l’auteur  belge  de  tout  ouvrage  de  mécanique  renfermant 
des  théories  nouvelles  et  de  réelle  valeur  relatives  à  cette  science. 


PRIX  P.  J.  et  Éd.  VAN  BENEDEN  (3,400  fr.). 

(Première  période  :  1er  janvier  1921  au  31  décembre  1923.) 

Destiné  tous  les  trois  ans  à  Fauteur  ou  aux  auteurs  belges  ou 
étrangers  du  meilleur  travail  original  d’embryologie  ou  de  cyto¬ 
logie,  manuscrit  ou  publié  pendant  la  période. 
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PRIX  LAMARCK  (1,500  fr.). 

(Fondation  Paul  Pelseneer.) 

(Première  période  :  l«r  janvier  1914  au  31  décembre  1918, 
prorogée  au  31  décembre  1923.) 

Destiné  tous  les  cinq  ans  à  couronner  les  travaux  morpholo¬ 
giques  publiés  en  langue  française  et  portant  sur  un  groupe 
zoologique  quelconque,  l’espèce  humaine  comprise. 

Le  Prix  sera  décerné  à  l’auteur  dont  l’ensemble  des  travaux 
aura  apporté  le  plus  de  faits  et  d’éclaircissements  nouveaux 
relativement  à  l’évolution  du  règne  animal  ou  à  la  phylogénie 
zoologique.  Une  peut  être  partagé. 


FONDATION  AGATHON  DE  POTTER. 

(Première  période  :  1er  janvier  1919  au  31  décembre  1921.) 

Les  revenus  de  la  Fondation  de  Potter  sont  destinés  : 

1°  Pour  la  moitié,  à  subsidier  des  recherches  ou  des  voyages 
scientifiques  ou  la  publication  de  travaux  originaux  d’astrono¬ 
mie,  de  mathématiques,  de  physique,  de  chimie,  de  sciences 
minérales,  de  biologie  animale  et  végétale. 

2°  Pour  les  trois  dixièmes,  à  récompenser  des  travaux  origi¬ 
naux  relatifs  à  Lune  des  sciences  précitées.  (Prix  triennaux 
Agatbon  De  Potter  :  voir  ci-dessous.) 

3°  Pour  les  deux  dixièmes,  à  récompenser  des  découvertes  de 
nature  à  améliorer  les  conditions  de  travail  dans  les  industries 
dangereuses  ou  à  encourager  des  recherches  à  entreprendre  dans 
ce  but. 
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Les  demandes  de  subsides  et  les  travaux  destinés  aux  concours 
doivent  être  adressés  au  Secrétariat  de  l’Académie  royale  de 
Belgique,  Palais  des  Académies,  à  Bruxelles. 

La  Commission  de  la  Fondation  se  réunit  chaque  année,  au 
début  de  mars  et  d’octobre. 


PRIX  TRIENNAUX  AGATHON  DE  POTTER. 

(Échéance  :  31  décembre  1921.) 


4,500  francs 
4,500  » 

4,500  » 

4,500  » 

3,750  » 

3,000  » 

2,250  » 


Sciences  mathématiques 
Physique  .... 

Chimie . 

Sciences  minérales. 
Biologie  animale  . 
Biologie  végétale  . 
Astronomie. 


PRIX  JEAN-SERVAIS  STAS. 


Conformément  à  la  proposition  du  Comité  qui  a  publié  les 
Œuvres  de  J. -S.  Stas,  la  Classe  offrira,  en  séance  publique,  un 
exemplaire  de  ces  œuvres  aux  jeunes  gens  qui  ont  subi  dans  le 
courant  de  l’année,  avec  la  plus  grande  distinction,  l’examen 
légal  de  docteur  en  sciences  chimiques  dans  l’une  des  quatre 
Universités  du  pays  ou  devant  le  Jury  central 
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Géométrie.  —  Sur  un  élément,  analogue  à  la  courbure 
en  un  point  extérieur  à  une  courbe  algébrique  plane, 


par  M.  STUYVAERT,  correspondant  de  l’Académie. 

Soient  : 

cn  une  courbe  algébrique  plane  d’ordre  n; 

0  un  point  du  plan,  non  situé  sur  cn  ; 
p  la  droite  polaire  de  0  et  S  la  distance  de  O  h  p; 

Plf  P2,  P3,  ...,  Pn  les  intersections  de  la  droite  indéfinie  8 
avec  cn,  E1?  E2,  E3,  ...  En  les  intersections  de  cn  avec  la  paral¬ 
lèle  menée  par  O  à  p. 

Appelons  courbure  en  O  et  représentons  par  ~  la  quantité 


28  y  1 
n  ^  OE.OE/ 


En  vertu  de  la  propriété  connue  de  la  droite  polaire,  on  a 


n  y  1  SOP1.OP2...OPn_1 

8  ^üP,  OP1.OP2.OP3...OPw’ 

d’autre  part,  on  a 


1  EOE1.OE2...OEn_2 

^  OEfOE7  ~  OEa  .  0E2 .  0E3 ...  0En  ’ 

d’où 

1  <aOP1.OPs.OP3...OPw  w  SOE1.OE2...OEw_2 
p„  “  "  OEj.OE2.OE3...  OE„  X  SOP,.  0P2...  OPw_j‘ 

La  première  fraction  du  second  membre  est  constante,  quel 
que  soit  O,  pourvu  que  les  directions  de  8  et  de  p  soient  conser¬ 
vées  (en  vertu  d’un  théorème  de  Newton).  Étudions  la  seconde 
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fraction,  quand  0  s’achemine  vers  un  point  A  de  la  courbe  cn 
tout  en  conservant  la  même  direction  de  droite  polaire  p  (le  point 
O  se  meut  donc  sur  la  première  polaire  du  point  à  l’infini  de  p)  : 
deux  des  segments  OE,  et  OEy,  par  exemple  OE4  et  OE2,  tendent 
vers  zéro  ;  il  en  est  de  même  d’un  des  segments  figurant  au  déno¬ 
minateur,  OP1  par  exemple.  De  sorte  que  si  la  tangente  en  A 
coupe  encore  cn  aux  points  T3,  T4,  ...  Tn  autres  que  A  et  si  la 
normale  en  A  coupe  encore  cn  en  N2,  N3,  ...  Nn,  tandis  que  les 
parallèles  menées  du  point  extérieur  quelconque  O,  respective¬ 
ment  à  cette  tangente  et  à  cette  normale,  coupent  cn  en  E4,  E2, 
...  En  et  en  P4,  P2,  ...  Pn,  on  pourra  écrire 

1  =2  0PA.0P2...0Pn  AT3 .  AT4 . . .  ATn 

pA  OEd .  OE2 ...  OEw  X  AN2 .  AN3 ...  ANn* 

Mais  c’est  là  l’expression  de  la  courbure  ordinaire  de  la 
courbe  cn  en  son  point  A  (voir  Demoulin,  Sur  diverses  consé- 
quences  du  Théorème  de  JSeivton ,  Mém.  in-8°,  Acad,  royale  de 
Belgique,  1891). 

Donc  notre  définition  généralisée  de  la  courbure  se  confond 
avec  la  définition  habituelle  quand  le  point  considéré  est  sur  la 
courbe. 


Reprenons  le  point  O  extérieur  à  la  courbe  cn;  soit  c2  sa 
conique  polaire;  p  est  aussi  la  droite  polaire  de  O  relative  à  c2, 
et  par  suite  B  est  aussi  la  distance  de  O  à  cette  polaire.  La  paral¬ 
lèle  menée  de  O  à  p  coupe  c $  en  ¥±  et  F2  ;  or  on  sait  que 

^  1  n(n —  1)  1 

^  OEi .  OE,  =  1.2  ’  ÔF1.  OF2; 


donc 


1 

Po 


2B 

=  —  X 
n 


n(n  —  1) 

1.2 


1  28  w  1 
OFj .  OF2  ('”  2  X  0Ft .  OF2 


c’est-à-dire  que  la  courbure  de  cn  en  un  point  O  vaut  n — 1  fois  la 
courbure,  en  ce  point,  de  sa  conique  polaire. 
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Cette  propriété  est  connue  quand  le  point  est  sur  la  courbe. 

Soient  x  et  y  deux  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires 
et  introduisons,  pour  l’homogénéité,  une  troisième  coordonnée 
z=-{  ;  écrivons  l’équation  d’une  conique 

c2  =  ax 2  +  by2  +  cz2  +  2  fyz  +  %gzx  +  2  hxy  =  0 


et  cherchons  sa  courbure  en  un  point  quelconque  O  (x1 ,  y\  z'). 
La  droite  polaire  de  O  est 

dCo  dc2  de» 

p^xM  +  yw  +  z^0’ 

la  distance  de  O  à  cette  droite  est 


8  = 


,  de2  ,  dc2  ,  dec 

x'-+y^  +  z 


dx’ 


dz' 


V(S),+ 


2cz(a',  ÿ',  z') 


La  parallèle  g  menée  de  O  à  p  a  pour  équation 

,  dc2  ,  ,  fx  dc2  ,  fN  dc2 


dz' 


üc2  dc2  dc2  „  .... 

^æM  +  ydï  +  zdï-^{x’y’z)=0- 

Elle  coupe  c2  en  deux  points  équidistants  de  O;  donc  en  deux 
points  F1  et  F2  tels  que  l’on  a 

OF4.OF2  =  —  ÔFf. 


Il  suffit  donc  de  représenter  par  x ,  y,  z  l’un  de  ces  deux  points 
et  de  calculer 


1 


1 


of4.  of2 


O  —  x’)2  +  ( y  —  y'f 
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sachant  que  le  point  x ,  y,  z,  satisfait  à  la  fois  aux  équations 
c2  =  0  et  g  =  0.  Or 

c2(x  —  x',  y  —  y1,  z  —  z')  =  c2{x,  y,z)—p  +  c2(x'f  y z'), 

et  comme  on  a  c2  ( x ,  y,  z)  —  0,  et  z  —  z'  =  0  et,  à  cause  de 
9  =  0, 

p  =  2 c2(x',  y',  z’), 

la  dernière  équation  devient  successivement 

f2(Æ  —  x',  y  —  y',  z  —  z')  =  —  c2(x',  y',  z' ), 
a(x  —  xJ  +  b  (y  —  y’f  +  2  h(x  —  x')  ( y  —  y1)  - c2(x',  y',  z')  ; 

mais  l’équation  g  =  0  peut  s’écrire 

dc2 

dy' 

et  la  substitution,  dans  l’égalité  précédente,  donne 


,l  (  b\ 

\dy'J 


' dc2\ 2 


■2  h 


/  dc2  dc2\ 
\dx'  dy'J 


(x  —  x 'f  =  —  c2(x',  y',  z')( 


On  détermine  d’une  manière  analogue  (y — y’)2  et  l’on  en  déduit 


1 


aw)  +  b{ 


'  dc2\2 


-U  —  — 
dx ’  dy’ 


{x  —  xJ  +  (y  —  y’)2 


c2(x\  y',  z ') 


Finalement  la  courbure  en  O  de  la  conique  c2  est 


(1) 


-  =  2  • 
ra 


+  b\ 


o)i  dc2  dc2 
" 1  dx*  dy' 


f  dc2\2  f  dc2 
<dx'J 
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en  un  point  extérieur  à  une  courbe  algébrique  plane. 


ou  encore,  puisque 


(2) 


1 

r0 


2«  2  b  =  pï 

dx’2  dy’2 


d2Cz  f  dc2\z  dfyi  f dc2\2 _ ^ 

dx'2  \dy' )  dy'2  \dx’ J 


2/?,= 

d2c2 

dx'dy' 

d2c2 

f  dc^\ 

dx'dy' 

\dx'J 

fdçX  T/. 

+  W/J 


Nous  allons  établir  que  cette  formule  s’applique  à  une  courbe 
algébrique  quelconque  cn. 

Soit 

(  d  d  d\2 

l’équation  de  la  conique  polaire  du  point  O  (x1  y'  z')  relative¬ 
ment  à  cette  courbe  cn  \  soient  i  et  i  respectivement  la  courbure 
en  O  de  la  courbe  cn  et  de  la  conique  c2.  Nous  avons  vu  plus 
haut  que 


(3) 


1  t 

-  =  (n-1)-. 
Po  ro 


Mais,  d’autre  part,  on  a  visiblement 


dc2  A  ,  d2cn  „  f  d2cn  „  ,  d2cn 

_ f  —  "  I  0 !)y!  n  I  Ç)zl  n 

dx'  dx'2  “  dx'dy'  "  dx'dz' 


~  ,  ,  d  ,  d  ,  d\  dcn  /w  .  ,  N  dcn 


dx' 


et  pareillement 

dc9 


n,  .  de  f,  dco 


et  comme,  évidemment, 


d2c2 

cte'2 


»  etc., 
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M.  Stuyvaert.  Élément ,  analogue  à  la  courbure , 


en  substituant  dans  l’égalité  (2)  et  tenant  compte  de  l’égalité  (3), 
on  trouve 


(4) 


1 

Po 


d2Cn  fdCn\2  d?Cn  f^n\_  g  &Cn  édc^\  édc^\ 
dx'2  \dy'J  dy'2  \dx'J  dx'dy1  \dx'J  \  ly'J 


Lorsque  le  point  est  sur  la  courbe,  cette  formule  est  connue  ; 
nous  l’avons  signalée  notamment  dans  une  note  Sur  ta  courbure 
des  lignes  et  des  surfaces.  (Mém.  in-8°  de  l'Académie  royale  de 
Belgique,  1897.) 

L’équation  (4),  en  y  considérant  p0  comme  une  constante  et 
x' ,  y'  comme  les  variables,  représente  te  lieu  des  points  de  cour¬ 
bure  donnée.  Après  élévation  au  carré  pour  faire  disparaître  les 
radicaux,  on  trouve  que  son  degré  est  6w — 6* 

Le  lieu  des  points  de  courbure  infinie  a  pour  équation 

dcn  .  dtn 
—  =  ±î  — 
dx'  dy' 

et  se  compose  de  deux  courbes  imaginaires  ayant  pour  seuls 
points  réels  les  (n — l)2  points  dont  la  droite  polaire  est  à  l’infini 
et  qui  annulent  et  mais  pour  ces  points  le  numérateur 
de  la  valeur  de  —  est  nul  aussi  et  la  courbure  est  indéterminée. 

po 

Ceci  résulte  aussi  de  la  définition  initiale  de  la  courbure  généra¬ 
lisée;  car,  si  un  point  a  pour  droite  polaire  la  droite  de  l’infini, 
la  parallèle  à  sa  droite  polaire  est  indéterminée  en  direction. 

Chacun  des  ( n — l)2  points  qui  a  pour  droite  polaire  la  droite 
de  l’infini  est  visiblement  un  point  quadruple  sur  les  courbes 
représentées  par  l’équation  (4). 

Dans  le  cas  des  coniques  il  n’y  a  qu’un  point  pareil,  savoir 
le  centre  de  la  courbe. 
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en  un  point  extérieur  à  une  courbe  algébrique  plane. 


Le  lieu  des  points  de  courbure  nulle  se  représente  en  égalant  à 
zéro  le  numérateur  du  second  membre  de  l’équation  (4).  C’est 
une  courbe  de  l’ordre  3 n  —  4  ayant  pour  points  doubles 
les  (n — l)2  points  qui  ont  la  droite  de  l’infini  pour  droite 
polaire;  dans  le  cas  des  coniques,  cette  courbe  est  le  système 
des  deux  asymptotes. 

On  peut  établir  ce  dernier  fait  en  partant  de  notre  définition 
initiale  de  la  courbure  généralisée.  Si  la  courbure  est  nulle  en 
un  point  O  relativement  à  une  conique  proprement  dite,  ce  point 
ne  peut  être  sur  la  courbe,  car  on  sait  qu’en  tout  point  d’une 
conique  la  courbure  est  différente  de  zéro.  Ce  point  O  n’est  donc 
pas  sur  sa  droite  polaire  et  la  distance  d  à  .cette  droite  n’est  pas 
nulle  ;  la  droite  menée  par  O  parallèlement  à  cette  polaire  doit 
rencontrer  la  courbe  en  deux  points  équidistants  de  O  et  l’un 
de  ces  segments  doit  être  infini,  donc  aussi  l’autre.  Les  asymp¬ 
totes  d’une  conique  constituent  donc  le  lieu  des  points  de  cour¬ 
bure  nulle. 

D’autre  part  on  sait  que  pour  une  conique 

c2  =  ax2  +  by 2  +  cz2  +  2fyz  -f  %gæz  +  %hxy  =  0 
l’équation  des  asymptotes  peut  s’écrire 


(. h 2  —  ab)  c2  —  kz2  =;  0, 


A  étant  le  discriminant  de  la  courbe. 

Soit  à  présent  une  courbe  quelconque  cn.  Le  lieu  du  point  de 
courbure  nulle  est  évidemment  le  lieu  du  point  O  (x' ,  y' ,  z') 
situé  sur  une  asymptote  de  sa  conique  polaire 
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Les  asymptotes  de  cette  courbe  sont  représentées  par 


d?cn  d*cn 

f  d 

d 

dx 12  dy’\ 

V  dx’ 

+  VTy' 

d~cn 

d2cn 

d2cn 

dx 12  dx’dy' 

dx’dz ’ 

d2cn 

à-e-n 

d2cn 

dx'dy' 

dy'* 

dy'dz' 

dHn 

d2cn 

d2cn 

dx'dz'  dy'dz’ 

dz’2 

Pour  exprimer  que  ie  point  O  est  sur  une  de  ces  asymptotes, 
il  faut  remplacer  x,  y,  z  par  x' ,  y' ,  z'  ;  mais  alors  le  second  fac¬ 
teur  du  premier  terme  devient  identique  à  n  (n —  i)  cn  et,  le 
déterminant  facteur  de  z2  étant  le  hessien  H  de  la  fonction  cn,  on 
trouve,  pour  le  lieu  des  points  de  courbure  nulle  (en  suppri¬ 
mant  les  accents  désormais  inutiles), 


(5) 


n  (n  —  1  ) 


à2cn 

dx2 


dZ(‘n 

df. 


cn  —  z2H  =  0. 


On  peut  vérifier  que  le  premier  membre  de  cette  équation  est, 
à  un  facteur  constant  près,  le  numérateur  du  second  membre  de 
l’égalité  (4). 

Sous  cette  nouvelle  forme  (5),  on  voit  que  le  lieu  des  points 
de  courbure  nulle  passe  par  les  points  de  rencontre  de  la 
courbe  cn  avec  sa  hessienne  H,  c’est-à-dire  par  les  points 
d’inflexion  de  cn  (ce  qui  était  évident  a  priori)  et  aussi  par  les 
points  où  la  hessienne  H  coupe  la  courbe 


f  d2cn  V  d2cn  d2cn q 

\dxdy J  dx2  dy 2 

enveloppe  des  secondes  polaires  des  points  de  l’infini. 
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en  un  point  extérieur  à  une  courbe  algébrique  plane. 


La  courbure  généralisée,  telle  que  nous  l’avons  définie  et  cal¬ 
culée,  ne  dépend  que  des  dérivées  premières  et  secondes  du  pre¬ 
mier  membre  de  l’équation  de  la  courbe  prise  par  rapport  à  æ  et 
à  y.  Donc  le  terme  en  zn  de  cette  équation  est  sans  influence  sur 
cette  courbure,  et  c’est  le  seul.  Ou  bien  encore,  en  un  point 
fixe  O,  arbitrairement  choisi,  toutes  les  courbes  dont  l’équation 
ne  diffère  que  par  le  terme  indépendant  de  x  et  de  y  ont  la  même 
courbure.  Ou  enfin,  toutes  les  courbes  du  faisceau 

cn  +  kzn  =■  0 

ont  même  courbure  en  tous  les  points  du  plan. 

Par  suite  on  peut  définir  la  courbure  généralisée  d’une 
courbe  cn  en  un  point  quelconque  O,  la  courbure  ordinaire,  en 
ce  même  point  O,  de  la  courbe  du  faisceau  précédent  qui  passe 
par  le  point  en  question. 

En  d’autres  termes,  les  coordonnées  cartésiennes  d’un  point 
d’une  courbe  cn  rendent  le  premier  membre  de  son  équation  égal 
à  zéro ;  les  coordonnées  d’un  autre  point  donnent  à  ce  même 
polynôme  une  valeur  non  nulle  p  par  exemple;  le  lieu  des  points 
pour  lesquels  p  conserve  la  même  valeur  est  une  courbe 
d’ordre  n,  ayant  avec  cn  un  contact  n —  ponctuel  en  chacun  de 
ses  points  à  l’infini  :  la  courbure  généralisée  de  cn  en  O  n’est 
autre  que  la  courbure  ordinaire  de  Tn  en  O. 

Cette  dernière  remarque  enlève  à  la  notion  de  courbure  géné¬ 
ralisée  toute  importance  théorique  sérieuse,  puisqu’il  est  tou¬ 
jours  facile  de  traduire  un  énoncé  quelconque  relatif  à  cette 
courbure  dans  le  langage  de  la  courbure  ordinaire.  Par  exemple 
l’équation  (5)  représente  le  lieu  des  points  d’inflexion  des 
courbes  du  faisceau 

cn  -I-  üzn  —■  0. 

De  plus,  la  notion  de  courbure  généralisée  ne  peut  s’appliquer 
qu’aux  courbes  algébriques  dont  l’équation  s’écrit  d’une  seule 
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M.  Stuyvaert.  —  Élément ,  analogue  à  la  courbure , 


manière  (à  un  facteur  constant  près),  sous  forme  de  polynôme 
entier  égalé  à  zéro.  Mais  il  n’en  est  plus  de  même  pour  les 
courbes  transcendantes,  et,  suivant  que  l’on  représenterait  par 
exemple  la  logarithmique  par  y  =  Lx  ou  par  x  =  ey ,  la  notion 
de  courbure  viendrait  à  changer. 

Cette  recherche  ne  présente  donc  qu’un  intérêt  de  curiosité  et 
peut-être  l’avantage  d’attirer  l’attention  sur  quelques  problèmes 
et  de  fournir  certaines  constructions  pour  les  courbes  parti¬ 
culières. 

Nous  en  citerons  quelques  exemples. 

Les  lieux  géométriques  des  points  de  même  courbure  relati¬ 
vement  à  une  parabole  sont  les  diamètres  de  la  courbe. 

Pour  avoir  la  courbure  en  un  point  O  d’une  ligne  composée 
de  deux  droites  se  coupant  en  C,  on  mène  par  O  une  droite  AOB 
telle  que  le  segment  AB,  compris  entre  les  deux  droites  données, 
ait  son  milieu  en  O,  et  l’on  cherche  la  distance  CD  de  Cl  à  cette 
droite  AB  :  la  courbure  cherchée  est  CD  :  AO2. 

Cette  courbure  étant  la  même  pour  toutes  les  hyperboles 
ayant  pour  asymptotes  les  deux  droites  données,  et  notamment 
pour  celle  de  ces  hyperboles  qui  passe  par  O,  on  trouve  ce 
résultat'  :  la  tangente  à  une  hyperbole  limitée  à  son  point  de 
contact  O  et  à  une  asymptote  est  moyenne  proportionnelle 
entre  le  rayon  de  courbure  au  point  O  et  la  projection  du  demi- 
diamètre  CO  sur  la  normale. 

Pour  l’hyperbole,  le  lieu  des  points  de  courbure  donnée  est 
une  rosace  à  quatre  folioles  ayant  un  point  quadruple  au  centre 
de  l’hyperbole  et  y  touchant  les  deux  asymptotes;  cette  rosace 
a  deux  axes  de  symétrie  dirigés  suivant  ceux  de  l’hyperbole 
et  proportionnels  aux  quatrièmes  puissances  des  axes  de  l’hy¬ 
perbole. 

Pour  l’hyperbole  équilatère,  ce  lieu  est  une  rosace  à  quatre 
folioles  égales  qui,  pour  un  axe  polaire  coïncidant  avec  une 
asymptote,  peut  se  représenter  par  l’équation 
p  ==  k  sin  29. 
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Pour  l’ellipse,  le  lieu  des  points  d’égale  courbure  a  un  point 
isolé  au  centre  et  se  présente  sous  forme  d’une  branche  fermée 
symétrique  par  rapport  aux  axes  de  l’ellipse  et  ayant  des  axes 
de  symétrie  proportionnels  aux  quatrièmes  puissances  de  ceux 
de  l’ellipse. 

En  considérant  les  côtés  d'un  triangle  comme  une  courbe 
dégénérée  de  troisième  ordre,  on  peut  parler  de  la  courbure 
(généralisée)  d’un  triangle  en  un  point  quelconque  O  de  son 
plan.  Cette  courbure  n’est  autre  que  la  courbure  ordinaire  de  la 
courbe-lieu  des  points  dont  les  distances  aux  côtés  d’un  triangle 
ont  un  produit  donné,  cette  courbe  passant  par  O.  Il  est  pos¬ 
sible  de  la  calculer  et  de  la  construire  comme  il  suit  :  on  mène 
la  droite  polaire  du  point  O  relative  au  triangle  et  la  parallèle 
MNP  à  cette  droite  polaire;  si  cette  parallèle  coupe  les  côtés 
en  M,  N,  P,  on  a  d’abord 


(G) 


1  1  t 

ÔM  +  ÔN  +  ÜP 


et  la  courbure  cherchée  est 


1 

Po 


/  1  1  1  ' 
VOM  .  ON  +  ON.  OP  +  ON  .  OP, 
"1/1  1  \  1  " 
mi  Vôn  +  ôïy  +  on  .  opj  ’ 


ou,  à  cause  de  la  relation  (6), 

P»  VON. 

expression  que  l’on  peut  construire. 

On  pourrait  s’exercer  à  chercher  les  points  de  courbure 
donnée  (nulle,  finie  ou  infinie)  relativement  à  un  triangle,  et 
l’on  peut  résoudre  des  problèmes  analogues  pour  des  courbes 
simples,  telles  que  cissoïde,  strophoïde,  etc. 


j_\  _  a  a 

0P  ÔMV  0N  • 0P  OM2 
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Géométrie.  —  Sur  quelques  congruences  linéaires 
de  cubiques  gauches  considérées  par  M.  Stuyvaert, 


par  Lucien  GODEAUX,  professeur  à  l’Éeole  militaire  (*). 


La  lecture  des  intéressantes  recherches  de  M.  Stuyvaert  sur 
les  congruences  de  cubiques  gauches,  couronnées  par  l’Académie 
en  1913  (**),  nous  a  remis  en  mémoire  une  courte  note  dans 
laquelle  nous  avons  déterminé  les  types  généraux  de  con¬ 
gruences  linéaires  formées  de  cubiques  gauches  s’appuyant  en 
cinq  points  sur  une  cubique  gauche  fixe ’(***) .  Dans  son  Mémoire, 
M.  Stuyvaert,  après  avoir  exposé  (chap.  Vil)  une  méthode  de 
détermination  des  différents  types  de  congruences  linéaires  de 
cubiques  gauches,  examine  brièvement  les  premières  con¬ 
gruences  obtenues  par  cette  méthode.  Nous  nous  proposons  de 
montrer  que  deux  de  ces  congruences  sont  des  cas  particuliers 
de  l’une  de  celles  que  nous  avons  rencontrées  dans  notre  travail 
cité.  Nous  montrerons  ensuite  qu’une  troisième  congruence 
signalée  par  M.  Stuyvaert  rentre  comme  cas  particulier  dans 
une  congruence  que  nous  avons  rencontrée  autrefois  dans  un 
autre  travail  (1V). 


(*)  Présenté  par  M.  Stuyvaert. 

(**)  Gmgruences  de  cubiques  gauches.  (Mémoires  in-8°  de  l’Académie  royale  de 
Belgique,  2e  série,  t.  IV.  1920,  pp.  1-197.)  La  publication  de  ce  mémoire,  remis  à 
l’Académie  en  août  1913,  a  été  retardée  par  la  guerre. 

(***)  Détermination  des  congruences  linéaires  de  cubiques  gauches  s’appuyant  en 
ciriq  points  sur  une  cubique  gauche  fixe.  (Pœndiconti  Circ.  Matem.  di  Palermo, 
vol.  XXXII,  1911,  pp.  286-291.) 

(!v)  Nouveaux  types  de  congruences  linéaires  de  cubiques  gauches.  (Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques,  4e  série,  t.  IX,  1909,  pp.  260-266.) 


de  cubiques  gauches  considérées  par  M.  Stuyvaert. 


0) 

où 


1.  —  Considérons  en  premier  lieu  la  congruence  (* 

=  0, 


K  rjJx  +  ai4  +  a2  m'x 

EL  nx  nx 


kx  ==  a \aæ  +  v-i&zkx  +  <4fiœ  +  ai  M*  +  a2a3^, 

IL  =  aiL  H-  a2#a;  "f*  a3^c* 

La  courbe  générique  de  la  congruence  fait  partie  de  l’inter¬ 
section  de  la  quadrique 


(2) 

et  de  la  surface  cubique 

(3) 


(4) 


lx  nx 

+  a2 

mx  nx 

lx  M X 

m'x  n’x 

=  0 


ù X  b  fx 

L  Cx  Çlx 

dx  e x  .  hx 

lx  m X  M X 

+  “2 

lx  Mx  nx 

+  a3 

lx  Mx  M'X 

lx  m'x  n'x 

l'X  ^‘‘x  M'X 

lx  m X  W X 

=  0. 


L’intersection  de  ces  deux  surfaces  est  complétée  par  la 
cubique  gauche  fixe 

L  mx 

lx  Wlrr, 


=  o, 


et  cette  cubique  gauche  (4)  est  par  conséquent  rencontrée  en 
cinq  points  par  la  cubique  générique  de  la  congruence  (1). 

Si  l’on  fixe  le  rapport  la  quadrique  (2)  est  déterminée  et 
la  surface  cubique  (3)  appartient  à  un  faisceau  déterminé  par 
les  surfaces 


(3) 


et 


ax 

0 

U 

^ X 

c* 

9x 

4 

™x 

M X 

+  a2 

4 

mx 

Kx 

lx 

mx 

nx 

4 

Mx 

n'x 

(6) 


=  0. 


(*)  M.  Stuyvaert,  loc.  cit.,  n°  45,  pp.  105,  106  et  107.  —  Nous  utilisons  les 
mêmes  notations  que  M.  Stuyvaert. 
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Sur  chacune  des  quadriques  (2),  il  y  a  donc  un  faisceau  de 
courbes  de  la  congruence  (1).  Ces  quadriques  forment  un  fais¬ 
ceau  dont  la  base  est  constituée  par  la  cubique  gauche  (4)  et  par 
la  droite 

(7)  nx  =  0,  nx  —  0. 


Les  cubiques  de  la  congruence  (  I)  s’appuient  évidemment  en 
un  point  sur  la  droite  (7).  Si  Ton  se  reporte  à  notre  travail 
Détermination...,  on  voit  que  la  congruence  (J)  est  un  cas  par¬ 
ticulier  d’une  congruence  de  la  seconde  catégorie.  Pour  complé¬ 
ter  la  configuration  formée  par  les  lignes  singulières  de  la 
congruence  (1),  nous  suivrons  le  raisonnement  fait  dans  ce 
travail. 

Le  faisceau  de  cubiques  gauches  de  la  congruence  situées  sur 
une  quadrique  (2),  où  —■  est  fixé,  a  comme  points-base  les 
intersections  de  cette  quadrique  avec  la  courbe  d’ordre  6  et  de 
genre  trois  qui,  avec  la  cubique  gauche  (4),  forme  l’intersection 
des  surfaces  (5)  et  (6).  Ces  points-base  sont  des  points  singu¬ 
liers  de  la  congruence  et,  en  général,  aucun  d’eux  ne  se  trouve 
sur  la  droite  (7).  Le  lieu  de  ces  points  est  la  courbe  qui,  avec 
la  cubique  (4),  forme  l’intersection  de  la  surface  (6)  et  de  la 
surface  obtenue  en  éliminant  ~  entre  (2)  et  (5)  : 


(8) 


4c  ^x 
4c  M X 


bx  Cx  gx 
4c  Tnx  nx 
4c  W£C  ^ X 


a x 

0 

fcc 

4 

r*x 

n x 

4 

m’x 

nx 

La  surface  (8),  d’ordre  cinq,  passe  doublement  par  la 
cubique  (4)  ;  elle  rencontre  donc  la  surface  (6)  en  une  courbe 
d’ordre  3  X  5  —  3x2  =  9.  Cette  courbe  s’appuie  en  un  point 
(situé  dans  le  plan  hx  =  0)  sur  la  droite  (7).  De  plus,  une  qua¬ 
drique  (2)  devant  rencontrer  cette  courbe  en  4  points  variables, 
elle  s’appuie  encore  en  13  points  sur  la  cubique  (4). 
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En  résumé 

La  congruence  (1)  est  formée  des  cubiques  gauches  s’appuyant 
en  cinq  points  sur  une  cubique  gauche  fixe ,  en  un  point  sur  une 
bisécante  de  cette  cubique ,  et  en  quatre  points  sur  une  courbe 
d’ordre  9  s’appuyant  elle-même  en  13  points  sur  la  cubique  fixe 
et  en  un  point  sur  la  bisécante  de  celle-ci. 

L’ordre  des  courbes  singulières  était  d’ailleurs  déterminé  par 
M.  Stuyvaert  dans  son  Mémoire. 

2.  —  Considérons  la  congruence  linéaire  représentée  par  (*) 

^  y'fiax  Ce  _  q 

^bx  -j-  flcx  ^bx  -J-  ficx  Cx 

o  il 

—  tëmx  4-  a finx  -j-  fi2px  +  vqx  4-  firx, 

£'x  =  ^X  4~  fitx  +  UX' 


La  courbe  générique  de  la  congruence  (9)  est  l’intersection 
partielle  de  la  quadrique 

Q’x  bx 
ax  bx 


(10) 


•P 


=  0 


(décrivant  un  faisceau)  et  de  la  surface  cubique 

*2™x  4“  4“  fl2Px  4-  4-  fo'x  x  4~  ux  tx 

OL^Clx  Q-bx  C x 

a[^  'x  abx  cx 

L’équation  de  cette  surface  peut  s’écrire 


-0. 


(11) 


mx  0  0 

^X  $x  L 

1  Vco  0  0 

a2 

^x  bx  cx 

+  aP 

et x  bx  cx 

4~  (32  :  ax  bx  cx 

Mx  bx  cx 

®x  bx  cx 

ax  bx  cx 

l+« 


Çx 

0 

0 

r* 

ux 

0 

ttx 

K 

Cx 

+  p 

X 

bx 

Cx 

(ix 

bx 

C X 

&x 

bx 

Cx 

=  0. 


(*)  M.  Stuyvaert,  loc.  cit.,  n°  48,  pp.  113  et  114. 
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L’intersection  des  surfaces  (10)  et  (11)  se  complète  par  la 
cubique  gauche  fixe 


a* 

b x  cx 

^cc 

bec 

sur  laquelle  les  cubiques  de  la  congruence  (9)  s’appuient  donc 
en  cinq  points. 

Les  cubiques  de  la  congruence  (9)  s’appuient  de  plus,  comme 
on  le  voit  aisément,  en  un  point  variable  sur  la  bisécante 

(13)  ax  =  0,  ax  =  0 

de  la  cubique  (12). 

Si  l’on  fixe  le  rapport  p,  les  courbes  de  la  congruence  appar¬ 
tenant  à  la  quadrique  (10)  sont  découpées  par  les  surfaces 
cubiques  d’un  faisceau  déterminé  par  les  surfaces 

(U)  a*  |  mx  0  0  |  +  a(3  |  nx  sx  lx  \  +  p*  |  px  0  0  |  =  0, 

(15)  cl  |  qx  0  0  |  +  p  |  rx  ux  0  |  =  0, 

Le  lecteur  complétera  les  déterminants  figurant  dans  ces 
équations  en  se  reportant  à  l’équation  (11). 

Ces  courbes  forment  donc  un  faisceau  ayant  quatre  points - 
base,  points  singuliers  de  la  congruence,  déterminés  sur  la 
quadrique  (10)  par  la  sextique  de  genre  trois  qui,  avec  la 
cubique  (12),  forme  l’intersection  des  surfaces  (14)  et  (15). 

En  se  reportant  à  notre  travail  :  Détermination ...,  on  voit 
que  la  congruence  (9)  est  une  congruence  de  la  seconde  caté¬ 
gorie.  Nous  allons  compléter  la  configuration  des  courbes  sin¬ 
gulières. 

Remarquons  tout  d’abord  que  la  sextique  de  genre  trois  dont 
il  vient  d’être  question  ne  s’appuie  pas,  en  général,  sur  la 
droite  (13). 

Le  lieu  des  quatre  points-base  du  faisceau  de  courbes  de  la 
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congruence  situé  sur  une  quadrique  (10),  lorsque  p  varie,  est 
une  courbe  singulière  de  la  congruence.  Cette  courbe  se  trouve 
sur  chacune  des  surfaces  obtenues  en  éliminant  a,  (3  entre  deux 
des  trois  équations  (10)  (14)  et  (15).  En  combinant  (10)  et  (14), 
par  exemple,  on  trouve  une  surface  d’ordre  7,  passant  trois  fois 
par  la  cubique  gauche  (12)  et  deux  fois  par  la  droite  (13).  En 
combinant  (10)  et  (15),  on  trouve  une  surface  d’ordre  5, 
passant  deux  fois  par  la  cubique  (12)  et  une  fois  par  la 
droite  (13).  Les  équations  de  ces  deux  surfaces  sont  données 
dans  le  Mémoire  de  M.  Stuyvaert.  Ainsi  que  celui-ci  le  remarque 
d’ailleurs,  ces  deux  surfaces  ont  en  commun,  outre  la 
cubique  (12)  et  la  droite  (13),  une  courbe  (ou  un  ensemble  de 
courbes)  singulière  d’ordre  15. 

Remarquons  que  la  surface  (14)  rencontre  la  droite  (13),  en 
dehors  de  la  cubique  (12),  au  point 

H-  +  fëVoG  ==  b,  Ox  =::  ^X  =^=  0, 

et  que  la  surface  (15)  rencontre  cette  même  droite  au  point 

d-  x  ===  0,  &x  ===  b. 

On  en  conclut  que  la  courbe  singulière  d’ordre  15  rencontre 
la  droite.  (13)  aux  points 

^x^x  W'xî xQx  d~  Pxtfx  ==  b,  o x  =  ax  =  b, 

c’est-à-dire  en  trois  points. 

Une  quadrique  (10)  doit  rencontrer  cette  courbe  d’ordre  15 
à  4  points  variables  ;  donc  cette  courbe  s’appuie  en 
2  X  15  —  4  —  3  =  23  points  sur  la  cubique  gauche  (12). 

En  résumé 

La  congruence  (.9)  est  formée  par  les  cubiques  gauches 
s’appuyant  en  cinq  points  sur  une  cubique  gauche  fixe,  en  un 
point  sur  une  bisécante  de  celle-ci  et  en  quatre  points  sur  une 
courbe  d’ordre  15  s'appuyant  elle-même  en  23  points  sur  la 
cubique  fixe  et  en  trois  points  sur  la  bisécante  de  celle-ci . 


L.  Godeaux.  —  Quelques  congruences  linéaires 


3.  —  Considérons  enfin  la  congruence  linéaire  de  cubiques 
gauches  représentée  par  (*) 


ci?ax  +  orf ibx  +  p*4 

x  +  dx 

(16) 

«24  +  «P4  +  P24 

CLCX  +  dx 

4  ^24 

x  d-  dx 

Comme  M.  Stuyvaert  l’a  remarqué,  la  courbe  générique  de 
cette  congruence  se  trouve  sur  la  surface  cubique 

(1*0  a  i  ax  C'x  dx  |  ~b  ^  !  b  x  cx  dx  j  = 

et  sur  la  surface  cubique 

!  ^oc  a(^a?  flzdx  cl cx  -f-  dx  |  =  0, 

dont  nous  écrivons  l’équation  sous  la  forme 

(18)  cl  |  ax  bx  cx  I  +  I  ax  bx  dx  |  +  (3  |  ax  dx  cx  I  =  0. 

L’intersection  se  complète  par  la  sextique  gauche  de  genre 
trois  : 


(19) 


Il  aoc  bx  cx  dx  ||  —  0. 


On  sait  que,  dans  ces  conditions,  les  cubiques  de  la  congruence 
s’appuient  nécessairement  en  8  points  sur  la  sextique  (19). 

Rapportons  projectivement  les  surfaces  cubiques  passant 
par  (19)  aux  plans  d’un  espace  à  trois  dimensions,  comme  nous 
l’avons  fait  dans  notre  travail  Nouveaux  types...,  en  posant 


(20) 


Vi 


V2 


y  s 


Vi 


%l 


dx  I 


(*)  M.  Stuyvaert,  loc.  cit.,  n°  49,  pp.  115  et  116. 
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Nous  définissons  ainsi  une  transformation  birationnelle  qui 
fait  correspondre,  à  la  surface  (17),  le  plan 

«08  +  =  0, 

et  à  la  surface  (18),  le  plan 

m  +  V  2  —  pî/3  =  0. 


À  une  courbe  de  la  congruence  (16)  correspond  donc  une 
droite  s’appuyant  sur  la  droite  y3  =  y4  =  0  et  sur  la  conique 

(21)  M4  +  2/1  =  0,  y2  =  0. 


On  en  conclut  immédiatement,  comme  nous  l’avons  fait  dans 
notre  travail  cité,  que  les  courbes  de  la  congruence  (16)  s’ap¬ 
puient  en  un  point  sur  la  cubique  gauche 


(22) 


Cx  Cx  Cx 

d x  dx  dx 


et  en  un  point  sur  une  courbe  rationnelle  d’ordre  6  s’appuyant 
en  16  points  sur  la  sextique  (19)  et  en  un  point  sur  la  cubique 
(22),  transformée  de  la  conique  (21)  par  (20). 

Cette  courbe  d’ordre  6  est  représentée  par  les  équations 


i  bx  cx  |  0, 


I  cix  bx  cx  | 
I  fl x  Cx  dx  | 


I  fla?  Cx  dx 
I  bx  Cx  dx 


La  transformation  (20)  permet  d’étudier  aisément  la  plupart 
des  propriétés  de  la  congruence  (16). 

En  résumé 

La  congruence  (16)  est  engendrée  par  les  cubiques  gauches 
s'appuyant  en  8  points  sur  une  sextique  de  genre  3,  en  un 
point  sur  une  courbe  rationnelle  d’ordre  6  s’appuyant  16  fois  sur 
la  première  sextique,  et  en  un  point  sur  une  cubique  gauche  s’ap¬ 
puyant  elle-même  8  fois  sur  la  première  sextique ,  une  fois  sur  la 
seconde. 

Qu’il  nous  soit  permis,  à  propos  du  dernier  de  nos  travaux 
cités,  de  répondre  à  une  critique  faite  à  son  sujet  par  M.  Stuy- 
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vaert  (*).  Celui-ci  écrit  que,  dans  notre  énumération  des  types 
de  congruences  de  cubiques  gauches  s’appuyant  8  fois  sur  une 
sextique  de  genre  trois,  nous  en  avons  «  laissé  échapper  un  assez 
remarquable  ».  Nous  nous  sommes  borné,  dans  notre  travail, 
aux  types  généraux  de  congruences  linéaires  susceptibles  d’être 
obtenus  par  notre  procédé;  celui  auquel  M.  Stuyvaert  fait  allu¬ 
sion  ne  peut  être  qu’un  cas  limite  de  ceux-là. 


Chimie.  —  Action  des  composés  organo-magnésiens 
sur  le  nitrile  glutarique. 

(Note  préliminaire) , 

par  P.  BRUYLANTS,  professeur  à  l’Université  de  Louvain. 

Les  composés  organo-magnésiens  réagissent  intensément  sur 
le  nitrile  glutarique  :  il  se  forme  au  sein  de  l’éther  ou  du  ben¬ 
zène  une  masse  volumineuse  jaune  verdâtre.  En  décomposant 
par  l’eau  acidulée  le  complexe  azoto-bromo-magnésien,  on 
régénère  la  presque  totalité  du  nitrile  glutarique.  Celui-ci  se 
comporte  donc  comme  pseudo-acide,  vis-à-vis  du  réactif  de 
Grignard  du  moins.  De  fait  la  réaction  s’accompagne  d’un  déga¬ 
gement  gazeux  considérable,  d’importance  variable  suivant  le 
mode  opératoire.  Dans  certaines  conditions  il  se  dégage  une 
molécule  d’hydrocarbure  pour  une  molécule  de  nitrile.  je  me 
propose  de  donner  plus  tard  les  détails  expérimentaux  à  ce 
sujet. 

Lorsqu’on  prend  soin  de  décomposer  par  l’eau  seule  le  com¬ 
plexe  azoto-bromo-magnésien,  on  peut  extraire  de  la  masse, 
successivement  par  l’éther  et  le  chloroforme,  à  côté  de  nitrile 


(*)  M.  Stuyvaert,  Algèbre  à  deux  dimensions.  (Subventionné  par  l’Académie 
royale  de  Belgique.  Fondation  Agathon  De  Potter.)  Gand,  Van  Rysselberghe  et 
Rombaut,  1920.  Voyez  chapitre  III,  n°  29,  p.  46. 
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glutarique,  un  corps  solide  blanc  cristallin.  Quel  que  soit  le 
mode  opératoire,  le  rendement  en  est  toujours  très  médiocre  : 
environ  3  grammes  pour  une  demi-molécule  de  nitrile  mise  en 
oeuvre.  Ce  produit  cristallin  prend  naissance  de  préférence  en 
milieu  alcalin  et  sa  formation  est  concomitante  à  un  dégagement 
d’ammoniaque. 

Je  n’ai  pu  obtenir  ce  produit  en  opérant  en  présence  d’un 
grand  excès  de  combinaison  magnésienne  et  en  chauffant  ensuite 
au  reflux  pendant  quelques  heures  :  en  décomposant  par  l’eau  et 
extrayant  au  chloroforme  on  obtient  une  masse  visqueuse  à 
odeur  camphrée. 

La  réaction  est  très  complexe  et  en  tous  cas  elle  ne  fournit 
pas  le  produit  normal  de  la  réaction  de  Biaise,  la  dione  8. 

Ce  n’est  donc  pas  le  nitrile  malonique  seul  qui  fonctionne 
comme  pseudo-acide  dans  la  série  des  dinitriles  aliphatiques. 

J’ai  constaté  que  le  nitrile  succinique  se  comporte  aussi  vis- 
à-vis  du  réactif  de  Grignard  comme  pseudo-acide;  il  en  est  de 
même  du  cyanure  d’allyle  (*)  et  d’autres  nitriles  non  saturés. 
L’acétonitrile  lui- même,  en  réagissant  sur  les  combinaisons 
magnésiennes,  dégage  une  proportion  très  considérable  d’hydro¬ 
carbure,  et  parmi  les  produits  de  la  réaction  on  isole  également 
un  corps  solide  dont  je  n’ai  pas  encore  pu  faire  l’étude.  Ceci 
explique  les  rendements  assez  médiocres  de  la  réaction  de 
Biaise  pour  les  nitriles  aliphatiques. 

Je  tiens  à  signaler  dès  maintenant  quelques  faits  saillants  que 
j’ai  observés  dans  l’action  du  nitrile  glutarique  sur  le  réactif  de 
Grignard,  quoique  cette  étude  ne  soit  qu’ébauchée.  Pour  la 
mener  à  bonne  fin  il  me  faudra,  je  n’en  doute  pas,  beaucoup  de 
temps  et,  j’ajoute,  beaucoup  de  matière. 

1 .  Lorsqu’on  décompose  par  Peau  acidulée  la  combinaison 
azoto-bromo-magnésienne  lavée  à  l’éther  anhydre,  on  régénère 


(*)  Je  fais  étudier  cette  action  par  un  de  mes  élèves. 
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en  grande  partie  le  nitrile  que  l’on  sépare  par  distillation  dans 
le  vide  d’un  autre  corps  qui  se  décompose  à  la  distillation  et 
que  je  crois  être  le  nitrile  amide  : 

cn— (ch2)3-c/  J11* 

Le  complexe  azoto-bromo-magnésien  est  donc  vraisembla¬ 
blement 

CN  — (CH2)2—  CH  =  C  =  N  —  MgBr, 

puisque  dans  les  conditions  les  plus  favorables  une  molécule  de 
nitrile  ne  dégage  qu’un  volume  d’hydrocarbure. 

La  décomposition  par  l’eau  fournirait  alors  la  forme  tauto- 
mère  du  nitrile  ;  jusqu’à  présent  je  ne  suis  pas  parvenu  à  l’isoler, 
pas  plus  que  ses  dérivés.  J’avais  espéré  obtenir  son  dérivé  acé- 
tylé  en  décomposant  le  complexe  azoto-bromo-magnésien  par 
l’anhydride  acétique  ou  le  chlorure  d’acétyle,  comme  l’ont  fait 
MM.  Moureu  et  Mignonac  pour  les  cétimines  (*). 

Au  sein  de  l’éther  anhydre  il  ne  se  produit  aucune  réaction, 
et  en  l’absence  de  tout  dissolvant  il  faut  opérer  avec  un  très 
grand  excès  de  chlorure  d’acétyle  ou  d’anhydride  acétique. 

Mais  on  observe  cependant  un  fait  assez  curieux  :  l’extrait 
éthéré  des  eaux  acidulées  ne  se  dissout  plus  dans  l’éther  au  bout 
de  quelques  heures;  le  nitrile  glutarique  est  d’ailleurs  très  peu 
soluble  dans  ce  dissolvant. 

2.  La  réaction  qui  s’effectue  en  présence  d’un  très  grand 
excès  de  combinaison  magnésienne  donne,  notamment,  une 
cétone,  mais  avec  un  rendement  pitoyable.  En  introduisant  une 
demi-molécule  de  nitrile  dans  la  solution  éthérée  de  deux  molé¬ 
cules  d’éthyl-bromure  de  magnésium,  il  se  produit  un  précipité 


(*)  Annales  de  Chimie,  XIV,  [9],  322,  1920. 
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abondant  et  il  se  dégage  de  l’éthane.  En  maintenant  quelques 
heures  à  l’ébullition  le  précipité  s’est  dissous  et  Ton  a  dégagé 
approximativement  une  demi-molécule  d’éthane. 

En  décomposant  par  l’eau  on  peut  extraire  à  l’éther  un 
liquide  visqueux  :  distillé  dans  le  vide  il  fournit  une  assez 
notable  quantité  de  nitrile  glutarique  (éb.  145-150° sous  17  mm.) 
et  une  minime  portion  d’un  liquide  bouillant  vers  170°  (sous 
17  mm.)  ;  à  température  plus  élevée  le  reste  se  décompose. 

La  portion  éb.  170°  a  une  odeur  camphrée  très  persistante; 
c’est  une  cétone  qui  fournit  une  semi-carbazone  fus.  vers  215° 
et  qui  renferme  environ  25  °/0  d’azote.  Cette  cétone  renferme 
encore  la  fonction  nitrile;  saponifiée  par  HCl,  elle  fournit  du 
chlorure  d’ammonium  et  un  acide  qui  est  vraisemblablement 
l’acide  propionyl-butyrique  : 

C2H5.CO  — (CN,)3  — COOH. 

en  effet,  la  neutralisation  de  0,1110  gr.  de  cet  acide  exige  !5CC,0 
Ba  (OH),  ^  (calculé  15cc4). 

Le  mécanisme  de  la  formation  de  cette  cétone  serait  donc  le 
suivant  : 


C  =  N, 
II 

CH 

.  MgBr  C2H5 

1 

C  — N< 

II 

MgBr 

MgBr 

(CH2)2 

1 

CH 

1 

CH 

| 

(CH2)2 

1 

CN 

C2H5 

| 

c2h5 

1 

C2H5 

1 

c  — nh2 

II 

->  C  =  NH 
\  | 

1 

c  = 

11 

CH 

1 

(CH2)3 

(CN2)3 

(CH2)2 

CN 

CN 

CN 
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ou  encore 


c2h5 

c2h5 

Coll, 

1 

1 

G  —  NH2  -> 

1 

G  — OH 

1 

CO 

II 

II 

1 

CH 

| 

CH 

| 

(CH2); 

1 

(CH2)2 

(CH2)2 

CN 

CN 

CN 

Je  poursuis  actuellement  l’étude  de  cette  cétone. 

3.  Lorsqu’on  fait  réagir  molécule  à  molécule  la  combinaison 
magnésienne  et  le  nitrile  glutarique  et  qu’on  décompose  par 
l’eau,  sans  acidifier,  le  complexe  azoto-bromo-magnésien,  on 
peut  extraire  par  l’éther  et  surtout  par  le  chloroforme,  à  coté 
de  nitrile  glutarique,  un  corps  solide  blanc.  Son  point  de  fusion 
après  plusieurs  recristallisations  dans  l’alcool  est  de  149°, 6 
à  149°,  8. 

Quelle  que  soit  la  combinaison  magnésienne  mise  en  œuvre, 
méthylique,  éthylique  ou  propylique,  on  obtient  toujours  en 
petite  quantité  ce  même  produit. 

Son  poids  moléculaire  pris  dans  l’acide  acétique  est  de 

100-110. 

L’analyse  conduit  aux  résultats  suivants  : 

C . 63.6% 

H . 6.8  % 

N  (Dumas)  .  .  .  .  21.8  °/0. 

Combustion  : 

0gr1116  de  substance  =  0,2603  C02 
0,0682  H20 

Dosages  d’azote  : 

1.  subst.  0gr2000,  vol.  38ccl  à  20°,  H  760.3  =  21.9  %.  N 

2.  subst.  0gr2008,  vol.  38cc26  à  18°6,  H  746.6  =  21.7  %.  N 
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D’après  ces  chiffres  la  formule  minima  serait  C10  Hu  N3  O 
(calculé  C  :  63.43  °/0,  N  :  22.-22  °/0,  O  :  8.46  °/0,  H  :  5.82  °/0) 
de  poids  moléculaire  189,  qui  ne  correspond  pas  à  l’indication 
cryoscopique. 

Ce  produit  réagit  intensément  avec  le  brome  à  la  manière  des 
composés  non  saturés.  Sa  solution  aqueuse  décolore  immédiate¬ 
ment  une  solution  de  brome  dans  la  solution  de  KBr.  La  déco¬ 
loration  est  si  nette  et  la  fin  de  réaction  si  précise  qu’on  peut 
aisément  faire  des  titrages  : 

0g,'2003  =  21CC0S  Br  • 

10 

En  admettant  qu’une  molécule  de  brome  soit  fixée  par  une 
molécule  de  la  substance,  on  trouve  comme  poids  moléculaire  de 
celle-ci  190. 

Mais,  fait  curieux,  la  moitié  du  brome  apparaît  sous  forme 
d’acide  broinhydrique  :  en  titrant  l’acidité  par  NaOH  et  le 

méthylorange,  immédiatement  après  avoir  fait  agir  le  brome,  on 
N 

trouve  10.6  NaOH  —  ,  soit  sensiblement  la  moitié  du  brome 
10 

absorbé. 

L’acide  chlorhydrique  à  chaud  saponifie  aisément  ce  corps 
solide  et  élimine  trois  molécules  de  chlorure  d’ammonium  par 
molécule. 

0gr5011  fournissent  0gr421  NH4  Cl 
(calculé  pour  3  molécules  NH4C1  :  0gr413). 

On  obtient  ainsi  un  acide  qui,  purifié  par  une  transformation 
en  sel  bary tique,  fond  à  91-93°. 

C’est  probablement  un  acide  bicarbonylé  cétonique  : 

COOH  —  (CH2)3  —  CO  —  (CH2)3  —  COOH, 

comme  le  montre  son  titrage  par  Ba  (OH)2et  laphénolphtaléine. 

0gr2S14  =  49.2  Ba(OH)2^ 

(calculé  pour  COOH  -  (CH2)3  —  CO  —  (CH2)3  —  COOH  :  49co7). 

19 


1921.  SCIENCES. 
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Ces  faits  peuvent  s’interpréter  de  la  façon  suivante  :  la  forme 
tantomère  du  nitrile,  l’imène  : 

GN  —  CH2  —  CH2  —  CH  =  C  =  NH, 

se  transformerait,  au  contact  d’une  très  petite  quantité  d’eau,  en 
cétène  : 

CN  —  CH,  —  CH2  —  CH  =  G  =  0, 

qui  réagirait  avec  l’imène  en  excès,  pour  donner  une  (3  lactame  : 

CN  —  CH2  —  CH2  —  CH  —  CO 

|  soit  C10HliN3O, 

CN  —  CH,  —  CH2  —  CH  =  C  ~NH 

de  même  que  les  cétènes  se  condensent  aisément  avec  les  bases 

de  Schiff. 

La  saponification  s’explique  dès  lors  aisément  On  obtient 
par  hydratation  un  acide  (3  aminé  qui  fournit  par  migration  un 
acide  iminé,  puis  un  acide  cétonique  : 

CN  —  CH,  —  CHo  —  CH  —  COOH 

I 

CN  —  CH2  -  CH2  —  CH  =  C  —  NH2 

I 

CN  —  CH,  —  CH2  —  CH  —  COOH 

I 

CN  —  CH2  —  CH2  —  CH2  —  C  =  NH 

1 

CN  —  CH2  —  CH,  —  CH  —  COOH 

I 

CN  —  CH,  —  CH2  —  CH2  —  C  =  0. 

Sous  l’influence  de  l’acide  chlorhydrique  cet  acide  (3  céto¬ 
nique  subirait  le  dédoublement  cétonique  et  fournirait  finale¬ 
ment  l’acide  bibasique  cétonique 

COOH  —  (CH2)3  —  CO  —  (CH2)3  —  COOH. 
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On  peut  concevoir  pour  le  produit  C10H11N3O  une  autre 
structure  :  le  produit  d’addition  du  nitrile  au  cétène  : 

CN  —  CH2  —  CH2  —  CH  —  CO 

!  I 

CN  —  CH2  —  CH2  —  CHo  —  C  =  N, 

formule  qui  permet  d’interpréter  aussi  le  phénomène  de  sapo¬ 
nification.  Mais  l’action  du  brome  s’explique  mieux  par  la  for¬ 
mule  d’une  [3  lactame  :  elle  permet  aussi  d’expliquer  l’élimina¬ 
tion  simultanée  d’une  molécule  d’acide  brorrihydrique  : 

CN  —  Ciï2  —  CH,  —  CH  —  CO 

I  I 

CN  —  CH2  —  CH2  —  CH  —  C—  NH 

II 

Br  Br 

I 

CN  —  CH2  —  CH,  —  CH  —  CO 

'I  I  +  HBr. 

CN  —  CH2  —  CH2  —  CH-C  =  N 

I 

Br 

Laboratoire  de  Chimie  générale 
Mars  1921.  de  l’Université  de  Louvain. 
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Physique  mathématique.  —  L.e  champ  gravifique 
d’une  sphère  électrisée, 

par  H.  VANDERLINDEN,  docteur  en  sciences  physiques  et  mathématiques, 
assistant  à  l’Observatoire  royal  de  Belgique  (*). 

Nous  nous  proposons,  dans  cette  note,  de  déterminer  le  champ 
gravifique  produit  par  un  électron  de  Poincaré,  c’est-à-dire  une 
sphère  creuse  portant  une  charge  électrostatique. 

La  solution  du  problème  à  Y extérieur  de  la  sphère  a  été 
obtenue  déjà  par  G.  Nordstrom  (**),  en  utilisant  des  coordonnées 
polaires.  Les  champs  gravifiques  à  Y  intérieur  et  à  Y  extérieur  ont 
été  déterminés,  d’une  manière  approximative,  par  W.  Van  den 
Berg  (***),  en  négligeant,  dans  les  potentiels  gravifiques,  les 
quantités  d’ordre  supérieur  au  premier. 

Pour  résoudre  le  problème,  nous  avons,  sur  le  conseil  de 
M.  De  Donder,  suivi  la  méthode  que  Ii.  Schwarzschild  a  adoptée 
pour  déterminer  le  champ  gravifique  d’une  sphère  matériali- 
tique  (,v).  Le  procédé  d’intégration  est  tout  à  fait  le  même 
pour  obtenir  le  champ  gravifique  à  Yintérieur  et  à  Yextérieur 
de  la  sphère. 

Au  cours  de  nos  calculs,  M.  De  Donder  n’a  cessé  de  nous 
témoigner  ses  encouragements.  Qu’il  nous  soit  permis  de  lui 
adresser  nos  sincères  remerciements. 

1 .  Définition  du  champ  gravifique  produit  par  la  sphère.  — 
Le  champ  gravifique  est  produit  par  une  sphère  portant  une 


(*)  Présenté  par  MM.  G.  Lecointe  et  Th.  De  Donder.  , 

(**)  G.  Nordstrom,  Verslag  Amsterdam,  deel  XXVI,  2de  gedeelte,  p.  19.01  (1918). 

(***)  W.  Van  den  Berg,  Vraaqstukken  uit  Einstein’s  Gravitatietheorie.  Haarlem-, 
1920,  p.  57. 

(IV)  K.  Schwarzschild,  Berliner  Berichte ,  février  1916. 
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charge  électrpstatique  ;  ce  champ  possède  donc  la  symétrie 
sphérique.  Supposons,  en  outre,  qu’il  soit  stationnaire.  Pre¬ 
nons  le  centre  de  la  sphère  comme  origine  des  coordonnées. 
En  coordonnées  polaires  r,  9  et  <p,  l’espace-temps  sera  défini  par 
la  forme  quadratique  (*) 

8s2  5=  Aôr2  +  B(S92  -f  sin2  9  of)  +  C2^2,  (1) 

où  A,  B  et  G  sont  des  fonctions  de  r  seulement. 

Or,  les  équations  différentielles  du  champ  gravifique  sont 
invariantes  par  rapport  à  un  changement  quelconque  des  varia¬ 
bles  x±,  x2,  x3,  xé. 

Afin  de  simplifier  l’intégration  des  équations  du  champ  gra¬ 
vifique,  faisons  la  transformation  de  coordonnées  de  Schwarz - 
schild  (**)  : 

^•3 

%1%-f  %2  =  —  cos  9,  =  cp ,  x4  =  t.  (2) 

En  utilisant  ces  nouvelles  variables,  la  relation  (1)  pourra 
s’écrire 


Ss2  ==  —  fMî  —  U ,  — *—  —  fS—  a©  8af  +  ffit2,  (3) 

1  -  OC2 

où  f±,  f2  =  f3,  sont  des  fonctions  de  x\  seulement. 

De  plus,  on  pourra  toujours  faire  en  sorte  que  l’on  ait 

—  g=fifîU  =  c2,  '  (4) 

c  étant  la  vitesse  de  la  lumière  dans  le  champ  non  déformé. 


(*)  Th.  De  Donder,  Bull.  Acad.  roy.  de  Belgique ,  1919,  p.  469. 

(**)  K.  Schwab zsghild,  Berliner  Berichte,  1916,  p.  191. 
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2.  Les  équations  du  champ  gravifique.  —  En  vertu  de  (4), 
les  équations  du  champ  gravifique  pourront  s’écrire  (*) 

kcGajs  =  —  gap  T,  (5) 

où  k  est  une  constante  universelle. 

Déterminons  successivement  la  valeur  des  quantités  qui  figu¬ 
rent  dans  les  deux  membres  de  ces  équations  (5). 

Le  déterminant  g  des  potentiels  gravifiques  se  réduisant  à  une 
constante,  les  Gap  peuvent  s’écrire  (**) 


Dans  cette  formule  on  a  posé 


i  aS  )  1  ^  ^ 

|  ^  i  ===  2  JL  ^  (flctT,P  9t 3-t,a  g  al 3,r)* 


O) 


Calculons  les  accolades  (7)  en  fonction  des  potentiels  ; 

nous  aurons 


11  )  1  1  3^ 

1  1  2  h  dxf 

44  |  _  1  1  dU 

1  )  ^  fi 

323  1  =  ^(1—^)- 

41  )  _  1  1  dU 
4  ]  dXi 


(  22  )  1  1  Sft  1 

j  i  S  2  /;  a*,,  i  —  a|’  MS  2  ^  3*1 

j  24  )  _  4  1  9/à  (22)  =  æ2 

(  2  i  ~  2  /j  Sx,’  (  2  )  ~  4  —  x\ 

\  34  )  4  1  îfi  (  32  )  x2 

f  3  S  ~  2  f2  sxi  l  3  1  ~~  1 —x\ 


Les  autres  accolades  sont  identiquement  nulles. 


(*)  Th.  De  Donder,  Bull.  Acad.  roy.  de  Belgique ,  mars  1919. 

(**)  Id.,  Ibid.,  1919,  p.  473. 
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Remplaçons  les  accolades  par  leurs  valeurs  (8)  dans  les  rela¬ 
tions  (6)  et  remarquons  que  les  Gap  ne  dépendent  que  de  la 
variable  x±  (ou  r).  Après  avoir  effectué  les  dérivations  indiquées, 
on  pourra  poser  x2  =  0  par  suite  de  la  symétrie,  et  l’on  obtient 
ainsi  pour  les  Gap  les  valeurs  suivantes  : 


Gu  = 


JL  Li 

\fi 


-r  -1  9 

2  =  ^33  —  ^  . 


fl 

2  3-i‘i  \fi  dXi, 


1  1 

4  h 


+ 


1 

-! 

n  sf^ 

1+1  -I 

2 

a*!  ' 

\f±  3xj 

1  2  nn 1 

2  fi 

a/A! 

dxj 


i  y  .  i 1 


dxj  +  4  fl  \dxj 


Passons  à  la  détermination  du  tenseur  symétrique  gap. 

A  cet  effet,  remarquons  que  tout  champ  électromagnétique 
est  défini  en  chaque  point  généralement  par  douze  fonctions  (*) 
Map  (=  —  Mpa)  et  M£(3  (==  —  Mpa)  de  x±,  x2,  x3,  x4. 

De  plus,  en  appelant  <ba  =  d>a  (x±,  x2,  x3,  x4)  (a=  1,2, 3, 4) 
les  potentiels  électromagnétiques  généralisés,  on  a  (**) 


d<Pa  ad>£ 
dXfi  dxa 


(10) 


H  fl  77=  D  (-  ,)a+i3' 

X-y 


Q  piHvj 
f)vi  Çvj 


adyy 

a^a/ 

a,  p,?,;  =  1,2,  3,  4. 


(11) 


Dans  cette  dernière  formule,  la  sommation  est  étendue  aux 
six  combinaisons  de  1,  2,  3,  4,  pris  2  à  2,  et  p,  v  (p<v)  sont 
les  deux  chiffres  qui  restent  quand  dans  1,  2,  3,  4  on  supprime 
les  deux  chiffres  de  la  combinaison  considérée  a,  (3  (a<(3). 


(*)  Th.  De  Donder,  Archives  du  Musée  Teyler.  Haarlem,  1917,  p.  12. 

(**)  Id.,  Ibid.,  p.  45. 
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Puisque  dans  le  cas  considéré,  le  champ  est  stationnaire  et 
que  l'électricité  est  au  repos,  on  pourra  poser 

$1  =  q>2  =  $3  =  o 

d>4  =  d>,  (12) 

ce  potentiel  d>  étant  une  fonction  de  x±  (ou  de  r)  seulement. 
Dès  lors  on  aura  (10) 


M*=- 


d® 
dxi  ’ 


(13) 


les  autres  MJp  sont  identiquement  nuis. 
En  vertu  de  (11)  on  aura 


M 


23 


c  2  dx±  ’ 


(14) 


les  autres  Map  sont  tous  nuis. 

Grâce  à  la  valeur  générale  du  tenseur  électromagnétique 
asymétrique  (*) 


T î  =  l  2  (-  l)v+3  (M .v  Mg  -  Im*v  M*),  (15) 

~i  v 

on  obtient  dans  ce  cas,  comme  valeur  des  tenseurs  électroma¬ 
gnétiques  asymétriques, 

e  e  e  e  1  /  d*f*\z 

TÎ  =  _T|  =  -T!  =  TJ=-/|(-J;  (16) 

e 

les  autres  T*  sont  nuis. 

On  voit  immédiatement  que 


T=£T“  =  0.  (17) 

a 

La  lettre  e  qui  surmonte  le  symbole  T  sert  à  rappeler  qu’il 
s’agit  d’un  tenseur  électromagnétique. 

Du  tenseur  asymétrique  on  déduit  la  valeur  du  tenseur  symé¬ 
trique  par  la  relation 

G.*  =  2>v.  T*.  (18) 

V 


(*)  Th.  De  Donder,  Bull.  Acad.  roy.  de  Belgique,  mars  1919. 
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Dans  ce  cas  nous  aurons 


«  1 

Sli  =  ~  2c  fl,\dxJ 

«  1  _  / dtf>\2 


1 


d<3>\2 


(19) 


les  autres  composantes  de  ce  tenseur  symétrique  sont  nulles. 

En  remplaçant  maintenant  les  Gap  (9),  ^a(3  (19)  et  T  (17)  par 
leurs  valeurs  dans  (5),  on  obtiendra  les  équations  différentielles 
du  champ  gravifique  de  la  sphère  électrisée. 

Transformons  4>,  en  faisant  intervenir  la  densité  p  de  l’élec¬ 
tricité. 

A  cet  effet,  remarquons  que  les  équations  du  champ  électro¬ 
magnétique  (*)  se  réduisent  ici  à  la  dernière,  c'est-à-dire  à  la 
quatrième  : 


3M12  3M30  9Md3 
dx3  dXi  dx2 


(20) 


Dans  le  cas  considéré,  cette  équation  devient,  en  vertu  de  (14), 


dxL 


(21) 


Intégrons  cette  équation  entre  0  et  x1  ;  d’où  (2) 


4tu 

c 


2d<£>~ 

1  dXi_ 


—  - 4  TT 


j  pr2rfr  =  —  e(r). 


(22) 


A  Y  extérieur  de  la  sphère  r  =  a,  c’est-à-dire  quand  r  ^  a, 
e  devient  une  constante,  comme  on  peut  d’ailleurs  le  vérifier  à 
l’aide  du  théorème  du  tenseur  asymétrique. 


(*)  Th.  De  Donder,  Archives  du  Musée  Teyler,  p.  15. 
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L’équation  (22)  devient 
dde 


_  =  _c£^. 
dx±  4tc/| 


A  V extérieur  de  la  sphère  on  aura 


« 

\dxjw 


Ml 


(23) 


(24) 


Grâce  à  (23),  le  tenseur  symétrique  (19)  s’écrit 

f  c  U  <Kr) 

foil  2  fl  16k2 


Cs2ï 


e  1  e\r) 
'  =  +  2  f2 Ï6tf 


(25) 


r  |  c  £  M) 
^2/116^' 


3.  Solution  du  problème  extérieur  ci  la  sphère  électrisée 
r  —  a. 

Posons 


v  ’  k  32*2 


(26) 


Quand  r  7?  a,  on  posera 


e(r)  =  e 
£(r)  —  £- 

En  vertu  de  (9),  (17),  (25)  et  (26),  les  équations  (5)  du 
champ  gravifique  deviennent 


1  d  n  df 

2  dxi  \fi  dxL 
1  d 


+ 


4  fl  \dxj  2  /|  VdÆ*/  4  fl  \dxj 


+ 


(a) 


fl 


2  \/i  dxi 

1  d  n  dff 

2  dXi  VÂ  dXi 


+ 


2/1/2  \d^i. 

1  1 


2  AA 


— I-  («> 
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De  plus,  on  a  la  relation 

ntiu  =  *. 

D’où  l’on  déduit,  par  dérivation, 

\dn  2^  i  du 

h  dx4  ^  f2  dx4  U  d  xi 


(28) 


(29) 


Le  théorème  du  tenseur  asymétrique  se  réduit  ici  à  l’équa¬ 
tion 


d  \  _  1  e2  n  dfL  _  2  df2  1  df4\ 
dXi  [fl J  2  f\  dxt  f2  dXi  +  ft  <lxj 

À  cause  de  (29),  la  relation  précédente  peut  s’écrire 


d  / e2\  te2  df2 

dx i  \fy  f\  dx  i 


ou  encore 

jdf2. 
h 

En  intégrant,  on  en  déduit  que  e  et,  par  suite,  s  sont  con¬ 
stants. 

Multiplions  les  équations  (a),  (b)  et  (c)  du  système  (27)  res¬ 
pectivement  par  — 2,  +<4  p  — et  effectuons  ensuite  les 
combinaisons  a'  -f-  b'  -j-  c\  a'  -f-  c'  :  il  vient 


Au_±(dE 

U  fl  \dXi 
dx  i  \f2  dxj  f2 


f2f4  dxl  dxy  f\ 

(30) 

(31) 

267 


H.  Vanderlinden.  —  Le  champ  gravifique  d’une  sphère  électrisée. 


La  dernière  équation  (31)  s’intégre  immédiatement;  on  a,  en 
effet, 


(j  dm 

V/2  dxj. 


une  première  intégration  donne 


1  3  1  0 

T^  =  2*1  +  2P’ 

f2  dXy 

en  désignant  par  (B  une  constante  d’intégration. 
En  intégrant  l’équation  précédente,  on  a 


fz  =  ^  (%XL  +  P)2'3? 


X  étant  une  constante  d’intégration.  Cette  constante  vaut  1  si  à 
l’infini  f2  se  réduit  à  r2.  On  a  donc,  en  tenant  compte  de  cette 
condition, 


/*  =  (  3*4 +  £)■'•. 


(32) 


Pour  obtenir  les  valeurs  de  f±  et  de  f\,  faisons  le  changement 
de  variables  de  Schwarzschild  (*)  : 

u=-k-\  n=<^-\  u=M  (33) 

Introduisons  ces  nouvelles  variables  dans  l’équation  (30),  et 
nous  aurons,  après  quelques  simplifications. 


dr\  d'Ç 
dx±  dx± 


=  3^—3^-^. 


(34) 


(*)  K.  Schwarzschild,  Berliner  Berichle,  février  1916. 
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Or,  en  vertu  de  (32)  et  (33), 

dr\ 

dxi 


=  3. 


(340 


L’équation  (34)  devient  donc 

« 


dxi 


=  71 


-S'T- 


(35) 


L’intégration  de  l’équation  (35)  est  immédiate;  en  effet,  rem¬ 
plaçons  dans  (35)  t\  par  sa  valeur  (32,  33)  ;  on  a 


rfÇ  -  l  (tek  +  j3)~s|3d(3#i  +  p)  -  J *(3ak  +  flr*d( Sx,  +  p); 


d’où 


Ç  -f  a  =  (3if  -f  P)1'3  +  ez(3x±  +  p)-1'3, 


(36) 


étant  une  constante  d’intégration. 
Posons 

(3#i  +  P)1'3  ==  R* 


(37) 


En  vertu  des  relations  (32),  (33),  (36)  et  (37),  nous  obtenons, 
comme  solution  du  problème  extérieur , 


/!=  R2 
U  =  o(l 

fi  = 


R  +  R? 


(38) 


Remplaçons  les  fonctions  fif  f2,  f\  par  leurs  valeurs  (38)  dans 
l’expression  (3)  du  8s 2  et  retournons  aux  coordonnées  polaires 
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R,  6,  cp  (2)  ;  Pespace-temps  à  l’extérieur  de  la  sphère  sera  défini 
par 


oft2  '  /  a  e2\ 

8*2  == - frqBQ2  +  sin2  e8cp2)  +  c2  1  —  -  +  —  Si2 

i  _  -  .  't_  v  h  uy 

R  +  R2 


Cette  solution  a  été  obtenue  déjà  autrement  par  G.  Nord¬ 
strom  (*). 

Remarquons  encore  que  si  s  =  O,  on  retrouve  le  champ  exté¬ 
rieur  dû  à  une  sphère  matériali tique. 


(39) 


4.  Solution  du  problème  intérieur  à  la  sphère  électrisée  super¬ 
ficiellement. 

Nous  supposons  que  cette  sphère,  de  rayon  r  =  a ,  est  creuse 
et  qu’elle  porte  superficiellement  une  couche  infiniment  mince 
(Y  électricité . 

A  Y extérieur  de  la  sphère,  nous  aurons  le  tenseur  électrique 
asymétrique  (16). 

A  Y  intérieur ,  nous  appliquons,  par  hypothèse,  le  tenseur  de 
Poincaré  (**)  : 


TJ  =  Tf  =  Tg  = .  TJ  =  7 


32u2/? 


(40) 


L’indice  a,  surmontant  les  T,  signifie  appliqué.  On  voit 
dans  (40)  que  le  tenseur  de  Poincaré  est,  à  la  surface  interne ,  le 
même ,  au  signe  près  des  composantes  T \  et  TfJ,  que  le  ten¬ 
seur  (16),  à  la  surface  externe  de  la  sphère,  comme  on  peut  s’en 
assurer  à  l’aide  de  la  relation  (24). 

De  (40)  on  déduit  que 


f  ===  y  îa  J  — — 

“  ^  ‘  8tc2/1 


(41) 


(*)  G.  Nordstrom,  Verslag  Amsterdam,  deel  XXVI.  2de  gedeelte,  pp.  1204  et  1205. 

(**)  W.  Van  den  Berg,  Vraagstukken  uit  Einstein  s  Gravitatietheorie  (Haarlem, 
1920),  p.  57. 
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Calculons  le  tenseur  symétrique  à  l’aide  de  la  formule  (18)  ; 
on  aura 


èn  —  cf± 


e2 


32^/1 


ë)22  =  ^33  -  Cf-2 


32t 


(42) 


Introduisons  (41)  et  (42)  dans  les  équations  du  champ  gra- 
vifique  et  tenons  compte  de  (26)  ;  nous  obtenons  ainsi  le  sys¬ 
tème  d’équations 


Gu  =  —  f± 


fl 


{  6 22  =  633  —  fo 


644  =  + 

I  2 


(43) 


Les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  fournis  par  les 
relations  (9). 

Dans  ce  cas,  nous  avons  encore  les  relations  (28)  et  (29)  : 


_  1  df±  2  df2  1  df4 

Mr**  *  fJ  +  fJl  +  fJr0- 


(44) 


Le  théorème  du  tenseur  asymétrique  : 


il  =  0 


<r=  1,2,  3, 4 


(4S) 


fournit  ici  la  seule  équation 

dïî_(HU1_(12)f2_(13)f3_(14 


dx^'l  1  i  T*  [ *2_ ]  T|  1  "3  |  T§  (  4  ' 
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Remplaçons  dans  cette  relation  les  T“  par  leurs  valeurs  (40) 
et  les  accolades  par  leurs  valeurs  (8)  ;  en  tenant  compte  de  (44), 
on  obtient  immédiatement 

d  /e2\  _ 

dx±  \fîJ  ~  (  ' 

d’où 

4  =  Y>  (46) 

/  2 

y  étant  une  constante  d’intégration.  On  voit  par  (46)  que  f2  doit 
être  constante,  soit  Q f2)‘,  où  l’indice  s  indique  la  valeur  de  f2  à 
la  surface  de  la  sphère  ;  soit  f2  (a). 

Nous  allons  déterminer  la  solution  du  système  d’équa¬ 
tions  (48),  de  manière  qu’elle  ne  présente  pas  de  singularité  à 
l’intérieur  de  la  sphère.  A  la  surface  de  la  sphère  les  fonctions 
fi9f2,  A  doivent  être  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  premières. 

Combinons  encore  les  équations  (43)  de  la  même  manière  que 
les  équations  (27)  ;  nous  obtenons  ainsi  les  deux  équations 

A  fl  y te  J  AA  dx i  dXi  T 

lo. 

"  dxi  \f2  dxj  fl  \dxj 

L’équation  (47)  est  analogue  à  l’équation  (30)  ;  elles  ne  dif¬ 
fèrent  que  par  le  dernier  terme  des  premiers  membres.  L’équa¬ 
tion  (48)  est  identique  à  l’équation  (31). 

Elle  fournit  immédiatement  la  valeur  de  f2,  soit 

(49) 

en  tenant  compte  de  la  continuité  de  f2  à  la  surface  de  la  sphère. 

La  valeur  de  f2  est  donc  de  la  même  forme  à  Y  intérieur  et  à 
Y  extérieur  de  la  sphère.  Remarquons  (46  et  49)  que 


(47) 

(48) 
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en  représentant  par  A  la  valeur  de  R  à  la  surface  de  la  sphère. 
D’où  (49) 

(3  =  A3  —  a3.  (49") 


Faisons  encore  le  changement  de  variables  analogue  à  celui 
défini  par  (33),  en  posant 


/2  =  ''f'3,  f4  =  C2fï\-113, 


(50) 


Les  équations  (47)  et  (48)  deviennent 


dr\  dy 
dx4  dxi 


?7Ta|»  —  3y 


En  tenant  compte  de  (52),  l’équation  (51)  devient 


(51) 


dcp 

dx± 


''T2|: 


-y; 


d’où,  en  intégrant 


C p  =  Yj1'3  —  —  y  YJ  -J-  O, 


(53) 


(54) 


8  étant  une  constante  d’intégration. 

Passons  aux  conditions  de  continuité  à  la  surface  de  la  sphère. 
A  Y  extérieur  de  la  sphère,  les  dérivées  ^  et  sont  fournies 
par  (84)'  et  (85). 

Posons  à  la  surface  de  la  sphère 

r  =  a,  y\  =  f\s ,  C  etc. 


En  vertu  de  la  continuité,  on  aura,  par  (34) ’  et  (35), 


(55) 
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Or  (46) 


d’où  la  deuxième  relation  (55)  devient 


( 


m 


et,  en  vertu  de  (53), 


(57) 


ce  qui  montre  que  cette  condition  de  continuité  à  la  surface  est 
bien  remplie. 

Déterminons  la  constante  o  dans  (54)  par  la  condition  de 
continuité  à  L’origine. 

Remplaçons  <p  par  sa  valeur  (54)  dans  f4  (50)  ;  il  vient 


(58) 


Or  il  faut  admettre  qu’à  l’origine  r,  =  0  pour  x±  =  0;  d’où 
(49,  49",  50) 


p  =  0 


et 


U  =  r,  A  =  a. 


(59) 


On  en  déduit  que  pour  que  f4  y  soit  fini  et  positif,  S  doit 
être  nul.  Il  en  résulte  que  (54  et  49') 


(60) 


Rappelons  que  (50  et  49) 


t/13  =  R  =  r  =  fl 
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En  résumé,  à  l'intérieur  de  la  sphère  on  trouve  ainsi  (50) 


(61) 


Reportons-nous  maintenant  aux  relations  (38)  donnant  la 
solution  à  X extérieur  de  la  sphère  et  déterminons  la  constante  a 
qui  y  figure  par  les  conditions  de  continuité  à  la  surface  de  la 
sphère;  on  trouve  facilement  que 


Introduisons  cette  valeur  de  a  dans  les  relations  (38)  ;  à  Y  exté¬ 
rieur  de  la  sphère,  on  aura  ainsi 


(63) 


Remplaçons  les  valeurs  de  f2 ,  /*4  (61)  et  (63)  dans  (3)  et 
retournons  aux  coordonnées  polaires  :  R,  9  et  cp. 

A  l 'intérieur  de  la  sphère,  Tespace-temps  sera  défini  par 


•  (64) 
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A  Yextérieur  de  la  sphère,  l’espace-temps  sera  défini  par 


Rappelons  (59)  que  dans  (64)  et  (65)  on  peut  faire  R  =  r , 
A  ==  a. 

Nous  pouvons  remarquer  que  la  solution  que  nous  obtenons 
d’une  manière  rigoureuse  est  identique  à  celle  que  M.  Van  den 
Berg  a  obtenue  par  approximations. 
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Assemblée  générale  du  mardi  3  mai  1921. 


Prennent  place  an  bureau  :  MM.  G.  Cesàro,  président  de 
i  Académie,  directeur  de  la  Classe  des  sciences  ;  À.  Rolin, 
directeur  de  la  Classe  des  lettres;  Hulin  de  Loo,  directeur  de 
la  Classe  des  beaux-arts,  et  le  Secrétaire  perpétuel. 

Sont  présents  : 

Classe  des  sciences.  — MM.  J.  Deruvts,  J.  Neuberg,  À.  Gravis, 
A.  Lameere,  F.  Swarts,  Jean  Massart,  A.  Demoulin,  A.  Rutot, 
A.  de  Hemptinne,  Victor  Willem,  Paul  Stroobant,  Ch.  Julin, 
G.  Lecointe,  E.  Marchai,  Pierre  Nolf,  membres ;  A.  Rrachet, 
correspondant ,  G. -A.  Rouienger,  associé. 

Classe  des  lettres  et  des  sciences  morales  et  politiques.  — 
MM.  Paul  Thomas,  J.  Leclercq,  H.  Pirenne,  Jules  Lameere, 
Maurice  Vauthier,  J.  Vercoullie,  G.  De  Greef,  J. -P.  Waltzing, 
Eugène  Hubert,  Maurice  De  Wulf,  Ernest  Mahaim,  R.  P.  Dele- 
haye,  dom  Ursmer  Berlière,  G.  Cornil,  Léon  Dupriez,  G.  Des 
Marez,  membres;  Léon  Leclère,  J.  Cuvelier,  G.  Doutrepont, 
Jean  Capart,  correspondants. 

Classe  des  beaux-arts.  —  MM.  G.  De  Groot,  J.  Winders, 
E.  Mathieu,  L.  Frédéric,  J.  De  Vriendt,  Lucien  Solvay,  Jules 
Brunfaut,  S.  Dupuis,  F.  Khnopff,  Paul  Bergmans,  Ernest 
Verlant,  K.  Mestdagh,  membres ;  Émile  Wambach,  R.  van 
Bastelaer,  correspondants. 


1921.  SCIENCES. 


277 


20 


Assemblée  générale  du  3  mai  1921 . 


Absences  motivées  :  MM.  Fredericq,  Bordet,  van  Aubel  et 
Dony,  de  la  Classe  des  sciences  ;  van  Biervliet,  de  la  Classe  des 
lettres . 

Le  procès-verbal  de  l’Assemblée  plénière  du  5  juin  1920 
est  lu  et  approuvé. 

PBÉBOGATIYES  DE  L’ACADÉMIE. 

Il  est  donné  lecture  de  la  lettre  de  M.  le  Premier  Ministre, 
faisant  connaître  le  sentiment  du  Gouvernement. 

L’Académie  décide  qu’il  sera  donné  réponse  à  cette  lettre  et 
nomme  une  Commission  chargée,  avec  le  Bureau,  de  la  rédiger. 

150e  ANNIVEBSAIRE  DE  L’ACADÉMIE. 

Il  est  fait  rapport  à  l’Académie  sur  l’exécution  des  décisions 
prises  en  1920  et  sur  les  nouvelles  propositions  faites  par  la 
Commission  du  150e  anniversaire.  Celles-ci  sont  adoptées. 

BIOGRAPHIE  NATIONALE. 

M.  Paul  Bergmans,  secrétaire  de  la  Commission  de  la 
Biographie  nationale,  donne  lecture  de  son  rapport,  publié 
ci-après,  sur  l’année  1920-1921 . 
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Rapport  sur  les  travaux  de  la  Commission  de  la 
Biographie  nationale  pendant  l’année  1920-1921, 
par  Paul  Bergmans,  secrétaire  de  la  Commission 
et  membre  de  la  Classe  des  beaux-arts. 

Messieurs, 

Depuis  mon  dernier  rapport,  deux  modifieations  se  sont  pro¬ 
duites  au  sein  de  la  Commission  :  dans  sa  séance  du  3  juillet 
1920,  la  Classe  des  sciences  a  délégué  M.  Ch.  Julin  en  rempla¬ 
cement  de  M.  Gilkinet,  démissionnaire;  d’autre  part,  dans  sa 
séance  du  14  octobre  1920,  la  Classe  des  lettres  a  désigné 
M.  Georges  Cornil  en  remplacement  de  feu  M.  Paul  Fredericq. 

Trois  collaborateurs  ont  été  enlevés  par  la  mort  :  notre  con¬ 
frère  M.  Ernest  Nys,  le  juriste  éminent  qui  ne  nous  avait 
donné  qu’une  petite  notice  sur  le  jurisconsulte  Arnould  de 
Reyger,  mais  nous  avait  promis  une  collaboration  plus  étendue  ; 
M.  Gustave  Caullet  (*),  qui  avait  spécialement  étudié  les  archives 
de  Courtrai  et  y  avait  recueilli  des  notes  intéressantes  pour 
l’histoire  artistique;  M.  Joseph  Defrecheux  (2),  bibliothécaire 
honoraire  de  l’Université  de  Liège,  qui  a  écrit  de  nombreux  et 
consciencieux  articles  sur  des  écrivains  liégeois.  Je  tiens  à 
rendre  à  leur  mémoire  un  juste  tribut  de  regrets  et  de  recon¬ 
naissance. 

L’exercice  écoulé  a  été  marqué  par  l’apparition  du  deuxième 


f1)  Il  a  fourni  à  notre  dictionnaire  les  deux  notices  suivantes  déjà  imprimées  : 
Roger  le  Fèvre  (Smet)  et  Henri  Schorrenbergh,  et  en  avait  rédigé  plusieurs  autres 
pour  la  suite  de  la  lettre  S. 

(2)  Voici  la  liste  de  ses  cinquante-deux  articles  :  F.-J.-A.  Peclers;  H.-L.-J.  Peclers; 
Pierre-Jos.  Peurette;  Jac.-Jos.  Pinsar;  Ph.  de  Quercu;  G.-J.-E.  Ramoux;  Nicolas- 
Antoine-Joseph  Hemacle;  Jean-Baptiste  Renard;  Jean-Georges-Lucien  Renard; 
François-Joseph  Rennoir;  Jacques-Joseph-Richard  Renoz;  Pierre  Renson;  Pierre- 
Joseph  Ritzen;  Charles-Bonaventure  Roberti;  Frédéric-Jean-François  Roberti-Lin- 
termans;  Achille-Jean-François  Rodembourg;  Toussaint-Joseph  Romsée;  L.-F.-O.-A. 
Rongé;  L.-J.-B.-E.  Rongé;  C.  de  Rouillon;  J.-P.  Rousseaux;  Florent  de  Saint- 
Gilles  ;  Henri  d’Aumerie,  en  religion  Saint-Ignace  ;  Mathieu  de  Saint-Jean  ;  Louis- 
Pierre-Martin  de  Saint-Martin;  Hubert-Joseph  de  Saint-Nicolas;  Louis-Alexandre- 
Callet  Saint-Paul  de  Sinçav  ;  Laurent  de  Saint-Roch  ;  Martin  de  Saint-Servais  ; 
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fascicule  du  tome  XXII  de  notre  publication,  contenant  la  suite 
de  la  lettre  S,  de  Siger  de  Gand  à  Smyter,  soit  162  notices. 
Parmi  les  principaux  personnages  figurant  dans  cette  série,  je 
mentionnerai,  dans  l’ordre  alphabétique  :  Simon  de  Tournai, 
professeur  à  l’Université  de  Paris  dans  le  dernier  quart  du 
XIIe  siècle;  Simon  de  Vermandois,  le  dernier  des  évêques  qui 
cumulèrent  les  deux  sièges  de  Tournai  et  de  Noyon;  Pierre 
Simon,  deuxième  évêque  d’Ypres;  Adolphe  Siret,  l’auteur  du 
Dictionnaire  des  Peintres,  qui  fut  secrétaire  de  la  Commission 
de  la  Biographie  nationale  de  1882  à  1888;  l’historien  et  diplo¬ 
mate  Jean  Sleidan,  un  des  précurseurs  du  droit  public  moderne  ; 
les  sculpteurs  Slodts,  d’origine  anversoise,  mais  établis  à  Paris 
et  qui  occupent  une  place  importante  dans  l’histoire  artistique 
de  l’époque  de  Louis  XIY ;  le  célèbre  géomètre  liégeois  René- 
François  de  Sluse;  le  sculpteur  Claus  ou  Nicolas  Sluter, 
«  ymagier  »  et  valet  de  chambre  du  duc  de  Bourgogne,  Phi¬ 
lippe  le  Hardi,  qu’on  ne  pouvait  omettre  dans  notre  répertoire, 
quoiqu’il  ne  soit  pas  né  sur  le  territoire  actuel  de  la  Belgique, 
puisqu’il  est  le  plus  glorieux  des  artistes  flamands  attirés  en 
Bourgogne,  et  que  son  éducation  artistique  s’était  vraisemblable¬ 
ment  faite  en  Brabant;  l’historien  gantois  Joseph -Jean  De  Smet; 
les  peintres  malinoisSmeyers,  artistes  estimables  du  XVIIIe siècle  ; 
le  député  et  ministre  des  finances  Jean-Baptiste  Smits  ;  le  statis¬ 
ticien  et  dramaturge  Matthieu-Édouard  Smits,  personnalité 
intéressante  de  notre  histoire  littéraire  dans  la  première  moitié 
du  XIXe  siècle. 

La  suite  de  la  lettre  S  est  en  composition,  quoique  le  manu- 


Placide  de  Sainte-Thérèse;  Jean-Joseph-Alexis  Salmon;  Jean-Baptiste-Augustin 
vanden  Sande;  Théodoric  de  Sarto;  Dieudonné-Hubert  Sarton;  Martin-Joseph- 
Frédéric  Schiffers  ;  Jean-Pierre-Auguste  Schlim  ;  Pierre-Joseph-Hubert  Schmitz  ; 
Jean  de  Schoonhoven;  Jean  Schott;  Martin  Schoubben;  Alexandre  Seghers; 
Olivier-Ferdinand-Joseph  Serulier;  Mathieu  Serwier;  Guillaume-Hyacinthe-Joseph 
de  Simoni;  Jean-Martin-Grégoire  Simonis  ;  Charles-Nicolas  Simonon;  Pascal 
Simonon;  Ambroise-Simon  Simons-Pirnea  ;  Édouard  Slaughter;  Jean-Gautier 
de  Sluse;  Eugène-Oscar  Smits;  Jean-Joseph  Smits. 
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scrit  présente  encore  quelques  lacunes.  Je  dois  renouveler  de 
façon  pressante  l’appel  que  j’ai  déjà  adressé  à  nos  collaborateurs 
l’an  dernier.  Plusieurs  d’entre  eux  semblent  ne  pas  se  rendre 
compte  des  exigences  impérieuses  de  l’impression  d’un  diction¬ 
naire  alphabétique  :  ils  ne  livrent  pas  leurs  travaux  dans  les 
délais  indiqués  et  nous  occasionnent  ainsi  trop  souvent  de  pré¬ 
judiciables  retards,  en  immobilisant  la  mise  en  pages  et,  par  con¬ 
séquent,  en  entravant  l’avancement  du  recueil.  Un  peu  d’empres¬ 
sement  de  la  part  des  auteurs  qui  nous  sont  encore  redevables 
d’articles  peut  seul  nous  mettre  à  même  de  distribuer  au  début 
de  l’année  prochaine  un  nouveau  fascicule.  Il  serait  hautement 
désirable  aussi  que  nos  collaborateurs  s’occupent  de  rédiger  les 
notices  dont  ils  sont  chargés  dans  la  lettre  T. 

La  liste  provisoire  de  la  lettre  Y  a  été  imprimée  et  distribuée 
au  mois  de  septembre  dernier.  Elle  forme  un  volume  in-4°  de 
121  pages,  contenant  l’indication  de  plus  de  2,000  noms,  y 
compris  les  renvois.  Tous  évidemment  ne  seront  pas  maintenus 
dans  la  Biographie  nationale. 

La  rédaction  de  cette  liste  a  présenté  de  grandes  difficultés,  à 
cause  du  manque  de  fixité  des  règles  suivies  pour  le  classement 
alphabétique  des  noms  composés. 

Au  début  de  la  publication,  la  Commission  avait  adopté  cer¬ 
tains  principes  dont  la  pratique  a  fait  reconnaître  les  inconvé¬ 
nients.  Aussi  a-t-il  été  décidé  qu’à  partir  du  tome  XIII  (lettre  M), 
on  suivrait  les  règles  suivantes  déjà  appliquées  partiellement 
dans  les  tomes  X,  XI  et  XII  (lettres  I-L)  : 

1.  Les  noms  précédés  des  particules  d’,  de,  van,  vande,  van 
den,  van  der ,  sont  classés  au  mot  qui  suit  cette  particule. 

2.  Toutes  les  autres  particules  :  del,  delà ,  dele,  delle ,  des,  du, 
la,  le,  les,  ’t,  ter,  uyter,  ver,  etc.,  sont  considérées  comme  fai¬ 
sant  corps  avec  le  mot  qui  les  suit  et  ne  peuvent  en  être  séparées. 

Il  résulte  de  l’adoption  tardive  des  règles  précédentes  que  la 
liste  Y  présente,  à  première  vue,  un  caractère  assez  incohérent; 
il  a  fallu,  en  effet,  y  inscrire  les  noms  précédés  d’une  particule 
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actuellement  élidée,  pour  autant  qu’ils  se  rapportent  à  des 
volumes  parus  avant  la  mise  en  pratique  de  l’élision.  Les  tables 
alphabétiques  jointes  aux  volumes  imprimés  remédieront  à  cet 
inconvénient.  Mais  déjà  il  est  apparu  à  la  Commission  qu’il  sera 
nécessaire  de  reprendre  dans  la  lettre  Y  tous  les  noms  commen¬ 
çant  par  la  particule  van  ou  ses  dérivés,  en  indiquant,  le  cas 
échéant,  le  renvoi  au  volume  où  la  biographie  a  paru. 

L’attribution  des  notices  de  cette  immense  liste  a  été,  on  le 
comprend,  un  travail  considérable  Le  sous-Comité  est  parvenu  à 
le  terminer  en  six  séances  seulement,  grâce  au  zèle  intensif  dont 
ses  membres  ont  bien  voulu  témoigner,  et  qui  leur  a  fait  plus 
d’une  fois  dépasser  la  durée  habituelle  des  séances  de  commis¬ 
sion.  Deux  mille  quarante-six  notices  ont  été  réparties  ainsi 
entre  cent  quinze  auteurs.  Plusieurs  de  ceux-ci  sont  des  forces 
nouvelles,  auxquelles  nous  avons  eu  recours  pour  grossir  les 
rangs  des  collaborateurs,  pour  tâcher  aussi  de  confier  le  plus 
possible  les  biographies  aux  spécialistes  les  plus  compétents. 

La  Commission  croit  pouvoir  compter  sur  leur  concours 
dévoué,  mais  elle  tient  aussi  à  demander  aux  membres  de  l’Aca¬ 
démie  de  prendre  part,  en  plus  grand  nombre,  à  l’élaboration 
de  son  entreprise  à  la  fois  scientifique  et  patriotique. 
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publiés 

par  l’Académie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique 
de  mai  1920  à  mai  1921. 

BULLETINS. 

Classe  des  Sciences. 

1920,  nos  4  à  12;  1921,  nos  1  à  4. 

Classe  des  Lettres  et  des  Sciences  morales  et  politiques. 

1920,  nos  4  à  12  ;  1921,  nos  1  à  4. 

Classe  des  Beaux-Arts. 

1920,  nos  4  à  12;  1921,  nos  1  à  4. 


ANNUAIRE. 

U  Annuaire  pour  1921  comporte  64  -|-  388  pages,  compre¬ 
nant,  outre  les  renseignements  ordinaires,  les  notices  biogra¬ 
phiques  des  personnages  suivants  : 

Baron  de  Limnander  van  Nieuwenhove  (avec  portrait),  par 
,  Paul  Bergmans  ; 

Charles  Piot  (avec  portrait),  par  J.  Cuvelier; 

Le  chevalier  Edmond  Marchai  (avec  portrait),  par  Lucien 
Solvay  ; 

Charles  Potvin  (avec  portrait),  par  Maurice  Wilmotte; 

Jan  Blockx  (avec  portrait),  par  Lucien  Solvay. 
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Liste  des  travaux  publiés  par  l'Académie. 


MÉMOIRES. 

Classe  des  Sciences. 

Collection  in-8%  2e  Série. 

Tome  IV. 

Fasc.  2.  Contribution  à  l’étude  des  Calcites  belges  (50  p., 
24  fig.),  par  H.  Buttgenbach. 

Fasc.  3.  Recherches  sur  les  variations  numériques  des  chro¬ 
mosomes  dans  la  série  végétale  (108  p.,  4  pl.),  par  Emile 
Marchal. 

Fasc.  4.  Note  sur  la  Spermiogenèse  et  la  double  Spermatoge¬ 
nèse  des  Lépidoptères  (28  p.,  2  pl.),  par  L.  Verlaine. 

Fasc.  5.  Contribution  à  l’étude  des  minéraux  du  Vésuve  et  du 
Monte- Somma  (182  p.,  35  fig.),  par  G.  Cesaro. 

Fasc.  6.  Esquisse  d’une  monographie  des  couches  quaternaires 
visibles  dans  l’ exploitation  de  la  Société  des  Carrières  du 
Rainant ,  à  Soignies  (78  p.,  60  fig.),  par  A.  Rutot. 

Fasc.  7.  Etude  sur  la  reviviscence  des  végétaux  (90  p.,  2  fig., 
6  pl.),  par  Jeanne  Terby. 

Fasc.  8.  Congruences  de  cubiques  gauches  (200  p.),  par 
Modeste  Stuyvaert. 

Tome  V. 

Les  variations  et  leur  hérédité  chez  les  Mollusques  (826  p., 
287  fig.),  par  Paul  Pelseneer. 

Tome  VI. 

Fasc.  1.  Contribution  expérimentale  à  l’étude  des  fours  élec¬ 
triques,  par  O.  Dony-Hénault  (37  p.  14  fig.). 

Fasc.  2.  Sur  la  mesure  de  mobilité  des  ions  par  la  méthode  du 
condensateur  plan ,  par  S.  Pienkowski  (48  p.  14  fig.). 

Fasc.  3.  Notes  sur  le  genre  «  Chloraea  »  Lindley ,  par  L.  Hau- 
man  (31  p.,  5  fig.,  1  carte). 
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Fasc.  4.  Recherches  anatomiques  et  physiologiques  sur  les 
racines  respiratoires,  par  Maria  Ernould  (52  p.,  24  fig.). 

Fasc.  5.  Description  des  éléments  des  sulfures,  chlorures,  etc . 
du  sol  belge ,  par  H.  Buttgenrach  (70  p.,  39  fig. ) . 

Collection  in-4°. 

Tome  IV. 

Fasc.  5.  Observations  au  sujet  du  tracé  de  la  carte  géologique  de 
la  région  sud-ouest  du  massif  de  Stavelot  (15  p.,  8  fig.), 
par  L.  de  Dorlodot. 

Fasc.  6.  La  tectonique  du  Brabant  et  des  régions  voisines 
(95  p.,  22  fig.,  1  carte),  par  Fourmarier. 


Classe  des  Lettres  et  des  Sciences  morales  et  politiques. 

Collection  in-8°,  2e  Série. 

Tome  XI. 

Fasc.  1.  Recherches  sur  le  Traité  d’isis  et  d’Osiris  de 
Plutarque  (131  p.),  par  Léon  Parmentier. 

Fasc.  2.  Rio- Bibliographie  de  Gemma  Frisius,  fondateur  de 
l’École  belge  de  Géographie,  de  son  fils  Corneille  et  de  ses 
neveux  les  Arsenius  (418  p.,  3  fig.,  8  pi  ),  par  Fern. 
Y  an  Ortroy. 

Fasc.  3.  Les  Fraternités  monastiques  et  leur  rôle  juridique 
(28  p.),  par  dom  Ursmer  Berlière,  O.  S.  B. 

Fasc.  4.  La  Lorraine  belge  (218  p.,  3  fig.,  5  pi.) ,  par 
Louis  Yerhulst. 

Tome  XII. 

Nikolaus  Lenaus  Lyrik ,  ihre  Geschichte,  Chronologie  und 
Textkritik  (xvi-815  p.),  par  H.  Bischoff. 
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Tome  XIII. 

Fasc.  1.  La  vie  et  les  voyages  d'un  ouvrier  foulon  du  paijs 
de  Verviers  au  XVIIIe  siècle ,  d’après  un  manuscrit  inédit 
(59  p.),  par  H.  Carton  de  Wiart. 

Fasc.  2.  Le  Condroz.  La  population  agricole  au  XIXe  siècle 
(209  p.,  1  carte),  par  Robert  Ulens. 

Fasc.  3.  Met  Ilageland,  par  Emile  Yliebergh  (486  p.,  1  carte). 

Fasc.  4.  La  Poésie  de  la  Nuit  et  des  Tombeaux  en  Europe 
au  XVIIIe  siècle  (177  p.),  par  P.  Van  Tieghem. 

Tome  XV. 

Fasc.  1.  Les  sources  du  livre  «  De  ! Allemagne  »,  de  Mme  de 
Staël  (313  p.),  par  HexNri  Glæsener. 

Collection  in-4%  2e  Série. 

Tome  VII. 

Fasc.  2.  Notes  et  documents  sur  /’ Histoire  du  Protestantisme 
dans  le  duché  de  Luxembourg  au  XVIIIe  siècle  (111  p.),  par 
Eugène  Hubert. 

Fasc.  3.  Les  préliminaires  de  la  Révolution  brabançonne . 
Un  complot  politique  à  Bruxelles  (octobre  1789)  (70  p.),  par 
Eugène  Hubert. 

Tome  VIII. 

Etude  historique  et  critique  sur  la  Dette  publique  en  Belgique 
(453  pages,  18  tableaux),  par  Edm.  Nicolaï. 


Classe  des  Beaux-Arts. 

Collection  in-4°. 

Tome  I. 

Fasc.  1.  Un  essai  de  reconstitution  plastique  des  races  humaines 
primitives  (172  p.,  241  fig.,  32  pl.) ,  par  A.  Rutot. 
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Fasc.  2.  Les  origines  de  ta  parure  aux  temps  paléolithiques 
(170  p.,  160  6g.)»  Par  G*  Van  Wetter. 

Collection  in-8°. 

Tome  I. 

Fasc.  1.  Pourrait-on  retrouver  les  ruines  de  la  capitale  des 
Atlantes?  (37  p.,  3  6g.),  par  A.  Rutot. 

Fasc.  2.  Quatorze  lettres  inédites  du  compositeur  Philippe 
de  Monte  (30  p.  1  6g.),  par  Paul  Bergmans. 

Fasc.  3.  Histoire  de  la  création  et  du  développement  du  Drame 
Musical  particulièrement  en  Italie,  depuis  l’  «  Euridice  »  de 
Péri  jusquà  /’  «  Orfeo  »  de  Gluck  (301  p.,  11  6g.),  par 
Ludovic  Blareau. 


TRAVAUX  SOUS  PRESSE. 


Classe  des  Lettîes  et  des  Sciences  morales  et  politiques. 
Tome  XIII. 

Fasc.  5.  Deux  «  Typica  Byzantins  »  de  l’époque  des  Paléoloques, 
par  le  P.  II.  Delehaye. 


Collection  in-8°. 

Tome  XIV. 

Le  régime  juridique  et  économique  du  commerce  de  l’argent  au 
moyen  âge,  par  Georges  Bigwood. 
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Tome  XV. 

Fasc.  2.  Grammatik  der  Areler  Mundart ,  par  Alfred  Bertrang. 

Collection  in-4°. 

Tome  VII. 

Fasc.  4.  Correspondance  de  Maximilien  de  Chestret,  agent  diplo¬ 
matique  du  Prince-Évêque  de  Liège,  et  Paris  et  à  La  Haye 
(1785-1794),  par  Eugène  Hubert. 


TRAVAUX  A  IMPRIMER. 

Classe  des  Sciences. 

Étude  microchimique  du  Bulbe  d’ail ;  par  Marie  Braecke. 


Classe  des  Lettres  et  des  Sciences  morales  et  politiques. 

Histoire  du  Paganisme  dans  l’Empire  d’ Orient  depuis  le  règne 
de  Théodose  le  Grand  jusqu’à  l’invasion  arabe,  par  A.  Kuge- 
ner.  (Prix  Gantrelle.) 

Zuster  Hadeivijk,  par  le  R.  P.  Van  Mierlo,  Jr.,  S.  J.  (Mémoire 
couronné.) 

Chronologie  des  Archontes  athéniens,  par  Paul  Graindor.  (Prix 
Gantrelle.) 

Les  relations  commerciales  de  la  Belgique  et  de  l’Espagne,  par 
Joseph  Lefèvre.  (Mémoire  couronné.) 

Un  capitaliste  du  XIVe  siècle ,  par  J.  Cuvelier. 
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Séance  du  samedi  4  juin  1921. 


M.  G.  Cesàro,  directeur  de  la  Classe,  président  de  l’Académie. 

Sont  présents  :  MM.  Auguste  Larneere,  vice-directeur ; 
A.  Gilkinet,  Cli.  Lagrange,  J.  Deruyts,  Léon  Fredericq,  A.  Gra¬ 
vis,  Ch. -J.  de  la  Yallée  Poussin,  Max  Lohest,  Frédéric  Swarts, 
Jean  Massart,  A.  Demouiin,  A.  Rutot,  A.  de  Hemptinne, 
P.  Stroobant,  Ch.  Julin,  G.  Lecointe,  É.  Marchai,  J.  Bordet, 

L.  Crismer,  E.  van  Aubel,  membres ;  Th.  De  Donder,  P.  Four- 
marier,  Y.  Grégoire,  O.  Dony,  correspondants ,  et  le  Secrétaire 
perpétuel. 

Absences  motivées  :  MM.  Willem  et  Nolf,  membres. 

M.  le  Directeur  félicite  M.  Jean  Massart,  élu  correspondant 
de  l’Académie  des  Sciences  de  Paris  et  membre  étranger  de  la 
Société  linnéenne  de  Londres.  (. Applaudissements .) 

CORRESPONDANCE. 

L’Association  des  Ingénieurs  sortis  de  l’Université  de  Gand 
prie  l’Académie  de  se  faire  représenter  au  sein  du  Comité  d’hon¬ 
neur  de  la  manifestation  organisée  en  souvenir  de  J.  Boulvin  : 

M.  Demouiin  est  désigné  pour  représenter  l’Académie. 
L’Association  des  Ingénieurs  sortis  de  ITnstitut  agricole  de 

Gembloux  fait  parvenir  un  ordre  du  jour  qu’elle  a  voté  en  faveur 
du  rattachement  de  l’enseignement  supérieur  agronomique  de 
l’État  au  Ministère  des  Sciences  et  des  Arts. 

La  Société  royale  de  Londres  fait  connaître  que  les  promesses 
reçues  des  Académies  et  Gouvernements  intéressés  n’atteignent 
pas  le  tiers  des  ressources  nécessaires  à  la  continuation  du 
Catalogue  of  scientific  Littérature.  En  conséquence  elle  renonce 
à  assumer  la  charge  de  l’administration  de  ce  catalogue. 


1921.  SCIENCES. 
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Séance  du  4  juin  1921. 


HOMMAGES  D’OUVRAGES. 

Armand  Jorissen.  Son  œuvre  scientifique ,  par  F.  Schoofs  et 
R.  Vivario. 

Ch.  Van  Bambeke,  par  H.  Leboucq. 

Éléments  de  Physiologie  végétale ,  par  A.  Gravis. 

Sur  l'aplatissement  du  sphéroïde  de  Saturne ,  par  P.  Stroobant. 

—  Remerciements. 

COMITÉ  SECRET.  ~  ÉLECTIONS. 

Section  des  sciences  mathématiques  et  physiques. 

Est  élu  correspondant  :  M.  M.  Dehalu,  à  Liège. 

Section  des  sciences  naturelles. 

Est  élu  associé  :  M.  L.  Cuénot,  à  Nancy 

PRÉROGATIVES  DE  L  ACADÉMIE. 

A  la  suite  d’observations  présentées  par  MM.  Lecointe,  Swarts, 
Cesàro  et  Rordet,  la  Classe  prie  ses  délégués  au  sein  de  la 
Commission  chargée  de  répondre  à  la  lettre  de  M.  le  Premier 
Ministre,  de  défendre  sa  manière  de  voir  au  sujet  de  la  rédaction 
de  cette  lettre. 

TRAVAUX  A  L’EXAMEN. 

M.  Stuyvaert  est  désigné,  en  remplacement  de  M.  Demoulin, 
pour  faire  rapport  sur  le  travail  présenté  à  la  séance  précédente 
par  M.  Casteels. 

Contribution  à  la  documentation  bibliographique  de  l’Histoire 
quantitative  de  la  Calcination,  par  A. -J. -J.  van  de  Velde.  — 
Renvoi  à  MM.  Swarts  et  Crismer. 

Théorie  des  courbes  terminales  du  spiral,  par  F.  Keelhoff.  — 
Renvoi  à  M.  A.  Demoulin. 

CHOIX  D’UNE  LECTURE  POUR  LA  SÉANCE  PURLIQUE. 

M.  Émile  Marchai  est  chargé  de  cette  lecture. 


Géométrie  infinitésimale.  —  Sur  la  surface  minima 
d’Enneper, 

par  A.  DEMOULIN,  membre  de  l’Académie. 


La  surface  minima  d’Enneper  (*)  est  définie  paramétriquement 
par  les  équations 

a3 

x  —  a  -f  aP2  —  -  ’ 

o 

33 

z/.=  3  +  a2P-|’ 

%  =  <#  —  $*. 

Le  ds 2  de  cette  surface  a  pour  expression 

ds 2  =  (1  +  a2  +  (32)2  (da2  +  d,Q*). 

Si  l’on  pose 

(1)  a  =  p  cos  (i),  p  =  p  sin  w, 
il  vient 

(2)  •  ds*  =  (1  +  p2)2  (dp2  +  p2dw2)  (**). 

Les  coefficients  de  dp2  et  de  dw2  étant  fonctions  de  p,  la  sur¬ 
face  est  applicable  sur  une  infinité  simple  de  surfaces  de  révolu- 


(*)  Consulter,  au  sujet  de  cette  surface,  les  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  de 
M.  Darboux,  lre  partie,  nos  203  et  207.  —  Si  l’on  se  reporte  à  la  formule  (1) 
du  n°  202,  on  reconnaîtra  immédiatement  que,  dans  chacune  des  deux  formules 
du  n°  203,  le  facteur  (1  +  p2)  doit  être  affecté  de  l’exposant  2. 

(**)  On  obtient  cette  formule  en  faisant,  dans  la  deuxième  formule  du  n°  203, 
A  =  Ai  =  1 .  m  —  0. 
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tion.  Dans  le  présent  travail,  nous  déterminons  ces  surfaces, 
ainsi  que  les  géodésiques  de  la  surface  minima  d’Enneper.  Nous 
avons  développé  les  solutions  de  ces  deux  problèmes  parce 
qu’elles  constituent  des  applications  intéressantes  de  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques.  En  les  publiant  dans  ce  recueil,  nous 
tenons  la  promesse  que  nous  avons  faite,  en  1915,  aux  lecteurs 
de  Mathesis  (*). 


1. 


Le  ds 2  (2)  est  un  cas  particulier  du  suivant  : 


ds 2  =  E  df  +  G  du\ 


(3) 


E  et  G  désignant  des  fonctions  de  p.  Nous  allons  déterminer 
les  géodésiques  de  ce  ds2,  qui  convient  à  toute  surface  de  révo¬ 
lution.  Nous  appliquerons  ensuite  la  formule  obtenue  à  la 
surface  minima  d’Enneper. 

En  vertu  de  la  formule  (3),  la  longueur  d’un  arc  joignant  les 
points  (p0,  w0),  (pl5  w1)  a  pour  expression 


Po 


Les  courbes  extrémales  relatives  à  cette  intégrale  sont  définies 
par  l’équation 


(*)  Voir  Mathesis ,  4e  série,  t.  V,  p.  119. 
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On  déduit  de  là,  1  désignant  une  constante  arbitraire, 


G  dp 


d’où 

et,  par  suite, 
(4) 


dis) 


=  =fc  X 


V 


E 


G2  —  X2G 


'  —  ziz  X 


J\£ 


E 


-dp. 


G2  -  X2G 

Dans  le  cas  de  la  surface  minima  d’Enneper,  on  a 
E  =  (1  +  p2)2,  G  =  (l  +  p2)2p2, 
et  la  formule  (4)  donne 

dp 

(5)  '  ' " 

ou,  si  l’on  pose 

(6) 


I  —  ±  X 


■I; 


V(i  +  p2)2p2-^ 


p2=  t, 


i  =  zb  À 


f; 


dt 


SJ  U*  +  8i2  +  4 t  —  4)/ 


L’intégrale  qui  figure  au  second  membre  est  elliptique  ;  afin 
de  donner  au  radical  la  forme  normale  de  Weierstrass,  posons 


(7) 


t  =  T  —  - 
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il  viendra 

(8)  co  =  zJz  X 

En  posant 


r  =  p(u,  ^  +  4X* 


ou,  en  abrégé, 

(9)  ~  =  pu, 

on  obtient  une  nouvelle  expression  de  w  : 

du 


(10) 


I  =  ± 


I  2 

JpU~l 


Pour  calculer  l’intégrale  qui  figure  au  second  membre, 
désignons  par  a  un  argument  tel  que 


(11) 


pa  =  l‘ 


Dans  la  formule 


1  =  -1  K(« -»)-««  +  *)  +  «»], 


pu  —  pv  P  V 

remplaçons  v  par  a  ;  nous  aurons,  en  tenant  compte  de  (11), 
1  ;=  4~K(w  —  «)  —  £(“  +  «)  +  2Ça], 


pu  —  - 


2  p'a 


d’où 


j. 


du  1  f  <r  (u  —  a) 


pu~s 


2  p'a  [_  <r(w  +  a) 


+  2  mÇa 


-f-  const. 
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Par  suite,  la  formule  (10)  peut  s’écrire,  p.  désignant  une 
constante  arbitraire, 


(12) 


X 

I  =  [X  =b  — 
p'a 


log  -y-,' 

<t  (u  +  a) 


Représentons  par  f  (t)  le  trinôme  placé  sous  le  radical  dans 
la  relation  (8).  On  a,  en  tenant  compte  de  (11), 


(13) 

d’où 


Pl2a  =  f(pa)  =  fQ) 


(14) 


p'a  =  ±  2iX. 

Si  l’on  porte  cette  valeur  de  p'a  dans  la  relation  (12),  il  vient 
< t  (u  —  a) 


i  ==  a  ±  2  i 


log 


<t(m  +  a) 


+  2  u^a 


Des  formules  (6),  (7)  et  (9),  on  déduit 


En  définitive,  les  géodésiques  sont  représentées  par  les  équa¬ 
tions  (1),  p  et  w  ayant  les  valeurs  (15)  et  (14). 

Il  reste  à  chercher  quelles  valeurs  il  convient  de  donner  aux 
constantes  X,  jx  et  comment  il  faut  faire  varier  u  pour  obtenir 
les  géodésiques  réelles. 

Les  points  réels  de  la  surface  correspondent  aux  valeurs 
réelles  de  a  et  de  (3  et,  par  suite,  aux  valeurs  réelles  de  p  et 
de  w.  Donc,  pour  une  géodésique  réelle,  w  est  une  fonction 
réelle  de  la  variable  réelle  p. 

La  formule  (5)  donne 

/dwV  X2 

\dpJ  =  P2K  l  +  p2)2p2-*2]‘ 

Il  en  résulte,  p2  et  étant  >0,  que  X  est  réelle. 
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D’autre  part,  p  étant  réelle,  il  suit  des  formules  (6)  et  (7) 
que  t  est  réelle. 

Enfin,  la  formule 


déduite  de  (8),  montre  que  t  doit  varier  de  manière  que  f{ t) 
soit  >0. 

Démontrons  que  l’équation  f(x)  =  0  n’a  qu'une  racine  réelle. 
En  effet,  pour  qu’une  équation  cubique  à  coefficients  réels 

4  t3  —  gzT—  03  =  0 

n’ait  qu’une  racine  réelle,  il  faut  et  il  suffit  que  son  discriminant 
A  =  g\—  27$ 

soit  <0.  Or,  dans  le  cas  présent,  on  a 

A  =  -  1.6(4  +  27X2)X2<0. 

Notre  assertion  est  donc  justifiée.  Nous  désignerons  par  ev 
la  racine  réelle  de  /‘(t)  =  0. 

f  (t)  est  <0  pour  z<e1  et  >0  pour  r>e1.  Donc  la  condi¬ 
tion  f  (t)  >  0  peut  être  remplacée  par  la  suivante  : 

(16)  t  >  e±. 

Ajoutons  une  remarque  qui  sera  utilisée  plus  bas  :  e±  est  > 
En  effet,  d’après  la  relation  (18),  est  égal  à  la  quantité 
négative  —  4X2. 

La  fonction  pu  considérée  ici  est  à  discriminant  négatif; 
donc  si  le  point  u  décrit  l’axe  des  quantités  réelles,  pu  passe 


A.  Demoulin .  —  Sur  la  surface  minima  d’Enneper. 


une  infinité  de  fois  par  toutes  les  valeurs  réelles  non  inférieures 
à  elf  et  si  le  point  u  parcourt  l’axe  des  quantités  purement 
imaginaires,  pu  prend  une  infinité  de  fois  toutes  les  valeurs  non 
supérieures  à  e± . 

D’après  cela,  comme  on  a  posé  t  =  pu ,  on  satisfera  à  l’iné¬ 
galité  (16)  en  faisant  varier  u  de  — ■  oo  à  +  oo  . 

Démontrons  maintenant  que,  pour  cette  variation  de  u ,  les 
expressions  (15)  et  (14)  de  p  et  de  w  seront  réelles,  si  l’on  a 
pris  pour  p.  un  nombre  réel. 

D’abord  p  sera  réelle,  car  pu  est  >  et  qui  est  >  |* 

w  sera  aussi  réelle.  En  effet,  on  peut  prendre  pour  a  une 
valeur  purement  imaginaire,  car  ^  étant  <el7  pu  passera  une 
infinité  de  fois  par  la  valeur  |  lorsque  u  décrira  l’axe  des  quan¬ 
tités  purement  imaginaires.  Cette  remarque  faite,  reportons- 
nous  à  l’expression  de  w.  u  étant  réelle  et  a  purement  imagi¬ 
naire,  les  arguments  u  —  a  et  u  -f-  a  sont  imaginaires  conjugués  ; 
donc  (u  —  a)  et  <y(u  -\-  a)  sont  aussi  imaginaires  conjugués 
et  le  logarithme  de  leur  quotient  est  purement  imaginaire. 
D’autre  part,  a  étant  purement  imaginaire,  il  en  est  de  même 
de  Ça  et,  par  suite,  u  étant  réelle,  de  2aÇa.  Il  résulte  de  cette 
discussion  que  la  quantité  entre  crochets  est  purement  imagi¬ 
naire;  donc  son  produit  par  est  réel  et,  p  étant  réelle,  il  en 
est  de  même  de  w. 

En  résumé,  si  l’on  donne  à  X  et  à  p  des  valeurs  réelles,  en 
faisant  varier  u  de  —  oo  à  —  oo  ,  on  obtiendra  pour  p  et  w  des 
valeurs  réelles  et,  par  suite,  une  géodésique  réelle. 

IL 

Déterminons  les  surfaces  de  révolution  applicables  sur  la 
surface  minima  d’Enneper.  À  cet  effet,  établissons  d’abord  les 
équations  qui  définissent  les  surfaces  de  révolution  admettant 
le  ds 2  (3). 


299 


A.  Demoulin.  —  Sur  la  surface  minima  d'Enneper. 


Une  surface  rapportée  à  trois  axes  rectangulaires  Ox,  0 y,  Oz, 
et  de  révolution  autour  de  Oz,  peut  être  représentée  paramétri- 
quement  par  les  équations 


(17) 


x  =  r  cos  v, 
y  =  r  sin  v, 
z  =  <p  (r). 


Son  ds 2  a  pour  expression 

(18)  ds 2  =  [cp'2  (r)  +  1]  dr 2  +  r2dv2. 

Pour  identifier  les  ds 2  (3)  et  (18),  il  suffit  de  poser,  m  dési¬ 
gnant  une  constante  arbitraire, 


(19) 


v  =  —  » 

m 


(20)  r  =  m \fc, 

(21)  [<p'*  (r)  +  1]  dr2  =  Edp2. 

L’équation  (21)  s’écrit,  en  tenant  compte  de  la  précédente, 

"rfVG' 


cp'2  (r)  dr2  == 


E  —  m 2 


dp 


dp2; 


d’où 

(22) 

<P  (r)  : 

=j  VE-^(^)dp- 

En  portant, 

dans 

les  formules  (17),  les  valeurs  (19), 

(22)  de  v,  de  r 

et  de 

<p(r),  il  vient 

1  ‘ 

=  m  Vg  cos  —  » 
m 

(23) 

\  y 

=  m  Vg  sin  —  » 
m 

'  2  =  J.  \/e  —  m2 


<<Vg 


dp. 
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Telles  sont  les  équations  des  surfaces  de  révolution  cherchées. 
On  observera  qu’à  deux  valeurs  de  m,  égales  et  de  signes  con¬ 
traires,  correspondent  des  surfaces  identiques. 

Dans  le  cas  de  la  surface  minima  d’Enneper,  on  a 

E  •=  (1  +  p2)2>  G  =  p2(l  +  p2)2 

et  les  formules  (28)  donnent 

w 

x  =  mp(t  -j-  p2)  cos  — > 
k  k  m 

(O 

w  =  mp(  1  +  p2)  sin  —  » 
k  m 

(«0  *=IVô  —  9m2)  p4  +  (2  —  6m2)  p2  +  1  —  m2  dp. 


z  est,  en  général,  une  intégrale  elliptique.  Elle  s’exprime  au 
moyen  des  fonctions  élémentaires  :  1°  lorsque  m=±|; 
2°  lorsque  m  =  ±  1 . 

On  a,  dans  le  premier  cas, 


jV 


p2  +  ô  d?  = 


V3  3V3  °8 


La  surface  de  révolution  qui  correspond  à  cette  valeur  de  z 
est  réelle,  et  à  tout  point  réel  de  la  surface  minima  d’Enneper 
correspond  un  point  réel  de  cette  surface. 

Lorsque  m  =  - h  1 , 


*  =  2i  j  VV  +  1  prfp  =  J  (2p2  +  lf 

Bien  que  la  valeur  de  2  soit  imaginaire,  ce  cas  particulier  est 
intéressant,  parce  que  la  surface  de  révolution  correspondante 
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est  algébrique  ;  en  effet,  2  et  x2  -f-  y 2  sont  des  fonctions  algé¬ 
briques  de  p. 

Occupons-nous  à  présent  du  cas  général.  Si  l’on  pose 

(26)  p2  =  t, 

l’expression  (25)  de  2  devient 

—  9m2)  t2  +  (2  —  6m2)  t  +  1  —  m2  • 

Les  racines  t' ,  t"  du  trinôme  placé  sous  le  radical  sont 

,  m  +  1  ,,  m  —  1 

p  — _ 1  t'= _  _ 

3m  +  1  3m  —  1 


Par  suite,  on  peut  écrire 


(27)  *,  n=  t  V'1  —  W  J  V('  -  t')  (t  -t")l  ~ 

Substituons  à  la  variable  t  la  variable  t  définie  par  l’égalité 

t'  -I-  t" 

(28)  t  =  t  ey,  ey  = - — , 

et  posons,  en  outre, 

(29) 

il  viendra 


0a  =  +  tf, 

0/3  =  0y  +  t"  y 


*  =  7  Vl  —  9m8  |  V4(T  —  0a)  (T  —  0/8 )  O  —  0y) 
4 


dz 


A  cause  de  la  relation 

0*  +  0/3  +  0y  =  6, 

dont  la  vérification  est  immédiate,  il  est  permis  de  poser 

4(t  —  0a)  (?  —  0/s)  O  —  0y)  =  4t3  —  g2 T  —  03. 
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On  a,  par  suite, 


z  =  7  V  'i  —  9m2  J  V^3  —  9 z1  — 

4 

Posons  à  présent 

T  =  p(w,(/2,  g8) 

ou,  en  abrégé, 

(30)  t|  pu, 

nous  aurons  successivement 


Os- 


dz 


z  =  ^  V1  —  9m2  j 


phi 


du, 


pu  —  ey 

z  =  V'i  —  9m2  j*  (pu  —  ea)  (pu  —  e$)du, 
z  =  \j\  —  9m2  J*  (p2u  +  eypu  +  eaep)du. 


Or 


donc 


p  U  f/o 

<*—r  +  w 


z  =  f  (  ^  +  erfU  +  <V.<  +  p)  du 

et  finalement 

(31)  z  =  S/l—9m\~—e£u+(exeji  +  jp^)ii  ■ 

Telle  est  l’expression  de  2.  Pour  obtenir  celles  de  x  et  de  y, 
observons  que  des  relations  (26),  (28)  et  (30)  on  déduit 


(32) 


p2  =  pu  —  ey. 
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.  Donc  les  formules  (24)  deviennent 

Ix  =  m  \/pu  —  ey  (pu  +  1  —  ey)  cos  —  » 

m 

_ 

y  =  m  \pu  —  ey  (pu  +  1  —  ey)  sin  —  • 

m 

Cherchons  les  valeurs  de  m  auxquelles  correspondent  des 
surfaces  de  révolution  réelles. 

Nous  rappellerons  d’abord  quelques  propriétés  de  la  fonc¬ 
tion  pu  considérée  ici.  Comme  elle  est  à  discriminant  positif, 
elle  possède  un  couple  de  périodes  primitives  2^,  2w2  telles 
que  2(1)4  soit  réelle  et  2w2  purement  imaginaire.  Soit  2w3  une 
troisième  période  telle  que 

— j—  (Og  — j—  (1)3  =  0  » 

Si  l’on  pose 

pw  1  =  <?i ,  pw2  =  e2,  pw3  =  <?3, 

ei}  e2,  e3  sont  les  quantités  ea,  e^,  ey  définies  plus  haut,  et  l’on  a 

Ci  >  e3  >  e2. 

Portons,  sur  l’axe  des  quantités  réelles,  un  segment  OA  égal 
à  u)1  et,  sur  l’axe  des  quantités  purement  imaginaires,  un 
segment  OB  égal  à  jw2|,  puis  construisons  le  rectangle  OACB. 
Si  le  point  u  parcourt  le  contour  OACBO,  pu  est  réelle  et 
décroît  de  +  qo  à  —  oo  ,  en  prenant  respectivement  aux  points 
A,  C,  B,  les  valeurs  e15  e3,  e2. 

D’après  une  remarque  faite  plus  haut,  il  suffira  de  faire  varier 
m  de  0  à  -)-  oo  .  Nous  aurons  à  examiner  trois  cas  :  premier  cas  : 
m  <  |  ;  deuxième  cas  :  |  <  m  <  1  ;  troisième  cas  :  m  >  1 . 

Premier  cas  :  m<~.  t'  et  t"  sont  <0;  donc,  d’après  les 
formules  (29),  ea  et  e p  sont  <ey  et,  par  suite,  ey  =  ei. 

La  formule  (32)  s’écrit  donc,  dans  ce  cas, 

(34)  p2  =  pu  —  e±. 
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p  étant  réelle,  p2  est>0;  il  faut  donc  que  pu  soit  > e±.  On 
satisfera  à  cette  condition  en  faisant  décrire  au  point  u  Taxe  des 
quantités  réelles.  Pour  cette  variation  de  u,  z  sera  réelle,  car 
dans  la  formule  (31),  le  facteur  VT  —  9m2  est  réel  et  il  en  est 
de  même  de  la*  quantité  entre  crochets.  Comme,  de  plus,  en 
vertu  de  (24),  x  et  y  sont  des  fonctions  réelles  de  p  et  de  w,  la 
surface  est  réelle. 

En  s'appuyant  sur  la  formule 

(35)  SJpii  —  ~K  =  —  >  fe  =  l,2,3, 

vu 

on  peut  mettre  les  coordonnées  (33)  et  (31)  de  la  surface  sous 
la  forme  définitive 

<*&  ,  .  v  w 

x  —  un  —  (  pu  +  1  —  eA  cos  —  » 
vu  m 

v2  u  .  t  (O 

y  =  m  —  (  pu  -f  1  —  eA  sm  —  » 
vu  m 

*  =  V 1  —  py  —  e£u  +  +  fAj  u  ■ 

Lorsque  u  varie  de  —  oc  à  -\-  oc  ,  pu  prend  une  infinité  de 
fois  toutes  les  valeurs  non  inférieures  à  e1.  Donc,  p  étant  un 
nombre  réel  quelconque,  l’équation  (34)  a  une  infinité  de 
racines  réelles.  Il  suit  de  là  qu’à  tout  point  réel  de  la  surface 
minima  d’Enneper  correspondent  une  infinité  de  points  réels 
de  la  surface  de  révolution. 

Deuxième  cas  :  |  <  m  <  1 .  t'  est  <  0  et  t"  >  0  ;  donc,  en  vertu 
des  formules  (29),  on  a  ea  <  ey  <  e ^  et,  par  suite, 

(36)  ea  =  #2?  Sy  =  63,  —  Cy. 

Aux  valeurs  de  m  considérées  correspondent  des  surfaces  de 
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révolution  réelles.  Pour  les  obtenir,  nous  raisonnerons  comme 
il  suit.  De  la  formule  (27),  on  déduit 


1 

fe-  -  (1  —  9m2) 


(t-t')o-n 

t 


ou,  en  remplaçant  t  parp2, 

(37)  (i^y=(i  -9«*2)(p2-o(p2-*"> 

Or,  1  —  9m2  est<0,  f  <0  et  t"  >0;  par  suite,  pour  que  2 
soit  réelle,  il  faut  que  la  quantité  positive  p2  soit  <  t" .  On  a  donc 

(38)  0  <  p2  <  t ", 
ou,  en  vertu  de  (32)  et  (29), 

ey  <  pu  <  ey  +  t"  ou  ep, 


ou  enfin,  d’après  les  formules  (36), 

e3  <  pu  <  e±. 

Pour  satisfaire  à  cette  double  inégalité,  il  suffit  de  poser 

u  =  (i)4  -j-  iv, 

v  étant  réelle  et  variant  de  —  00  à  -j-  00  . 

La  formule  (31)  s’écrira  alors,  en  négligeant  une  constante 
additive. 


(39)  z  =  iSjVm*—  1 


p'0*>  i  +  «0 


6 


—  c3Ç  (co*  +  iv)  +  (  + 


À  une  constante  additive  près,  cette  valeur  de  2  est  réelle. 
Pour  le  montrer,  rappelons  les  formules 


V  Oi  +  u)  =  ei  + 


Ç  (u  +  v)  =  'Qu  +  Çr  • 


(gi  —  e2) 

pu  —  e± 

1  p'u  p’v 


2  pu  — pv 
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Remplaçons,  dans  la  première,  u  par  iv  et,  dans  la  seconde, 
u  par  w1  et  v  par  iv  ;  il  viendra 


i  +  iv)  =  ^  + 


(ei  —  e2)(e1  —  e3) 
piv  —  ôi 


Ç (<■>!  +  *»'>  =  %'+£«' +  s-  PW 


l  ptv  —  e* 


Or, 


p(iv,  g2,  g3)  =  —p(v,  g 2,  —  g3), 
p'(iv,  g3,  g3)  =  ip'(v,  g2,  —  g3), 

K(iv,  g3,  g3)  =  iÇ(»,  g3,  —  g3). 

Si  donc  on  pose 

p(v,q2,  —  g3)  =  pv,  Z(v,g2,  —  g3)  =  Çv, 


les  formules  précédentes  pourront  s’écrire 


(40) 

(41) 


p(“i  +  iv)  =  e, 


(fi  —  fr)  —  g8) 

pr  +  ^ 


Ç(“!  + .»»)  =  tu  +  s  : 


2  pv  -p  Cj 


De  la  relation  (40)  on  déduit,  par  dérivation, 

(42)  P'K  +  i»)  =8— *(«!  —  <%)  (fi ~  «s)  ^  -ÿ 


En  portant  les  valeurs  (41)  et  (42)  de  Ç(wi -f -  iv)  et  de 
pr(w1  -f-  iv)  dans  la  formule  (39),  et  négligeant  une  constante 
additive,  on  trouve 


;  =  \A^2 — 1 


\ei  —  e2)  Q ? A  —  e3)  pfv 

6  (pv  +  ^i)2 


+  e£v 


eh  p’v 
2  pv  +  ei 


21 


1921.  SCIENCES. 
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Cette  valeur  de  z  est  réelle.  Les  valeurs  (24)  de  x  et  de  y  le 
sont  aussi.  La  surface  est  donc  réelle. 

Il  reste  à  exprimer  x  et  y  en  fonction  de  v  et  de  w.  Faisons, 
dans  les  formules  (33),  y  =  3  et  a  =  -f-  iv;  il  viendra 

_  w 
mP  cos  —  » 
m 

(o 

mV  sin  — > 
m 

étant  posé 

p  =  Vp(w  1  +  iv)  —  e3  [p(wi  +  iv)  +  1  —  e3  . 

Transformons  d’abord  le  premier  facteur  de  P.  En  vertu  de 
la  formule  (40),  on  a 

(44)  \Jp  (cù4  +  iv)  —  e2  =  \je 4  —  e3  j~--2  • 

Y  pv  +  e± 

Or,  les  racines  de  l’équation 

4-3  —  +  93  =  0 


étant  égales  à  —  e1,  —  e2,  —  e3,  si  l’on  pose 

°(u,  g2,  —  g3)  =  êu, 

(u,  g2,  —  g3)  =  ëhu,  k  =  1,2,  3, 

on  a,  d’après  la  formule  (35), 


Par  suite, 


S/pu  +  eh  =  5-»  k  =  1,2, 3. 


V; 


)>v  +  e2 
P»  +  «1 


(ToV 

cPiV 
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Donc  (44)  peut  s’écrire 

VP(U1  +  iV)  —  «3  =  —  «3  ^  ' 

D’autre  part,  en  vertu  de  (40),  le  second  de  facteur  P  a  pour 
valeur 


1  +  Oi  —  e3) 


pv  +  e2 
pv  + 


On  a,  par  suite, 

P  =  Ve! - e3  ; 


i  +(ej  —  ea) 


pv  +  ^2 
pv  +  e, 


Portant  cette  valeur  de  P  dans  les  formules  (43),  on  obtient 
les  expressions  définitives  de  x  et  de  y  : 


4/ -  «2» 

x  =  m  —  r3  — 
<T±V 

1  / - *?v 

y  =  m  \ei  —  e 


1  +  (ei  —  e3) 


\+(e±  —  es) 


pv  +  e2 


cos—» 
pv  +  Wl 

pv  +  e2l  .  w 

z -  sin  — 

pv  -f-  m 


La  condition  (38)  montre  que  les  points  réels  de  la  surface 
minima  d’Enneper  auxquels  correspondent  des  points  réels  de 
la  surface  de  révolution  sont  ceux  pour  lesquels  |  p  |  est 

<\VT'\. 

Troisième  cas  :  m>  1.  t'  et  t"  sont<0.  La  formule  (37) 
montre  que,  parmi  les  surfaces  considérées,  aucune  n’est  réelle. 
En  effet,  p2  étant  >0,  le  second  membre  de  cette  égalité  est 
négatif  et,  par  suite,  ^  est  imaginaire. 

Bruxelles,  mai  1915. 
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Géométrie.  —  Un  groupe  de  trois  tétraèdres 
bilogiques  cayléens, 

par  Cl.  SERVAIS,  membre,  de  l’Académie. 

1.  Le  langage  conventionnel  de  la  géométrie  cayléenne  sera 
utilisé  dans  ce  travail,  pour  conserver  à  des  théorèmes  généraux 
les  énoncés  plus  clairs  et  plus  concis  de  leurs  cas  particuliers 
pour  lesquels  la  quadrique  fondamentale  <ï>  est  remplacée  par 
le  cercle  imaginaire  à  l’infini. 

Si  Pa,  Pp,  Py,  Pô  sont  les  pôles  des  faces  d’un  tétraèdre 
AB  CD  relativement  à  la  quadrique  fondamentale,  les  droites 
APa,  BPp,  CPy,  DPô  sont  les  hauteurs  cayléennes  lia ,  hb,  lic,  hd 
du  tétraèdre. 

2.  Une  quadrique  2  ayant  un  double  contact  avec  la  qua¬ 
drique  fondamentale  <f>  est  de  révolution;  l’axe  cayléen  de 
révolution  est  la  conjuguée  de  la  corde  de  contact.  Un  plan 
variable  et  la  droite  joignant  ses  pôles  relativement  aux  sur¬ 
faces  2  et  <î>  déterminent  sur  l’axe  deux  points  conjugués  d’une 
involution  fixe.  Les  points  doubles  de  cette  involution  sont  les 
sommets  des  cônes  circonscrits  aux  deux  quadriques  2  et  <ï>  ou 
les  foyers  cayléens  des  méridiennes  de  2.  Par  conséquent 

Les  hauteurs  cayléennes  ha,  hb,  hc,  bd  d’un  tétraèdre  AB  CD 
forment  un  système  réglé  (*)  dont  les  directrices  sont  les  axes  de 
révolution  cayléens  des  quadriques  2  conjuguées  au  tétraèdre. 

Une  directrice  du  système  réglé  (hahbhchd)  rencontre  les 
faces  du  tétraèdre  AB  CD  et  les  hauteurs  correspondantes  en 
des  couples  de  points  conjugués  d'une  même  involution ,  dont  les 
éléments  doubles  sont  les  foyers  cayléens  des  méridiennes  de  la 
quadrique  2  conjuguée  au  tétraèdre  et  ayant  pour  axe  de 
révolution  cayléen  la  directrice  considérée. 


(*)  Chasles,  Aperçu  historique,  p.  692  (3e  édition). 
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Si  F  désigne  l’un  de  ces  foyers,  les  plans  ABF,  CD  F  con¬ 
jugués  à  la  quadrique  fondamentale  <ï>  sont  rectangulaires 
cayléens.  Par  suite 

Le  lieu  des  foyers  cayléens  des  méridiennes  de  ces  quadriques 
E  est  la  biquadratique  gauche  intersection  des  liyperboloïdes 
orthogonaux  cayléens  (AB,  CD),  (AC,  BD),  (AD,  BC). 

8.  Les  coniques,  les  cubiques  gauches,  les  quadriques  har¬ 
moniquement  circonscrites  ou  inscrites  à  la  quadrique  fonda¬ 
mentale  <ï>  sont  dites  équilatères  cayléennes  de  première  ou  de 
seconde  espèce. 

Le  centre  d’homologie  du  triangle  ABC  et  de  son  réciproque 
relativement  à  la  section  de  la  quadrique  <ï>  par  le  plan  ABC 
est  l’orthocentre  cayléen  de  ABC.  Une  conique  équilatère 
cayléenne  de  première  espèce  circonscrite  au  triangle  ABC 
passe  par  l’orthocentre  cayléen  et  réciproquement. 

On  déduit  aisément  de  cette  propriété  qu’une  cubique  gauche 
équilatère  cayléenne  de  première  espèce  circonscrite  au  triangle 
ABC  a  pour  bissécante  la  normale  menée  au  plan  du  triangle 
par  F o rtho centre  (*). 

4.  On  désigne  par  Ha,  Hp,  1IT,  H§  les  orthocentres  cayléens 
des  faces  du  tétraèdre  AB  CD  ;  la  droite  BHa  coupe  la  conjuguée 
PaPp  de  la  droite  CD  relativement  à  la  quadrique  fondamen¬ 
tale  <ï>  (1).  La  droite  PaHa  rencontre  donc  BPp  et  par  analogie 
CPy  et  DP§  (**)  . 

Les  directrices  PaHa,  PpHp,  PyHy,  Pa Ho  du  système  réglé 
(hahbhchd)  sont  des  bissécantes  de  toute  cubique  gauche  équi¬ 
latère  de  première  espèce  circonscrite  au  tétraèdre  AB  CD  (3). 
Par  suite  : 

Les  cubiques  gauches  équilatères  cayléennes  de  première 
espèce  circonscrites  à  un  tétraèdre  AB  CD  sont  situées  sur 


(*)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (3),  XVII,  1898,  p.  53. 

(**)  F.  Meyer,  Arch.  der  Math,  und  Phys.  (3),  XII,  p.  158. 
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V hyper boloïde  fhahbhchd)  ;  elles  ont  pour  bissécantes  les  direc¬ 
trices  du  système  réglé  (hahbhchd)  (*). 

Corrélativement  :  La  développable  osculatrice  à  une  cubique 
gauche  équilatère  cayléenne  de  seconde  espèce  inscrite  dans  le 
tétraèdre  AB  CD  est  circonscrite  à  Fhyperboloïde  des  co-hau¬ 
teurs  h'a7  h'b ,  h'c,  h'd  du  tétraèdre.  Cette  cubique  a  pour  axes  les 
directrices  du  système  réglé  (fia  hb  h'c  fid)  (**). 

5.  Toute  cubique  gauche  T  circonscrite  au  tétraèdre  AB  CD, 
située  sur  l’ hyper  boloïde  des  hauteurs  cayléennes  et  ayant  pour 
bissécantes  les  directrices  du  système  réglé  (hahbhchd)  est  équi¬ 
latère  de  première  espèce. 

En  effet,  les  droites  PaHa,  PpHp  sont  respectivement  les 
génératrices  communes  de  deux  faisceaux  de  quadriques  circon¬ 
scrites  à  la  courbe  F.  Ces  surfaces  sont  équilatères  cayléennes  de 
première  espèce  (3)  et  sont  coupées  par  le  plan  polaire  d’un 
point  de  F  relativement  à  d>  suivant  deux  faisceaux  de  coniques 
équilatères  de  première  espèce,  circonscrites  au  triangle  inscrit 
dans  la  cubique  F.  Ce  triangle  est  nécessairement  conjugué  à  la 
quadrique  d>  et  la  cubique  F  est  équilatère  de  première  espèce. 

Corollaire.  -  Si  le  groupe  des  cinq  points  A,  B,  C,  D,  E  est 
tel  que  le  point  E  est  situé  sur  Fhyperboloïde  des  hauteurs 
cayléennes  du  tétraèdre  A  B  CD,  chacun  des  autres  points  du 
groupe  jouit  de  la  même  propriété  relativement  au  tétraèdre 
formé  par  les  quatre  points  restants  (***). 

6.  Une  quadrique  S  et  la  quadrique  fondamentale  <I>  défi¬ 
nissent  le  faisceau  tangentiel  des  quadriques  homofocales 


(*)  Gaelucci,  Rendiconti  Accad.  Napoli  (mai  1898),  pp.  207-215. 

(**)  La  co-hauteur  h'a  est  la  conjuguée  de  la  hauteur  ha  relativement  à  la  quadrique 
fondamentale  <t>. 

(***)  Gallucci,  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (3),  XVII,  1898,  p.  423.  — 
Zeeman,  Wiskundige  opgaven.  (Amsterdam),  deel  IX,  p.  168.  —  J.  Neuberg,  Archiv 
der  Math,  und  Phys.  (3),  XI,  p.  231.  —  F.  Meyer,  Archiv  der  Math,  und  Phys.  (3), 
XII,  pp.  151-158. 


312 


C.  Servais.  —  Groupe  de  trois  tétraèdres  bilogiques  cayléens. 


cayléennes  de  S.  Les  coniques  doubles  de  la  développable 
circonscrite  à  ce  faisceau  sont  les  focales  cayléennes  de  S  ;  leurs 
plans  sont  les  plans  de  symétrie  de  H. 

Un  point  quelconque  P  et  son  plan  polaire  tu  relativement  à 
la  quadrique  fondamentale  d>  sont  pôle  et  plan  polaire  par 
rapport  à  une  quadrique  S  conjuguée  à  un  tétraèdre  donné 
AB  CD  et  que  les  éléments  P  et  tu  déterminent.  Un  plan  variable 
et  la  droite  joignant  ses  pôles  par  rapport  à  2  et  <f>  (droite  con¬ 
juguée  normale  du  plan  par  rapport  à  2)  déterminent  dans  le 
plan  de  symétrie  tu  une  droite  et  son  pôle  relativement  à  la 
conique  focale  (tu)  de  la  surface  2.  Les  cubiques  gauches  équi- 
latères  circonscrites  au  tétraèdre  AB  CD  déterminent  dans  le 
plan  tu  des  ternes  de  points  d’une  conique  (5)  conjugués  dans 
une  involution  cubique  du  premier  rang.  Les  triangles  formés 
par  ces  ternes  sont  circonscrits  à  la  conique  d’involution  et,  par 
suite,  conjugués  à  une  conique  (a-).  Une  cubique  équilatère  dégé¬ 
nérée  du  faisceau  (A  B  CD)  renferme  la  hauteur  ha;  cette  hauteur 
et  la  face  correspondante  B  CD  déterminent  donc  un  point  et  sa 
polaire  relativement  à  la  conique  (a-),  et,  par  suite,  les  coniques  (a-) 
et  (tu)  sont  identiques.  Ainsi 

Les  cubiques  gauches  équilatères  cayléennes  circonscrites  au 
tétraèdre  A  B  CD  déterminent  dans  un  plan  quelconque  tu  des 
triangles  conjugués  ci  une  conique  (tu).  Cette  courbe  est  une  focale 
cayléenne  d’une  quadrique  conjuguée  au  tétraèdre  AB  CD. 

Remarque.  —  L’ensemble  des  coniques  focales  cayléennes  des 
quadriques  conjuguées  au  tétraèdre  AB  CD  généralise  le  Com¬ 
plexe  remarquable  de  coniques  de  Mr  Humbert  (*). 

Corollaire.  —  Si  le  point  E  appartient  à  l’hyperboloïde  des 
hauteurs  cayléennes  du  tétraèdre  ABCD,  les  quadriques  conju¬ 
guées  aux  tétraèdres  formés  par  les  cinq  points  A,  B,  C,  D,  E 
et  ayant  un  plan  de  symétrie  tu  donné,  ont  dans  ce  plan  leurs 
coniques  focales  cayléennes  conjuguées  à  un  même  triangle. 

(*)  Journal  de  l’École  polytechnique ,  LXIVe  cahier,  1894. 
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7.  Soit  0  un  point  quelconque  de  Fhyperboloïde  (halibhclid)  ; 
les  cinq  points  O,  Pa,  Pp,  Py,  Pô  déterminent  sur  cet  hyperbo- 
loïde  des  hauteurs  du  tétraèdre  PaPpPyPô  une  cubique  gauche 
équilatère  de  première  espèce  F  (5).  Le  point  polaire  w  du 
point  O  relativement  à  la  quadrique  fondamentale  d>  coupe  F  aux 
points  Ol5  02,  03;  le  tétraèdre  OC^OgOg  est  conjugué  à  <f>  et  la 
polaire  réciproque  de  F  relativement  à  cette  quadrique  est  une 
cubique  gauche  équilatère  de  seconde  espèce  A  osculatrice  aux 
faces  des  tétraèdres  AB  CD,  OC^C^Og.  Deux  coniques  (w),  (tt) 
inscrites  dans  la  développable  osculatrice  à  la  courbe  A  sont 
rapportées  projectivement  par  les  plans  oscillateurs  de  cette 
cubique.  La  conique  (w)  située  dans  le  plan  w  est  la  polaire 
réciproque  relativement  à  la  quadrique  d>  du  cône  (O)  perspec¬ 
tif  à  la  courbe  F.  La  conique  (n)  et  la  section  du  cône  (O)  par 
le  plan  tu  sont  donc  réciproques.  Cette  réciprocité  est  involutive; 
car  le  trièdre  0(010203)  détermine  dans  le  plan  tu  un  triangle 
dont  les  sommets  correspondent  aux  côtés  opposés.  Ainsi  les 
plans  osculateurs  (a(3y8  ...)  à  la  cubique  A  et  les  normales 
cayléennes  (a,  b,  c,  d  ...)  menées  à  ces  plans  par  le  point  O 
déterminent  dans  un  plan  osculateur  quelconque  -tu  de  la  courbe 
deux  systèmes  plans 

7i(aj3y8...)  t z(abcd...) 

réciproques  involutifs. 

Tout  plan  qui  coupe  les  faces  des  trièdres  bcd,  (3yS  suivant 
deux  triangles  polaires  réciproques  et,  par  suite,  bomologiques 
est  tangent  à  la  quadrique  ayant  pour  génératrices  les  intersec¬ 
tions  des  couples  de  plans 

(P,  cd )  (y,  db)  (3,  bc). 

Les  plans  osculateurs  à  la  courbe  A  sont  tangents  à  cette 
quadrique.  Ainsi 

D'un  point  quelconque  O  de  l9 hyperboloïde  des  hauteurs  cay¬ 
léennes  (APa,  BPp,  C  P  y,  DPg)  d'un  tétraèdre  AB  CD  on  abaisse 
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sur  les  faces  a ,  (3,  y,  8  les  normales  a  =  0Pa,  b  =  OPp, 
c^OPT,  d  =  OPô;  les  ternes  de  droites 


(P,  cd) 

(y,  db) 

(S,  bc) 

(y,  da) 

(8,  ac) 

(a,  cd) 

(S,  ab) 

(a,  bd) 

(P,  da) 

(a,  bc ) 

(P,  cd) 

(y,  ab) 

sont  respectivement  les  génératrices  de  quatre  quadriques  inscrites 
dans  une  même  développable  osculatrice  à  une  cubique  gauche 
équilatère  cayléenne  de  seconde  espèce  A  osculatrice  aux  faces 
du  tétraèdre  AB  CD. 

Cette  développable  est  circonscrite  à  Fhyperboloïde  des 
co-hauteurs  du  tétraèdre  ÀBCD  (4)  et  la  cubique  A  osculatrice 
aux  faces  de  ce  tétraèdre  est  complètement  déterminée  par  la 
condition  d’être  également  osculatrice  au  plan  polaire  w  du 
point  O,  par  rapport  à  la  quadrique  d>. 

8.  Soient  ÀBCD,  A± B± C± D±  deux  tétraèdres,  PaPpPyP§, 
PaiPpiPyiPSi  leurs  réciproques  relativement  à  la  quadrique 
fondamentale  <ï>.  Si  les  droites 

AiPa  ÏFPjg  (>lPy  DlPS 

concourent  en  un  même  point  O,  les  tétraèdres  A1B1C1D1, 
PaPpPy  P$  sont  homologiques  et  leurs  réciproques  Pai  PpA  PTl  P^ , 
ABCD  jouissent  de  la  même  propriété;  donc  les  droites 

AP«4  PP/3i  CPy4  DP<Jt 

concourent  en  un  même  point  0le 

Les  tétraèdres  ABCD,  A1B1G1D1  sont  orthologiques  cayléens ; 
les  points  O,  0±  sont  leurs  centres  d’ orthologie  respectifs. 

9.  Soient  ABCD,  A1B1C1D1  deux  tétraèdres  homologiques 
et  orthologiques  cayléens  ou  plus  simplement  bilogiques  cay- 
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léens  (*);  0,  01  leurs  centres  d’orthologie  respectifs;  02  g-  le 
centre  et  le  plan  d’homologie 

l  EEE  (BCD,  BiQDi)  m  =  (CDA,  CJDA) 
n  =  (DAB,  DAB,)  p  =  (ABC,  AACA 

Ces  tétraèdres  sont  réciproques  relativement  à  une  quadrique  S 
conjuguée  aux  éléments  02,  a-.  Cette  quadrique  est  dite  associée 
aux  tétraèdres.  L’enveloppe  des  plans  polaires  du  point  0 
[ou  OJ  relativement  aux  quadriques  homofocales  cayléennes  de 
S  (6)  est  une  cubique  gauche  (P)  [ou  (PJ]  osculatrice  aux  faces 
du  tétraèdre  AB  CD  [ou  A1B1C1Dj]  et  à  celles  du  tétraèdre  T 
conjugué  à  S  et  à  d>. 

La  polaire  réciproque  de  (P)  relativement  à  la  quadrique  d> 
est  une  cubique  gauche  équilatère  cayléenne  de  première  espèce 
circonscrite  aux  tétraèdres  PaPpPyP§,  T  et  passant  par  le 
point  0.  Ce  point  appartient  donc  à  l’hyperboloïde  des  hauteurs 
cayléennes  du  tétraèdre  AB  CD  (4). 

Les  arêtes  0A1?  OB^  0C15  0D1  du  pentagone  complet 
OA1BiC1D1  et  les  faces  opposées  correspondantes  déterminent 
dans  le  plan  g- les  systèmes  plans  (LMNP),  ( Imnp )  réciproques 
involutifs.  Les  droites  0A1?  OB^  GC1?  0D*  sont  les  normales 
cayléennes  menées  du  point  0  aux  faces  du  tétraèdre  ABCD; 
(Imnp)  est  la  section  de  ce  tétraèdre  par  le  plan  g-;  par  suite  (7) 
le  plan  g-  est  osculateur  à  la  cubique  (P)  et  par  analogie  à  la 
cubique  (PJ.  Le  lieu  des  pôles  du  plan  a-  par  rapport  aux 
quadriques  homofocales  cayléennes  de  £  est  donc  la  droite  001  ; 
elle  passe  par  les  pôles  02,  S  du  plan  <r  relativement  aux  qua¬ 
driques  2  et  d>.  Ainsi 

Si  deux  tétraèdres  ABCD,  A1Bi^1D1  sont  bilogiques  cay¬ 
léens,  les  centres  d’orthologie  0,  0 ±  et  le  centre  d’ homologie  02 
sont  sur  une  normale  cayléenne  du  plan  d’homologie  g-. 


(*)  Nous  adoptons  la  dénomination  tétraèdres  bilogiques  proposée  par  M.  J.  Neu- 
berg  pour  désigner  deux  tétraèdres  homologiques  et  orthologiques.  ( Notes  de 
géométrie  :  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles ,  40e  année,  fasc.  III,  1921, 
pp.  24  et  25.) 
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10.  Des  raisonnements  analogues  à  ceux  des  numéros  (4 —  8) 
de  notre  travail  :  Un  groupe  de  trois  tétraèdres  (*)  établissent 
que 

Si  deux  tétraèdres  AB  Cl),  A1B1 C1 D  Lsont  bilogiques  caijtéens , 
le  centre  d’orthologie  correspondant  au  tétraèdre  A1B1C1Di 
et  le  centre  d’ homologie  02  sont  situés  sur  une  cubique  gauche 
équilatère  cayléenne  de  première  espèce  circonscrite  au  tétraèdre 
A  B  CD  et  au  tétraèdre  principal  cayléen  (9)  de  la  quadrique  2 
associée  à  ces  tétraèdres. 

Le  tétraèdre  A2B2C2D2  dont  les  sommets  sont  les  points  d'in¬ 
tersection  des  couples  de  droites 

(OA*  04A),  (0Bo  04B),  (OC*  OA  (OD*  04D) 

forme  avec  ABCD,  A^C^  un  groupe  de  trois  tétraèdres 
bilogiques  cayléens  deux  à  deux.  Deux  d’entre  eux  déterminent 
le  troisième. 

Ces  tétraèdres  ABCD,  A1B1C1Dt,  A2B2C2D2  ont  même  plan 
d’ homologie  <r.  Leurs  centres  d’orthologie  sont  respectivement 
les  points  0,  01?  02.  Le  centre  d’orthologie  de  l’un  des  tétraèdres 
est  le  centre  d’ homologie  des  deux  autres. 

Les  faces  de  ces  tétraèdres  sont  les  plans  polaires  des  centres 
d’orthologie  correspondants ,  relativement  à  quatre  quadriques 
Sl5  S2,  ü3,  E4  homofocales  cayléennes  de  la  quadrique  2  associée 
aux  tétraèdres  ABCD,  A1B1C1D1. 

La  droite  qui  joint  les  centres  d’orthologie  0,  04  02  est  une 
directrice  commune  '  aux  trois  systèmes  réglés  des  hauteurs 
cayléennes  des  tétraèdres  ABCD,  A^C^,  A2B2C2D2. 

11.  Soient  S',  S"  les  quadriques  associées  aux  tétraèdres 
(ABCD,  A2R2C2D2)  '(A4B4C4D*  A2B2C2ü2). 


(*)  Bulletins  de  V Académie  royale  de  Belgique,  février  1921,  pp.  55-70. 
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Les  enveloppes  des  plans  polaires  des  points  0,  019  02  relative¬ 
ment  aux  quadriques  homofocales  cavléennes  de  E  sont  des 
cubiques  gauches  osculatrices  respectivement  aux  faces  des 
tétraèdres  AB  CD,  AjB1C1D1,  A2B2C2D2  (9);  toutes  trois  sont 
osculatrices  au  plan  g-  et  aux  faces  du  tétraèdre  principal  cay- 
léen  T  de  2. 

Ces  cubiques  sont  déterminées  par  le  plan  a-  et  les  tétraèdres 
ABCD,  A^C^,  A2B2C2D2  (7)  et  ne  changent  pas  si  l’on 
remplace  la  quadrique  E  par  Ef  ou  E".  Ces  trois  surfaces  ont 
donc  même  tétraèdre  principal  cayléen  T.  Les  pôles  0,  01?  02 
du  plan  g-  par  rapport  à  E",  E',  E  sont  d’ailleurs  sur  une  droite 
normale  cayléenne  de  g-;  par  suite  ces  quadriques  sont  homofo¬ 
cales  cayléennes.  Ainsi 

Les  quadriques  associées  aux  couples  de  tétraèdres  hilogiques 
cayléens 

(ABCD,  AACA)  (AjBiCA,  A2B2C2D2)  (A2B2C2D2,  ABCD) 

sont  homofocales  cayléennes . 

12.  Le  plan  d’homologie  g-  est  osculateur  à  la  cubique 
gauche  (P)  (9)  ;  donc  la  cubique  gauche  équilatère  cayléenne  de 
première  espèce  (OPaPpPyPô)  passe  par  le  pôle  S  du  plan  g- 
relativement  à  la  quadrique  fondamentale  <ï>.  Par  conséquent 

Le  groupe  des  tétraèdres  hilogiques  cayléens  ABCD, 
A1B1C1D1,  A2B2C2D2  jouit  de  la  propriété  que  les  cubiques 
gauches  équilatèi^es  cayléennes  de  première  espèce 

(OP«P*PyP,)  (O^PftPy.PO  (02PJP^PO 

passent  par  le  pôle  S  du  plan  d’ homologie  g-  relativement  à  la 
quadrique  fondamentale  <b. 

13.  Les  droites  AB,  A1B1  se  coupent  dans  le  plan  g-;  leur 
point  commun  est  la  trace  de  la  droite  AB  sur  le  plan 
OPaPpA1B1  normal  cayléen  à  la  droite  CD.  Par  suite, 

D'un  point  quelconque  O  de  l’ hyper boloïde  des  hauteurs 
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cayléennes  ha,  hb,  hc,  hd  d'un  tétraèdre  ÀBCD  on  abaisse  les 
perpendiculaires  a  =  0P«,  b  =  OPp,  c  ==  0Py,  d  ==  OP§  sur 
les  faces  de  ce  tétraèdre.  Les  six  points 

(AB,  ab )  (AC,  ac)  (AD,  ad) 

(BC,  hc)  (BD ,bd)  (CD,  cd) 

sont  dans  un  plan  7  normal  cayléen  à  la  directrice  du  système 
réglé  (hahbhchd)  issue  du  point  choisi  O  (*). 

14.  Cette  directrice  rencontre  la  cubique  gauche  équilatère 
cayléenne  de  première  espèce  (OPaPpPyP§)  au  pôle  S  du  plan  «7 
par  rapport  à  la  quadrique  fondamentale  <ï>  (12).  Donc 

Une  cubique  gauche  équilatère  cayléenne  de  première  espèce 
circonscrite  au  tétraèdre  PaPpPyP§  rencontre  une  directrice 
quelconque  s  du  système  réglé  (hahbhchd)  en  deux  points  tels 
que  le  plan  7  (13)  correspondant  à  l'un  d'eux  est  le  plan  polaire 
de  l'autre  par  rapport  à  la  quadrique  fondamentale  d>. 

Corollaire.  —  Si  le  point  O  décrit  une  cubique  équilatère 
cayléenne  de  première  espèce  (PaPpPyP§),  le  plan  7  enveloppe 
une  cubique  gauche  équilatère  cayléenne  de  seconde  espèce 
inscrite  au  tétraèdre  ÀBCD. 

15.  Les  couples  de  points  de  la  directrice  s  jouissant  de  la 
propriété  (14)  sont  conjugués  dans  une  involution  dont  les 
éléments  doubles  sont  les  foyers  cayléens  des  méridiennes  de  la 
quadrique  conjuguée  au  tétraèdre  PaPpPyPô  et  ayant  pour  axe 
de  révolution  cayléen  la  directrice  s.  Par  suite  (2), 

Tout  point  O  de  la  biquadratique  commune  aux  trois  hyper- 
boloïdes  orthogonaux  cayléens  (PaPp,  PyP§),  (PaPy,  PpPg), 


(*)  Autrement  :  Les  deux  trièdres  0(BCD),  O(P^PyPâ)  sont  coupés  par  le  plan 
B  CD  suivant  deux  triangles  homologiques  ;  le  centre  d’homologie  est  sur  la  direc¬ 
trice  5  ;  donc  les  trois  points  (BC,  bc),  (CD,  cd),  (DB,  db )  sont  en  ligne  droite  et,  par 
suite,  les  six  points  considérés  sont  dans  un  même  plan. 

Réciproquement,  si  les  points  (BC,  bc),  (CD,  cd),  (BD,  bd)  sont  en  ligne  droite,  le 
point  0  appartient  à  l’hyperboloïde  (hahhchd)- 
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(PaPs,  PpPy)  jouit  de  la  propriété  d'être  le  pôle  du  plan 
correspondant  cr  relativement  à  la  quadrique  fondamentale  <ï>. 

16.  Lorsque  le  point  O  décrit  un  rayon  r  du  système  réglé 
(hahbhchd),  le  plan  correspondant  cr  (13)  détermine  sur  chacune 
des  arêtes  du  tétraèdre  AB  CD  une  ponctuelle  projective  à  la 
ponctuelle  (O).  Le  plan  a-  enveloppe  donc  une  cubique  gauche 
inscrite  au  tétraèdre  AB  CD.  La  développable  osculatrice  à  cette 
courbe  est  circonscrite  à  l’hyperboloïde  des  co- hauteurs  du 
tétraèdre  AB  CD  (14).  Cette  cubique  ne  peut  être  équilatère 
cayléenne  de  seconde  espèce  (4,  Corol.  14)  ;  par  suite,  les  rayons 
du  système  réglé  ( hahbhchd )  sont  des  axes  de  cette  cubique. 
Ainsi 

Si  le  point  O  décrit  un  rayon  r  du  système  réglé  (hahbhchd), 
le  plan  a-  correspondant  (13)  enveloppe  une  cubique  gauche  non 
équilatère  inscrite  au  tétraèdre  AB  CD  et  ayant  pour  axes  les 
rayons  de  ce  système  réglé. 

17.  Soient  a-,  <rf  les  plans  osculateurs  à  cette  cubique  passant 
par  le  rayon  choisi  r;  0,0'  leurs  points  correspondants  (13)  ; 
S,  S'  leurs  pôles  par  rapport  à  la  quadrique  fondamentale  <b. 
Les  plans  polaires  des  points  0,0'  relativement  à  la  quadrique  <3> 
sont  respectivement  les  plans  correspondants  (13)  des  points 
S,  S'  (14).  Ces  plans  passent  par  S  et  S'.  Les  plans  sont 
tangents  aux  deux  hyperboloïdes  (hahbhchd),  Ç h'ah'bh'ch'd )  (4)  et 
les  points  S,  S'  sont  communs  à  ces  surfaces.  Donc 

Le  lieu  des  points  0  situés  dans  leurs  plans  correspon¬ 
dants  a-  (13)  est  la  biquadratique  commune  à  l’ hyper  boloïde  des 
hauteurs  (hahbhchd)  et  à  celui  des  co-liauteurs( h'ah'bhéhd). 

18.  Étant  donnés  un  tétraèdre  AB  CD  et  un  point  0  de 
l’hyperboloïde  des  hauteurs  cayléennes  ( hahbhchd );  par  ce  point 
on  mène  la  directrice  s  du  système  réglé  (hahbhchd)  et  les 
perpendiculaires 

a  ~  0Pa  b  =  OŸp  c  =  OFy  d  =  OP* 
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sur  les  faces  du  tétraèdre.  Si  02  est  un  point  arbitrairement 
choisi  sur  la  droite  s ,  les  points 

A*  =  (02Â,  à)  =  (02B,  b)  Gd  eeee  (02C,  c)  Di  eeee  (02D,  d) 

sont  les  sommets  d’un  tétraèdre  A1B1C1D1  bilogique  cayléen 
au  tétraèdre  ABCD.  Le  centre  d’orthologie  0A  correspondant 
au  tétraèdre  A^^D*  est  situé  sur  la  droite  s  (9)  et  le  plan 
d’homologie  a-  est  normal  cayléen  à  s  (9). 

Lorsque  le  point  02  décrit  la  directrice  s  du  système  réglé 
(hahbhchd),  le  plan  df homologie  s-  du  tétraèdre  donné  ABCD  et 
du  tétraèdre  variable  A1B1CiDi  reste  fixe  (13). 

La  cubique  gauche  équilatère  cayléenne  de  première  espèce 
(Oi.Pa.Ppi  P yi  P§i)  passe  par  un  point  fixe  S  (12). 

La  droite  s  rencontre  les  faces  du  tétraèdre  ABCD  et  les 
hauteurs  cayléennes  correspondantes  en  des  couples  de  points 
conjugués  d'une  involution  (2);  les  points  variables  01,02  sont 
conjugués  dans  cette  involution  (10). 

19.  Les  plans  B  CD,  B^D*  se  coupent  dans  le  plan  or  et 
les  points  S,  Pa,  Pai  sont  collinéaires  ;  les  tétraèdres  PaPpPyPs, 
PotlPp1Py1P§1  ont  donc  pour  centre  d’homologie  le  point  S. 
A  cette  homologie  correspond,  dans  la  polarité  définie  par  la 
quadrique  fondamentale  d>,  l’homologie  des  tétraèdres  ABCD, 
AABi CiD1?  et  le  coefficient  ddiomologie  des  tétraèdres  (ABCD, 
A.B.CiD  i )  est  égal  a  celui  des  tetraedres  (Pa  ^ Pj3i  P yi Pôi , 
P  a  P  |3  Py  P§)  •  Par  suite,  si  le  point  variable  02  (18)  occupe  la 
position  S,  les  deux  figures 

(ABCD,  PaJP^P^)  (AiBiCiDi,  PaP^Ps) 

se  correspondent  dans  une  homologie  (S,  or).  Dans  cette  homo¬ 
logie  les  points  01?  0  alignés  sur  S  et  situés  respectivement  sur 
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les  droites  homologues  APai,  A, Pa  sont  correspondants.  Donc 
les  points 

A2  ==  (OA4,  04A)  b2  =  (OB4,  04B) 

C2  =  (OC,,  04C)  D2  —  (ÔD4,  04ü) 

sont  dans  le  plan  7.  Ainsi 

Les  droites  joignant  les  sommets  du  tétraèdre  AB  CD  respec¬ 
tivement  aux  traces  des  droites  a,  b,  c,  d  (13)  sur  le  plan  7  se 
coupent  en  un  même  point  04  de  la  droite  s. 

Ce  point  04  et  le  pôle  S  du  plan  7  relativement  à  la  quadrique 
fondamentale  d>  sont  conjugués  dans  l’involution  (18). 

20.  Soit  S'  la  trace  de  s  sur  le  plan  7;  les  points  0,  S  sont 
conjugués  dans  une  involution  fixe  (15)  ;  les  points  S,  S'  sont 
conjugués  à  la  quadrique  fondamentale  d>.  Donc 

Si  le  point  0  décrit  la  directrice  s  du  système  réglé  (hahbhchd), 
le  plan  correspondant  7  décrit  un  faisceau  projectif  à  la  ponc¬ 
tuelle  (0). 

Les  ponctuelles  projectives  (0),  (S')  ont  pour  éléments  doubles 
les  points  d'intersection  de  la  droite  s  avec  lf  hyper  holoide  des 
co-hauteurs  (hahbhchd)  (17). 

Corollaire.  Si  s'  est  la  conjuguée  de  la  directrice  s  rela¬ 
tivement  à  la  quadrique  fondamentale  d>,  on  a 

s(ABCD)  À  s'(ABCD). 
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Théorie  des  nombres.  —  Sur  les  théorèmes 
de  Fermât  et  d’Euler, 

par  M.  STUYVAERT,  correspondant  de  l’Académie. 


«  Le  théorème  de  Fermât  généralisé  (ou  th.  d’Euler)  est  beau- 
»  coup  moins  intéressant  que  la  proposition  simple.  Il  ne  four- 
»  nit  pas,  en  effet,  de  congruence  qui  soit  vérifiée  pour  toute 
»  valeur  de  la  variable  sans  être  une  identité,  tandis  que  c’est,  au 
»  fond,  ce  qui  constitue  l’importance  du  théorème  de  Fermât.  » 
(E.  Borel;  J.  Drach,  Théor.  des  nomb.  et  Alg.  supér.,  p.  21.)  Du 
théorème  de  Fermât  on  conclut  effectivement  que  le  polynôme 
xP—  1  —  \  est  =  0  (mod.  p)  pour  toute  valeur  de  x  non  con¬ 
grue  à  0  (mod.  p)  ou  que  xV  —  x  est  =0  pour  toute  valeur, 
même  nulle  de  x.  On  tire  de  là  deux  séries  de  conséquences  : 

1°  Puisque  le  module  est  premier,  xP~  1  —  1  divisible  sépa¬ 
rément  suivant  le  module  p  par  x  —  1,  x  —  2  ...  x  —  ( p  —  I) 
est  congrue  à  leur  produit;  par  suite  toute  congruence  qui  a 
autant  de  racines  que  l’indique  son  degré  a  son  premier  membre 
diviseur  (mod.  p)  de  xV  —  1 —  1  (de  xV — x  si  l’on  compte  la 
racine  0)  ;  que  pour  avoir  les  racines  de  fx  ==  0  on  peut  appliquer 
l’algorithme  d’Euclide  à  fx  et  à  xP~ 1  —  1  (ou  xP  —  x)  ;  enfin 
que  si  un  polynôme  est  congru  à  zéro  (mod.  p)  pour  toute  valeur 
de  x,  son  premier  membre  est  le  produit  de  xP  —  x  par  un  autre 
polynôme  arbitraire.  Tout  cela  ne  résulte  pas  seulement  de  ce 
que  xP  —  x  a  p  racines,  mais  de  ce  que  p  est  premier,  de  sorte 
que  si  un  polynôme  est  divisible  (mod.  p)  par  x  —  a  et  x  —  p, 
il  l’est  par  leur  produit. 

2°  En  remplaçant  xP  +  k  par  xk  + 1  on  abaisse  au-dessous  de  p 
le  degré  de  toute  congruence,  sans  altérer  les  racines,  mais  en 


22 


1921.  SCIENCES. 


323 


M.  Stuyvaert.  —  Sur  les  théorèmes  de  Fermât  et  d'Euler. 


changeant  peut-être  leur  degré  de  multiplicité.  Ceci  tient  à  la 
circonstance  que  le  premier  coefficient  de  xP  —  x  est  l’unité, 
circonstance  sans  intérêt  dans  l’hypothèse  du  module  premier, 
puisque  le  cas  contraire,  on  le  sait,  se  ramène  toujours  à  celui-ci. 

Dans  le  passage  cité  de  E.  Borel  et  J.  Drach,  la  vérité  et 
l’erreur  s’entremêlent  d’une  façon  assez  difficile  à  débrouiller. 
En  réalité,  contrairement  à  leur  assertion,  le  théorème  de  Fermât 
généralisé  peut  fournir  une  congruence  qui  soit  vérifiée  par 
toute  valeur  de  la  variable  sans  être  une  identité;  E.  Lucas  (*) 
l’avait  indiquée  :  si  le  module  n  décomposé  en  facteurs  premiers 
est  aa6Pcï  ...,  on  a 

x*+P+y+-  (xfin)  — 1);=  0  (mod.  n) 

pour  toute  valeur  de  x,  car  pour  tout  x  premier  avec  «, 
xv^7-)  —  1  est  multiple  de  aa ,  donc  aussi  x9(n)  —  1  qui  est  un 
multiple  algébrique  de  xv(aX)  —  1  ;  et  pour  tout  x  multiple  de  a , 
xa  et  a  fortiori  Æa  +  P  +  ïH —  est  multiple  de  aa;  de  même 
l’expression  précédente  est,  pour  tout  x,  multiple  de  6P,  de  cï,... 
donc  de  n. 

Signalons  ici  une  simplification  évidente  :  au  lieu  de  l’expo¬ 
sant  a  +  (3  -f-  y  -f-  ...  on  peut  mettre  le  plus  grand  des  nom¬ 
bres  a,  [3,  y,  ... 

Qu’on  ne  puisse  pas  tirer  de  là  des  conséquences  analogues 
à  la  première  série  de  corollaires  du  théorème  de  Fermât,  cela 
tient,  répétons-le,  à  ce  que  le  module  est  composé. 

Quant  à  la  seconde  conséquence,  elle  se  généralise  :  la  con¬ 
gruence  de  E.  Lucas  permet  d’abaisser  le  degré  de  toute 
congruence  au-dessous  de  <p(n)  -j-  a  -|-  (3  +  y  -f-  ...  (en  conser¬ 
vant  les  racines,  mais  non  leur  multiplicité). 

Ce  .nombre  cp (/?,)  -f-  oc  [3  — (—  y  — |— -est  en  général  plus 

petit  que  n ,  car  parmi  les  nombres  1,  2,  3,  ...  n ,  il  y  en  a  c p(n) 


(*)  Mathesis,  1891,  p.  9. 
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qui  sont  premiers  avec  n  \  puis  il  y  a  les  a  puissances  successives 
de  les  (3  puissances  de  h,  etc.,  et  en  outre,  il  y  a  des  multiples 
communs  de  a  et  b,  a  et  c,  ...  Ces  derniers  nombres  font  défaut 
si  n  n’a  qu’un  facteur  premier,  mais  alors  encore  cp(aa)  -j-  a  = 
aa  —  aa  —  1  _|_  a  est  toujours  plus  petit  que  aa,  à  moins  que 
l’on  n’ait  a  =  \ ,  ce  qui  est  exclu  parce  qu’alors  le  module  est 
premier,  ou  a  =  2  et  a  =  2,  alors  n  =  4.  [En  effet  aa  — 1  —  a  = 
(a  —  1  — (—  1  ) a  — 1  —  a  5>*  (l-)-^)a“1  —  a  et  le  développement 
du  binôme  donne  a  termes,  tous  >1  ;  le  signe  =  n’est  réalisé 
que  si  a  —  1  =  1  et  a  —  1=1.] 

Bref  si  n  a  toute  autre  valeur  que  4,  la  congruence  de  E.  Lucas 
a  plus  de  racines  que  ne  l’indique  sondegré;  son  premier  mem¬ 
bre  est  divisible  (mod.  n.)  par  x,  x  —  1,  x  —  %  ...  x  —  n , 
mais  pas  nécessairement  par  le  produit  de  deux  de  ces  binômes. 
Dans  le  cas  de  n  =  4,  elle  a  autant  de  racines  que  l’indique  son 
degré. 

La  simplification  que  nous  avons  indiquée  plus  haut  permet 
d’abaisser  le  degré  de  toute  congruence  au-dessous  de  cp(n)  -f- 
si  a  est  le  plus  grand  des  exposants  a,  (3,  y,  ... 

Le  passage  de  E.  Borel  et  J.  Drach  doit  donc  être  corrigé 
comme  suit  :  «  le  théorème  de  Fermât  généralisé  peut  conduire 
»  aussi  à  des  congruences  vérifiées  pour  toute  valeur  de  x,  mais 
»  elles  sont  moins  intéressantes  parce  qu’on  ne  peut  pas  en  tirer 
»  une  foule  de  conséquences  qui  exigent  que  le  module  soit  pre- 
»  mier.  » 

Au  fond  l’observation  de  E.  Borel  et  J.  Drach  tend  à  montrer 
que,  pour  avoir  les  polynômes  divisibles  par  n  pour  tout  x,  le 
théorème  d’Euler  est  superflu,  que  le  théorème  de  Fermât  suffit. 
Voici  comment  ils  déterminent  (Note  à  la  fin  du  volume)  au 
moyen  du  seul  théorème  de  Fermât  tous  les  polynômes  divi¬ 
sibles  par  aa,  a  étant  premier. 

Les  polynômes  suivants  jouissent  évidemment  de  cette  pro¬ 
priété  : 

ax~i(xa  —  x),  ax~2(xa  —  x )2,  •••  ( xa  —  x)*\ 
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la  somme  de  leurs  produits  par  des  polynômes  arbitraires 
représente  tous  les  polynômes  cherchés  si  a  -f-  1  a.  On  le 
démontre  par  induction  complète,  car  pour  a  =  1,  on  a  la  con¬ 
gruence  de  Fermât.  Soit  donc 

(æ)  =  0  (mod.  ax+i) 

une  congruence  vérifiée  pour  tout  x,  donc  aussi 
cp(Æ)  =  0  (mod.  a*) 

et,  par  hypothèse,  le  théorème  est  vrai  pour  l’exposant  a; 

<P  0»)  =  V  n“~K  (xa  —  x)Kfk  (x)  +  a%  ( x )  ; 

k=i 


les  f  sont  des  polynômes  arbitraires  x0.  Soit  x0  une  valeur  de  x; 
alors 

—  x0  =  a\ o, 

où  £0  est  entier;  d’où 


(®0  +  aX)a  —  (x0  +  ak)  = 


(æ0  +  aX)a  —  (, x0  +  ak)  =  a  (Ç0  —  k)  (mod .  a2), 

=  a(i0  — X)  +  ya2, 

a*-h  [(x0  +  ak)a  —  (, x0  +  ak)]K  =  aa(£0  —  k)h  +  des  termes  en  aa+1 
=  a*  (5o  —  k)h  (mod.  aK+i); 

d’autre  part 

h  (Xo  +  ak)  =  U  (x0)  (mod .  a)  ; 

donc 


Xq  Xq  ... 

OU 

«5 » 

—  ak 

a  , 

+  -  ahsg~l . 

..  ou 

Ma2 

+  ••• 

ou 

Ma2, 

cp  (x0  +  ak)  -  £  (5o  —  k)hfh  (x0  +  ak)  (mod.  aa+l) 


I]  a*(ïo  ~  kf  fn  fa)  +  a«+h\ 

=  É  «“(So  —  k)hfh  (x0).  (mod.  aa+1). 

,k=o 
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Si  £0  est  fixe  et  si  1  varie,  le  premier  membre  est,  par 
hypothèse,  multiple  de  aa+d,  pour  toute  valeur  de  X;  donc 
E(Ç0  —  X)kfk(x0)  est  multiple  de  a  pour  toute  valeur  de  £0  —  X  ; 
mais  c'est  un  polynôme  de  degré  a  <  a;  donc  tous  ses  coeffi¬ 
cients  sont  congrus  à  0  (mod.  a).  Ensuite,  comme  æ0  est 
arbitraire,  chaque  polynôme  fk(x)  est  =  0  (mod.  a)  pour  toute 
valeur  de  x0  ;  donc  il  est  de  la  forme 

(xa  —  x)  gK  (as)  ; 

où  gh[x)  est  un  polynôme  arbitraire;  en. remplaçant  fk(x)  par 
sa  valeur  dans  <p(æ),  on  a  la  formule  annoncée. 

Si  a  dépasse  a,  il  faut  ajouter  aux  a  polynômes  aa—k(xa —  x)k 
les  a  —  a  polynômes 

00  =4  [(xa — x)a  —  (- X<1  —  æJ]  ( X<1  —  (fc  =  1 , 2, . . .  a  —  a) , 

car  l’expression  entre  crochets  est  divisible  par  aa  +  comme 
on  le  voit  en  posant  xa  —  x  =  a£  ;  alors 

[aala  —  aa£]  =  aa  (£a  —  q)  ===  Maa+i. 

On  démontre,  en  suivant  une  marche  toute  semblable  à  celle 
qui  précède,  que  si  a  <  2a  -f-  2,  le  polynôme  le  plus  général 
divisible  par  aa  est  congru  à 

£  aa-K(xa  —  x)k[h(x)  +  (x)  gK(x), 

1  1 

où  les  f  et  les  g  sont  des  polynômes  arbitraires. 

On  voit  aisément  comment  on  continuerait.  Nous  avons 
reproduit  à  peu  près  la  démonstration  de  Borel  et  Drach  et 
nous  constatons  avec  eux  que  toujours  le  théorème  de  Fermât 
suffit  à  résoudre  la  question. 

Comme  nous  avons  en  vue  l’abaissement  du  degré  d’une 
congruence  quelconque,  nous  devons  prendre,  parmi  les 
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polynômes  qui  ont  l'unité  pour  premier  coefficient,  celui  de 
moindre  degré:  c’est 

x^x^  —  ïf, 

car  les  polynômes  tyk  ont  pour  premier  coefficient  une  puis¬ 
sance  de  a. 

Le  degré  du  polynôme  choisi  est  aa  et  ce  nombre  est  toujours 
inférieur  à  celui  que  fournit  la  congruence  de  E.  Lucas,  car 

f(aa)  -fa  —  aa  =  aa  —  aa_1  —  aa  -f  a  =  {a  —  1)  (aa_1  —  a)  ; 

or  a  —  1  >  0  et  aa_1 —  a  est  positif  ou  nul,  ce  dernier  cas 
étant  celui  de  a  =  1,  cas  exclu  puisque  le  module  n’est  pas 
premier. 

Mais  où  E.  Borel  et  J.  Drach  se  trompent,  c’est  quand  ils 
étendent  la  méthode  au  module  composé  aaùPcY... 

En  désignant,  disent-ils,  par  P(æ),  Q(æ),  R(æ),...  les  expres¬ 
sions  les  plus  générales  des  polynômes  divisibles  par  aa,6P,cY,... 
l’expression  générale  des  polynômes  divisibles  par  aaù?cY. .. 
sera  visiblement 

[P Or)  +  [Q(æ)  -f  b*g(xj]  [R(«)  +  c'h(x)\ 

f,  g ,  h  étant  des  polynômes  arbitraires 

Visiblement  cela  n  est  pas,  car  cette  formule  ne  donne  comme 
cas  particulier,  ni  la  congruence  de  Lucas,  ni  les  polynômes 
suivants  : 

â*f(x)  Q(æ)  +  b*g(x)  P  (a?), 
a*b3f(x)  R(æ)  -f  a*c'g(x)  Q(x)  -f  a*b&h(x)  P(x)3  etc., 

qui  sont  divisibles  par  aaùP,  aab?c'(,  etc. 

Il  fallait  dire  que  le  polynôme  le  plus  général  cherché  est 
celui  qui  est  divisible  (mod.  aab?cl...)  à  la  fois  par 

P (x)  +  a*f{x),  Q  (a*)  -f  b1* g  Or),  R  (x)  -f  cyh  (x) . . . , 
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Cette  question  parait  difficile,  à  cause  des  polynômes  arbi¬ 
traires;  on  peut  au  moins  trouver  des  polynômes  plus  simples  que 
ceux  deE.  Borel  et  J.  Drach  en  vue  de  l’abaissement  du  degré 
des  congruences. 

Ainsi,  si  L’on  considère  les  polynômes  que  nous  avons  choisis 
plus  haut,  avec  l’unité  pour  premier  coefficient, 


xoc  çxa-i  —  |  ytf  (xb-i  —  1  y,  xy  Çxc- 1  —  j  y  . . . 

et  qu’on  suppose  a  le  plus  grand  des  exposants,  on  a  déjà  une 
simplification  en  prenant  seulement  le  facteur  x  avec  l’exposant 
a,  simplification  analogue  à  celle  que  nous  avons  indiquée  pour 
la  congruence  E.  Lucas. 

De  plus  les  parenthèses  étant  toutes  divisibles  algébrique¬ 
ment  par  x  —  1 ,  on  a  une  nouvelle  simplification  qui  consiste 
à  supprimer  du  produit  (3  -j-  y  facteurs  x  —  1 . 

Plus  généralement,  soit  X  un  nombre  premier  avec  aa  et  avec 
b P  et  inférieur  à  aaàPcï...;  on  a 


donc 


(X*-4  —  l)a  =  Ma01  ; 


x a  ( x a_1  —  1  )a  =e  Æa(Æa_1  —  l  )a  —  Xa(Xa~i  —  1)  (mod.  aa), 

et  ce  second  membre  est  divisible  algébriquement  par  x  —  X; 
donc  xal(xa  —  i  —  l)a  est  divisible  (mod.  a01)  par  x  —  X. 

On  peut  de  même  remplacer  x<é{xb  —  i  —  1)  P  par  un  produit 
de  la  forme  (x  —  X)  Q'  ( x )  ;  et  en  faisant  le  produit  de  ces  poly¬ 
nômes,  on  pourra  défalquer  un  facteur  x  —  X. 

Il  en  sera  de  même  de  chaque  nombre  inférieur  à 
n  =  aab?cy. . .  et  premier  avec  aa  et  b?. 

Leur  nombre,  d’après  un  raisonnement  connu,  est 
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comme  les  facteurs  premiers  a,  b ,  c  peuvent  être  pris  par 
couples  de  toutes  les  manières  possibles,  il  résulte  de  là  une 
réduction  égale  à 


Si  un  nombre  1  est  premier  avec  aa,  b P  et  cY,  il  donne  une 
réduction  de  deux  unités,  mais  compté  dans  les  couples  ab} 
ac,  bc  il  a  déjà  été  défalqué  trois  fois,  donc  une  fois  de  trop; 
la  réduction  est  donc  seulement 


Si  1  est  premier  avec  aa,  b P,  cY,  il  donne  une  réduction 
de  trois  unités,  mais  il  a  été  défalqué  huit  fois  à  cause  de 
abc ,  abd ,  acd ,  bcdf  donc  cinq  fois  de  trop.  De  proche  en  proche, 
si  1  est  premier  avec  k  facteurs,  il  doit  être  défalqué  k  —  1  fois; 
mais  il  a  été  défalqué  k  —  2  fois  pour  les  k  combinaisons  de 
k  facteurs  k  —  1  à  k  —  1 ,  donc  trop  de  fois  k(k  —  2)  —  (k  —  1) 
=  k2  —  3 k  -f-  1  ;  finalement,  en  ap pelant v  le  nombre  de  facteurs 
premiers  de  n  et 

Zv  —  plZyh~l  +  p23v-2  •  •  •  ±  pv 


le  développement  de 


*  —  1  + 


on  a  pour  la  réduction  définitive 

Ç  =  n\pz—p3  —  5p4 - (k2  —  +  1) ph  •  •  •  j. 

La  réduction  relative  au  facteur  1  est  comprise  dans  celle-ci, 
car  1  est  premier  avec  n ,  mais  non  celle  du  facteur  0.  Ce  facteur  0 
doit  être  compté  dans  la  remarque  suivante  : 
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Il  faut  faire  attention  à  ceci,  que  les  réductions  ne  peuvent 
pas  en  général  s’ additionner ,  car  soient 

<p  (x)  eee  0  (mod.  a“) 

4>(æ)  =  0  (mod.  b&) 

et  X  premier  avec  ua  et  b P;  on  peut  remplacer  <p(æ)  par 
(x  —  X)  q  (æ)  et  ^  (x)  par  (x  —  X)  q'  (x) .  Si  X'  est  un  autre  nombre 
tel  que  X,  on  a 

(Xr  —  X)q  (k1)  =  0  (mod.  aK) 

(X'  — X)ç'(X')==  0  (mod.  b?) 

et  l’on  ne  pourra  mettre  en  facteur  x  —  X'  que  si  X'  —  X  est 
premier  avec  aa  et  b?,...  Donc  parmi  les  nombres  X  il  ne  faut 
prendre  que  ceux  dont  les  différences  sont  aussi  des  nombres  X. 

Or  comme  pour  la  facilité  il  est  toujours  bon  de  commencer 
par  0  et  1,  la  réduction  pour  le  premier  nombre  X  à  considérer 
ne  doit  se  faire  que  si  X  —  !  est  aussi  un  nombre  X,  donc  que 
si  deux  nombres  X  sont  consécutifs.  Alors  ayant  fait  la  réduction 
correspondante  à  X  —  1  et  X,  et  ayant  de  nouveau  deux  nombres 
consécutifs  X'  —  1  et  X',  il  ne  faut  faire  la  réduction  correspon¬ 
dante  que  si  X'  —  X  et  X'  —  X  -f-  1  sont  des  X,  etc. 

Exemple:  soit  le  module  15  =  3x5.  Les  nombres  inférieurs 
à  15  et  premiers  avec  15  sont  1,  2,  4,  7,  8,  11,  13,  14.  Ayant 
réduit  pour  0  et  1,  il  ne  faut  plus  réduire  que  pour  2,  ou  de 
préférence  pour  14  =  —  1. 

D’ailleurs  cet  exemple  est  trop  facile,  puisque  x*  —  1  est 
divisible  par  x2  —  1  ;  le  produit  de  ces  deux  polynômes  doit 
évidemment  être  remplacé  par  le  premier  d’entre  eux. 

Si  l’on  demande  le  polynôme  de  degré  le  moins  élevé,  divi¬ 
sible  par 

•  n  =  aab^cy . . . , 

sans  exiger  que  son  premier  coefficient  soit  l’unité,  ce  sera,  si  (3 
désigne  le  plus  petit  exposant  des  facteurs  premiers, 

if. 


1921.  SCIENCES, 
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Biologie.  —  Interprétation  stéréogrammatique  de  la 
courbe  de  sporulation  des  levures,  décrite  par 
Hansen.  Son  application  aux  phénomènes  phy¬ 
siologiques  et  biologiques, 

par  H.  KUFFERATH, 

Directeur  du  Laboratoire  intercommunal  de  Bruxelles  (*). 

En  1883,  Hansen,  clans  un  mémoire  devenu  célèbre  (2),  décrivit 
pour  six  espèces  de  Saccharomyces  une  forme  de  courbe  très 
particulière.  En  notant  le  moment  de  l’apparition  des  rudiments 
de  spores  formées  sur  bloc  de  plâtre  à  diverses  températures, 
Hansen  a  pu  construire  des  diagrammes  montrant  qu’il  existe 
pour  la  sporulation  des  levures  un  minimum,  un  maximum  et  un 
optimum  de  température.  A  basse  température  la  formation  des 
spores  est  très  lente;  elle  se  produit  après  un  nombre  d’heures 
d’autant  moindre  que  la  température  se  rapproche  de  l’optimum 
(environ  25°  G.).  Dès  que  l’on  dépasse  ce  point,  la  sporulation 
devient  tardive  et  cesse  bientôt. 

Le  grand  savant  danois  a  indiqué,  d’une  façon  précise,  com¬ 
ment  on  doit  opérer  pour  obtenir  les  courbes  de  sporulation.  Il 
convient  de  prendre  une  culture  jeune,  active,  âgée  de  24  heures, 
que  l’on  dépose,  après  Lavoir  lavée,  sur  blocs  de  plâtre  bien  aérés 
et  imbibés  du  liquide  nutritif  de  Hansen.  On  note  le  moment  où 
apparaissent  des  rudiments  de  spores.  Klebs  (3)  avait  avancé  que 
la  formation  des  spores  résulte  de  l’état  d’inanition  des  levures 


(4)  Présenté  par  M.  xHassart. 

(2)  Hansen,  E.-C.,  Les  Ascospores  chez  le  genre  Saccharomyces  (Comptes  rendus. 
DES  TRAVAUX  DU  LABORATOIRE  DE  CARLSBERG,  VOl.  II,  1883,  p.  14.) 

(3)  Klebs,  Physiologie  der  Fortpflanzung  einiger  Pilze.  (Jahrb.  f.  W.  Botanik, 
vol.  XXXV,  1900.) 
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sur  le  plâtre;  cette  opinion  n’est  pas  admise  par  Hansen  (1),  qui 
cite  le  cas  de  spores  formées  sur  des  milieux  très  nutritifs  et 
donne  diverses  expériences  montrant  que  le  sulfate  de  chaux 
détermine  directement  la  sporogénèse  et  que  dans  ces  cas  on  peut 
penser  à  Faction  sporogénique  exercée  par  des  produits  secrétés 
par  l’activité  vitale  des  cellules. 

On  connaît  de  nombreux  procédés  pour  forcer  les  levures  à 
sporuler.  Citons  seulement  le  milieu  de  Gorodkowa,  les  tranches 
de  carotte,  utilisées  à  maintes  reprises  par  M.  Guillermond;  la 
gélatine  (Beyerinck).  Il  semble,  par  suite,  que  l’étude  des  déter¬ 
minants  de  la  sporogénèse  des  levures  soit  bien  plus  complexe 
que  ne  les  upposèrent  les  auteurs  qui  se  sont  occupés  de  la  ques¬ 
tion.  Nous  avons  personnellement  suivi  la  formation  des  spores 
de  nombreuses  levures  sur  un  milieu  de  culture  particulièrement 
favorable  à  ce  genre  de  recherches,  sur  ce  que  nous  avons  appelé 
la  gélose  farhydre  (2).  En  principe,  ce  milieu  est  composé 
comme  suit  :  on  hydrolyse  de  la  farine  par  l’acide  sulfurique  ; 
après  neutralisations  partielles  au  moyen  de  carbonate  de  chaux, 
on  obtient  un  liquide  fermentescible  rappelant  le  moût  de  bière 
comme  aspect,  très  favorable  aux  levures;  ce  liquide  est  gélosé. 

Nous  réservons  pour  un  mémoire  ultérieur  la  description 
exacte  de  la  technique  suivie.  En  étudiant  la  sporulation  des 
levures  sur  ce  milieu,  à  diverses  températures,  nous  avons  pu 
obtenir  à  nouveau,  dans  des  conditions  totalement  différentes  de 
celles  de  Hansen,  des  courbes  de  sporogénèse  semblables  à  celles 
de  ce  savant. 

Les  résultats  de  Hansen  étaient  acquis,  pour  les  températures 
optimales,  en  un  petit  nombre  d’heures,  sur  blocs  de  plâtre.  Sur 
les  milieux  farhydres  l’apparition  des  spores  est  beaucoup  plus 


P)  Hansen,  E.-C.,  La  spore  de  Saccharomyces  devenue  sporange ,  (Comptes  rendus 
DES  TRAVAUX  DU  LABORATOIRE  DE  CARLSBERG,  VOl.  V,  1902,  p.  64.) 

(2)  Kufferath,  H.,  Peut-on  obtenir  du  moût  de  bière  alcalin?  (Bull.  Soc.  roy. 
Sc.  MÉD.  ET  NATUR,  DE  BRUXELLES,  1920,  faSC.  n°  1.) 
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lente,  résultat  évidemment  en  rapport  avec  la  composition  des 
milieux  que  nous  avons  employés. 

Voici  les  données  expérimentales  que  nous  avons  obtenues. 
Le  moment  de  l’apparition  des  spores  mûres  est  noté  en  heures, 
pour  les  différentes  températures  auxquelles  les  cultures  ont  été 
exposées.  Les  valeurs  sont  indiquées  dans  le  tableau  suivant: 


Temps  moyen  de  la  première  constatation  de  l’existence 
de  spores  chez  les  levures  à  diverses  températures. 


Températures. 

S.  Yalidus 

Hansen. 

S.  Marchalianus 

Kufferath. 

W.  Belgica 

Linder. 

3°5  -  4° 

1,440  heures. 

1,440  heures. 

1,440  heures. 

6-10 

720  - 

384  - 

384  - 

10-15 

222 

120  — 

160  — 

25°2 

306  - 

42  — 

55  - 

28°2 

446  - 

48  - 

64  — 

30°5 

176  (?)  - 

48  - 

64  - 

33°2  -  33o4 

- 

- 

96  - 

34°2 

- 

120  — 

240  — 

36-37 

- 

720  - 

- 

La  représentation  graphique  de  ces  chiffres  (fig.  1)  nous 
montre  qu’en  effet  nous  obtenons  bien  des  courbes  de  Hansen 
avec  toutes  leurs  caractéristiques,  ainsi  qu’on  le  constate  par 
comparaison  avec  les  courbes  de  S.  validas  tracées  en  traits 
interrompus,  d’après  les  données  de  Hansen  (fig.  1).  Des 
expériences  analogues  faites  avec  des  levures  très  différentes 
nous  ont  donné  des  résultats  semblables.  Citons  entre  autres  : 
Schizosaccharomyces  Pombe,  Sc/nvanniomyces  occidentalis , 
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Fig.  1.  —  Courbes  de  Hansen  (en  traits  pleins)  sur  gélose  farhydre  pour  Saccharo- 
myces  validus,  S.  Marchalianus  et  W.  belgica  et  de  S.  Validus  d’après  Hansen 
(trait  interrompu).  Les  abscisses  indiquent  la  température,  les  ordonnées  le 
temps  en  heures.  Pour  l’expérience  de  Hansen  (sur  plâtre)  les  temps  sont  dix 
fois  moindres  que  pour  les  essais  sur  gélose  farhydre. 

—  535  — 


H.  Kiifferath.  —  Interprétation  stéréogrammatique 


Saccharomyces  cerevisiae  H.,  S.  Pastorianus  H.,  S.  turbidans 
H.,  S.  Logos  van  Laer  et  Den.,  S.  fragilis  Kl.,  Witlia  ano- 
mala  H.,  W.  species,  Pichia  farinosa  L.  et,  d’une  façon  moins 
nette,  Scliizos.  octosporus  B.,  Endomyces  capsuiaris  (Sch.) 
Guill.  Inutile  de  multiplier  les  chiffres  et  les  diagrammes;  les 
faits  présentent  une  grande  généralité  et  confirment  la  théorie 
de  Hansen. 

Hansen  et  ses  élèves  firent  leurs  expériences  sur  bloc  de 
plâtre.  En  suivant  une  méthode  de  recherche  totalement  diffé¬ 
rente,  culture  sur  milieu  farhydre  gélosé,  nous  aboutissons 
aux  mêmes  résultats  que  lui  en  partant  des  mêmes  principes 
d’observation  :  première  apparition  des  spores,  échelles  de 
température  et  de  temps.  Seulement,  alors  que  la  méthode  de 
Hansen  donne  des  résultats  en  quelques  jours,  celle  que  nous 
avons  suivie  est  beaucoup  plus  lente,  dix  fois  plus,  approxima¬ 
tivement.  C’est  un  désavantage  pour  ceux  qui  veulent  l’utiliser 
dans  un  but  industriel.  A  un  point  de  vue  scientifique,  cet 
inconvénient  n’a  pas  d’importance;  au  contraire,  la  recherche 
des  spores  formées  est  bien  plus  aisée  que  dans  les  cultures  sur 
plâtre;  les  phénomènes  se  déroulant  aussi  avec  une  plus  grande 
lenteur,  on  peut  les  suivre  avec  plus  d’aisance.  Chaque  méthode 
a  donc  ses  avantages. 

S’il  y  a  intérêt  à  montrer  que  l’on  peut  obtenir  la  courbe  de 
Hansen  par  culture  sur  milieu  farhydre  gélosé,  nos  constatations 
n’apportent  pourtant  pas  grand’chose  de  neuf  à  tout  ce  que  l’on 
connaît  sur  la  matière. 

Nous  avons  eu  l’idée,  et  précisément  l’emploi  de  milieux 
gélosés  nous  en  a  facilité  la  réalisation,  de  faire  des  numérations 
successives  du  nombre  de  spores  produites  à  chaque  température 
expérimentée.  C’est  là  une  œuvre  de  patience,  car  chacune  des 
cultures  a  été  observée  à  la  température  expérimentée  pendant 
deux  mois  et  plus.  Pour  peu  que  l’on  étudie  un  certain  nombre 
de  levures,  que  l’on  varie  les  températures,  à  moins  d’avoir  à  sa 
disposition  plusieurs  étuves,  ce  qui  n’était  pas  le  cas,  on 
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n’obtient  de  résultats  qu’après  plusieurs  années.  Nos  essais 
commencés  en  1915  n’ont  été  terminés  que  récemment,  en 
1920.  C’est  assez  dire  que  de  tels  sujets  d’études  ne  sont  pas 
réalisables  sans  persévérance. 

Chacune  de  nos  levures,  nous  en  avons  étudié  une  cinquan¬ 
taine,  fut  donc  observée  aux  diverses  températures.  Elles  furent 
inspectées  à  des  intervalles  rapprochés,  et  chaque  fois  nous  avons 
noté  le  nombre  de  spores  formées.  On  pourrait  croire  à  priori 
qu’une  fois  les  spores  apparues,  leur  nombre  augmente  petit  à 
petit.  Il  n’en  est  rien.  La  formation  successive  des  spores  suit 
une  courbe  caractéristique  qui  est  celle  de  la  fermentation.  Au 
début  la  sporogénèse  est  lente  ;  peu  à  peu  elle  devient  de  plus 
en  plus  active;  il  se  produit  un  maximum,  après  quoi  elle  se 
ralentit. 

Il  est  nécessaire  que  nous  donnions  ici  quelques  indications 
sur  la  technique  des  numérations  que  nous  avons  suivies. 

Nous  avons  compté  séparément  le  nombre  de  cellules  végéta¬ 
tives  et  de  sporanges  dans  un  grand  nombre  de  champs 
microscopiques.  Il  eût  été  correct  de  ramener  à  1000  le  nombre 
de  cellules  végétatives  et  de  sporanges  et  d’en  déduire  le 
nombre  de  sporanges.  Mais  il  arrive  assez  fréquemment  que 
les  sporanges  soient  détruits  et  les  spores  mises  en  liberté; 
comme  ces  spores  libres  se  distinguent  difficilement  des  spores 
uniques  dans  les  sporanges,  cas  assez  fréquent  en  maintes 
occasions,  il  en  résulte  qu’on  serait  tenté  de  compter  plus 
d’élément  sporulés  qu’il  n’y  a  en  réalité.  En  ramenant 
à  1000  (cellules  -|-  sporanges)  on  aurait  ainsi  une  diminution 
du  nombre  proportionnel  des  cellules  végétatives.  Nous  avons 
cru  préférable  de  prendre  comme  nombre  fixe  celui  des 
cellules  végétatives,  rapporté  à  1000,  en  fonction  duquel  nous 
donnons  le  nombre  d’éléments  sporulés  constatés,  que  ce  soient 
des  sporanges  ou  des  spores.  Les  variations  du  nombre  d’élé¬ 
ments  sporulés  n’ont  ainsi  aucune  action  sur  le  nombre  de 
cellules  végétatives,  qui  forme  la  base  comparative  dans  nos 
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expériences.  Un  simple  calcul  permet  d’ailleurs  de  rétablir  les 
faits,  mais  nous  avons  constaté  que  les  résultats  ainsi  obtenus 
sont  moins  clairs  que  par  la  méthode  de  comparaison  que  nous 
avons  suivie.  Tous  nos  résultats  étant  d’ailleurs  établis  de  la 
même  manière,  la  méthode  garde  une  valeur  comparative  qui 
nous  permettra  d’interpréter  les  résultats  obtenus. 

S.  validus  ne  donne  pas  des  quantités  de  spores  suffisantes 
pour  permettre  une  numération.  Les  exemples  choisis  se 
rapportent  à  S.  Marchalianns  et  W.  Belgica.  Pour  S.  Mar- 
clialianus  il  y  a  trop  peu  de  sporanges  pour  la  numération  aux 
températures  de  -|-  0°5  à  4°  et  au-dessus  de  37°;  il  en  est  de 
même  pour  W.  Belgica  aux  températures  inférieures  à  7° — 9° 
et  au-dessus  de  33°.  Pour  chacune  de  ces  deux  levures  nous 
donnons  les  nombres  observés  de  spores  pour  chacun  des 
milieux  suivants  :  gélose  farhydre,  gélose  farhvdre  13  et  gélose 
farhydre  23,  dont  nous  avons  indiqué  les  caractéristiques  dans 
un  travail  antérieur  (1).  Les  chiffres  donnés  ci-dessous  sont 
représentés  pour  W.  Belgica  par  les  diagrammes  de  la  figure  2. 
Ces  diagrammes  sont  établis  en  notant  les  temps  (5  millimètres 
pour  cent  heures)  sur  la  ligne  des  abscisses  ;  le  nombre  corres¬ 
pondant  de  sporanges  formés  est  indiqué  en  ordonnées,  à 
raison  de  1  centimètre  pour  10  sporanges.  De  0  à  1  sporange 
nous  avons  pris  une  échelle  plus  large  de  1  centimètre,  ou 
nous  avons  noté  chacune  des  appréciations  suivant  l’abon¬ 
dance  des  sporanges  :  rares  ou  très  rares,  peu,  assez  nombreux. 

Les  chiffres  que  nous  venons  de  donner  sont  typiques  et 
nous  pouvons  affirmer  que  des  courbes  semblables  sont  fournies 
par  toutes  les  levures  que  nous  avons  étudiées,  soit  une 
trentaine,  appartenant  à  divers  groupes  caractéristiques.  Les 
diagrammes  montrent  que  la  sporogénèse  se  fait  suivant  une 
courbe  analogue  à  cellè  de  la  fermentation,  présentant  donc (*) 


(*)  Kufferath,  H.,  ouvrage  cité. 
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Nombre  de  sporanges  formés  pour  1,000  cellules  végétatives 
à  diverses  températures  et  après  des  temps  variés. 


Saccharomyces  Marchalianus. 

WiLLIA  BELGICA. 

Tempé¬ 

rature. 

Après 

heures. 

Gélose 

farhydre. 

Gélose 
farhydre  13 

Gélose 

farhydre  23. 

Tempé¬ 

rature. 

Après 

heures. 

Gélose 

farhydre. 

Gélose 

farhydre  13. 

Gélose 

farhydre  23. 

7  -  9°  C 

192 

0 

0 

0 

384 

535 

285 

744 

720 

800 

474 

1,133 

1,440 

1,032 

1,893 

3,379 

I0_l7o 

48 

0 

0 

0 

10-15° 

48 

0 

0 

120 

257 

233 

0,6 

120 

0 

assez  peu 

240 

842 

900 

724 

240 

rares. 

2,  70 

360 

1,240 

802 

807 

360 

très  rares. 

4,  61 

720 

— 

2,150 

2,000 

720 

0 

4,60 

25° 

24 

0 

0 

0 

25°2 

24 

0 

0 

0 

49 

rares. 

assez  peu. 

peu. 

48 

peu. 

peu. 

0 

72 

26 

55 

100 

70 

4,33 

10 

1,0 

96 

75 

139 

168 

100 

2,08 

11,76 

12,5 

120 

117 

124 

156 

125 

1,00 

14,00 

16,6 

240 

142 

269 

178 

247 

peu. 

— 

— 

360 

200 

200 

380 

384 

id. 

23,3 

22,0 

768 

409 

252 

607 

720 

id. 

25 

22,9 

28°2 

24 

0 

très  rares. 

très  rares. 

28°2 

34 

0 

0 

0 

48 

0 

peu. 

3,3 

48 

0 

0 

assez. 

72 

peu. 

17,5 

10 

72 

très  rares. 

1,5 

33.5 

96 

11 

20 

30 

120 

très  peu. 

30,5 

62,5 

120 

20 

80 

255 

240 

id. 

157,1 

333,3 

240 

170 

220 

309 

360 

peu. 

153,8 

363,6 

360 

172 

311 

500 

720 

assez  peu. 

140 

381 

720 

171 

270 

525 

30°5 

24 

0 

0 

0 

30°5 

24 

0 

0 

0 

48 

peu. 

peu. 

17 

48 

0 

0 

peu. 

96 

assez. 

50 

72 

très  rares. 

très  rares. 

id. 

120 

53 

131 

96 

id. 

0 

id. 

240 

—  . 

49 

123 

120 

très  peu. 

0 

2.08 

360 

125 

100 

311 

240 

0 

0 

3,75 

360 

très  rares. 

0 

5,00 

600 

0 

très  peu. 

5,00 

340 

24 

120 

240 

360 

720 

0 

très  peu. 
assez  peu. 

id. 

id. 

0 

1 

2 

2 

2 

0 

40 

86 

100 

210 

1921.  SCIENCES. 
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un  minimum,  un  maximum  et  un  optimum  bien  marqués. 
W.  Belgica  en  peut  fournir  des  exemples  typiques. 

Nos  expériences  montrent  que  la  composition  du  milieu  de 
culture  exerce  une  action  sur  la  sporogénèse.  A  ce  point  de  vue, 
la  gélose  farhydre  23  est  souvent  plus  favorable  que  la  gélose 
farhydre  13  et  que  la  gélose  farhydre  simple.  Nous  avons 
pourtant  trouvé  des  cas  où  le  contraire  se  produit,  mais  ils  sont 
peu  fréquents. 

Le  moment  de  la  première  apparition  des  spores,  par  contre, 
ne  semble  guère  influencé  par  la  composition  du  milieu  de 
culture.  Dans  tous  les  milieux  essayés  les  spores  apparaissent 
très  généralement  au  même  moment.  Dans  tous  les  milieux  le 
maximum  de  spores  formées  se  produit  après  le  même  temps, 
variable  suivant  la  température. 

Quant  au  nombre  maximum  de  spores  formées,  observé  après 
un  mois  de  culture,  nous  trouvons  d’une  façon  très  générale 
que  ce  nombre  est  le  plus  grand  aux  températures  inférieures 
vers  7  à  17°  pour  S.  Marchatianus  et  que  pour  W.  Belgica  il 
est  le  plus  grand  vers  28°2.  La  température  qui  provoque  la 
sporulation  la  plus  rapide  n’est  donc  pas  toujours  celle  où  le 
plus  grand  nombre  de  spores  sont  formées. 

Jusqu’à  présent,  on  n’avait  que  peu  de  renseignements  sur  le 
nombre  de  sporanges  produits  dans  les  cultures  et  les  circon¬ 
stances  de  leur  formation  dans  le  temps.  Voici  quelques  indica¬ 
tions  que  nous  avons  pu  retrouver  dans  la  littérature  :  Joergen- 
sen  (*)  rappelle  que  Holm  et  Poulsen  (2)  avaient  trouvé  que  les 
levures  basses  (de  bière)  peuvent  être  divisées  en  deux  groupes  : 
l’un  développant  à  25°  G  ses  spores  (sur  bloc  de  plâtre)  plus  tar- 


(*)  Joergensen,  A.,  Les  microorganismes  de  la  fermentation .  Paris,  1895. 

(2)  Holm,  J. -G.  et  Poulsen,  S.-V.,  Jusqu'à  quelle  limite  peut-on ,  par  la  méthode  de 
M.  Hansen ,  constater  une  infection  de  levure  sauvage  dans  une  levure  basse  de 
Saccharomyces  cerevisiae?  (Comptes  rendus  des  travaux  du  laboratoire  de 
Carlsberg,  vol.  II,  1886,  p.  88,  et  vol.  II,  1888,  p.  137.) 
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divement  que  les  levures  sauvages;  l’autre  formant  les  spores 
à  25°  C,  à  peu  près  en  même  temps  que  les  levures  sauvages, 
tandis  qu’à  15°  G,  les  levures  sauvages  sporulent  beaucoup  plus 
tôt  que  les  bonnes  levures.  Ces  particularités  sont  utilisées  dans 
la  pratique  du  contrôle  des  levures  de  brasserie.  Hansen  avait 
d’ailleurs  déjà  noté,  çà  et  là,  ces  particularités  dans  ses  travaux. 
Toutes  ces  notions  furent  condensées  par  Lindner  (1),  qui 
constate  la  faible  tendance  des  levures  basses  à  la  sporulation; 
certaines  races  sporulent  après  trente  à  quarante  heures  sur  bloc 
de  plâtre,  d’autres  (S.  ( ]arlsbergensis )  après  quatre  à  cinq  jours 
à  25°  G.  Le  nombre  dé  cellules  sporangiales  formées  est  peu 
élevé,  souvent  1  sporange  pour  1000  à  10,000  cellules  végé¬ 
tatives.  La  sporulation  peut  aussi  manquer  totalement.  Les 
cultures  longtemps  faites  sur  moût  gélatiné  ne  sporulent  que 
très  difficilement.  Quant  au  levures  hautes,  leur  sporogénèse 
est  très  active  dans  nombre  de  cas.  Les  premières  spores  formées 
sur  bloc  de  plâtre  peuvent  déjà  être  visibles  après  vingt  heures 
à  25°  C.  Seules  quelques  races  de  levures  hautes  sporulent  très 
tardivement.  Le  pourcentage  des  cellules  sporifiées  peut  atteindre 
50  à  90  %.  La  sporulation  des  levures  sauvages  varie  fort  selon 
les  espèces  ;  souvent  elle  débute  après  vingt-quatre  heures 
à  25°  G.  Une  espèce  décrite  par  Will  sporule  en  quatorze  heures 
et  demie  à  25°  et  en  onze  heures  à  34*  C. 

Beijerinck  (2)  fait  des  réserves  au  sujet  de  l’activité  de  la  spo¬ 
rogénèse  des  anciennes  cultures  de  laboratoire.  On  sait  que  cet 
auteur  a  fait  connaître  d’intéressantes  méthodes  pour  régénérer 
les  spores  dans  les  cultures.  Kayser  (3),  commentant  les  obser- 


(4)  Lindner,  P.,  Mikroskopische  Betriebskontrolle  in  den  Gârungsgewerben, 

3e  édition. 

(2)  Beijerinck,  M.-W.,  Ueber  Régénération  der  Sporenbildung  bei  Alkoholhefen  vjo 
diese  Funktion  im  Verschwinden  begriffen  ist.  (Centralbl.  f.  Bakt.,  II  Abt.,  vol.  IV, 
1898,  p.  657.) 

(3)  Kayser,  E.,  Les  levures.  (Encycl.  aide-mémoire  Léauté,  1905.) 
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Fig.  2.  —  Courbes  de  la  sporogénèse  de  Willia  Belgica. 


342 


de  la  courbe  de  sporulation  des  levures ,  décrite  par  Hansen . 


pour  différents  milieux  gélosés  et  ii  diverses  températures. 
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vations  de  Hansen  (*),  écrit  que  la  sporulation  est,  en  général, 
lente  à  basse  température,  rapide  quand  la  température  aug¬ 
mente  jusqu’à  un  point  optimal  ;  puis  elle  ralentit.  Duclaux  (2) 
indique  que  les  résultats  négatifs  obtenus  pour  la  sporogénèse 
de  levures  hautes  sont  dus  à  la  méconnaissance  du  fait  suivant  : 
pour  obtenir  la  formation  d’asques,  il  faut  longtemps  cultiver 
les  levures  à  basse  température.  Les  essais  relatés  plus  haut 
montrent  qu’il  en  est  parfois  ainsi  ;  mais  ce  n’est  pas  une 
règle  générale.  Malheureusement  Duclaux  ne  donne  pas  de 
façon  précise  ce  qu’il  entend  par  basse  température.  Sont-ce  les 
températures  voisines  de  15°  ou  bien  celles  inférieures  à  10°C? 

Toutes  les  indications  de  la  littérature  sont,  on  le  voit,  peu 
précises.  On  sait  que,  suivant  la  technique  des  blocs  de  plâtre 
de  Hansen  (3),  on  note  la  première  apparition  de  rudiments 
de  spores  dans  des  conditions  bien  déterminées.  Mais  on  ne 
trouve  guère  de  détails  sur  la  formation  ultérieure  de  sporanges; 
tout  ce  que  l’on  sait  a  été  résumé  par  Lindner  (voir  ci-dessus), 
à  savoir  qu’il  y  a  des  espèces  à  sporulation  abondante  et  d’autres 
qui  ne  présentent  que  quelques  cellules  végétatives  transformées 
en  sporanges.  Sur  ce  sujet  Kayser  (4)  écrit  :  ce  II  ne  m’est  jamais 
arrivé  de  voir  toutes  les  cellules  d'un  même  lot  (de  levures) 
donner  des  spores  au  même  moment;  presque  toujours  leur 
apparition  se  répartissait  sur  un  certain  intervalle  ;  quelques 
cellules  même  n’en  donnaient  jamais.  Je  ne  crois  pas  que  cette 
étude  puisse  servir,  comme  on  l’a  proposé,  à  savoir  si  le  lot 
étudié  est  pur  ou  s’il  est  formé  d’un  mélange  d’espèces,  moins 


P)  Hansen,  E.-C.,  Recherches  comparatives  sur  les  conditions  de  la  croissance 
végétative  et  le  développement  des  organes  de  reproduction  des  levures  et  des  moisis¬ 
sures  de  la  fermentation  alcoolique .  (Comptes  rendus  des  travaux  du  laboratoire 
de  Carlsberg,  vol.  V,  1902,  p.  68.) 

(2)  Duclaux,  Chimie  biologique.  (Encycl.  Fremy,  1887.) 

(3)  Hansen,  E.-C.,  Les  Ascospores  chez  le  genre  Saccharomyces.  (Comptes  rendus 
des  travaux  du  laboratoire  de  Carlsberg,  vol.  II,  1883,  p.  14.) 

P)  Kayser,  E.,  Études  sur  la  fermentation  du  cidre.  (Annales  de  l’Institut 
Pasteur,  vol.  IV,  1890,  p.  321.) 
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encore  à  savoir  dans  quelle  proportion  les  espèces  y  sont 
mélangées;  mais  elle  peut  fournir  des  éléments  précieux  de 
comparaison  pour  nos  diverses  levures.  » 

Cet  aperçu  de  la  littérature,  que  nous  pensons  complet,  montre 
que  la  question  que  nous  exposons  dans  ce  mémoire  n’était 
guère  connue.  Les  chiffres  que  nous  avons  fournis  indiquent 
d’une  façon  précise  la  courbe  de  la  sporogénèse  dans  le  temps 
pour  diverses  températures.  Cette  courbe  est  celle  que  le  profes¬ 
seur  L.  Errera  (*)  a  envisagée  dans  son  étude  sur  Y  Optimum  et 
que  ce  savant  traduisit  dans  un  langage  mathématique.  En  se 
plaçant  à  ce  point  de  vue,  on  peut  affirmer  que  la  sporogénèse 
suit  des  lois  biologiques  très  générales  et  bien  connues. 

Reprenons  maintenant  les  courbes  de  S.  Marchalianus  et  de 
W.  Belgica  détaillées  dans  la  figure  2  pour  chaque  tem¬ 
pérature  étudiée.  Au  lieu  de  laisser  ces  courbes  dans  un  plan, 
groupons-les  et  formons  ce  qu’on  appelle  un  stéréogramme, 
comme  l’indique  la  figure  3.  Ce  stéréogramme  est  composé 
comme  suit  :  au  zéro  se  rencontrent  trois  lignes,  OA,  OB  et  OC 
se  coupant  à  angle  droit. 

Sur  l’arête  OA,  nous  indiquerons  le  nombre  de  spores  four¬ 
nies  pour  1000  cellules  végétatives;  sur  l’arête  OB  les  temps  en 
heures  et  sur  l’arête  OC  les  températures. 

Prenons,  par  exemple,  le  S.  Marchalianus  cultivé  sur  gélose 
farhydre  23,  à  la  température  de  25°  C.  C’est  la  courbe  indiquée 
par  un  trait  interrompu  dans  la  figure  3.  Posons-la  sur  la  base 
BOC  du  stéréogramme  de  la  manière  indiquée  par  la  figure.  Le 
zéro  coïncide  avec  la  division  25°  de  la  ligne  OC.  La  base  D'D 
du  diagramme  de  S.  Marchalianus  est  parallèle  à  OB  et,  par 
conséquent,  perpendiculaire  à  OC  au  point  25°  (D').  Faisons  la 
même  chose  pour  chacune  des  courbes  de  la  gélose  farhydre  23 
indiquées  dans  le  tableau  page  8  et  complétons  l’ensemble  par 


(4)  Errera,  Léo,  L’Optimum.  (Revue  be  l’Université  de  Bruxelles,  t.  I,  1896, 
avril.) 
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les  indications  fournies  par  le  tableau  (p.  3)  donnant  le  moment 
de  la  première  apparition  des  spores.  Nous  obtiendrons  ainsi  le 
stéréogramme  de  la  sporulation  pour  la  gélose  farhydre  23. 
Nous  pouvons  répéter  la  même  chose  pour  chaque  milieu  et 
pour  W.  Belgica. 


Fig.  3.  —  Stéréogramme  de  la  sporogénèse  de  Saccharomyces  Marckalianus. 

Avec  ces  données,  il  est  facile  de  réaliser  matériellement  ces 
stéréogrammes  et  de  se  rendre  compte  de  l’allure  générale  des 
phénomènes. 

Supposons  donc  nos  constructions  réalisées  et  étudions  notre 
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stéréogramme.  En  joignant  d’un  trait  EFG  les  points  indiquant 
la  première  apparition  des  spores,  nous  obtenons  la  courbe 
classique  de  Hansen  que  nous  connaissons  déjà  pour  S.  Marcha- 
lianus  (voir  p.  4). 

Nous  avons  pu  établir  par  calcul  le  moment  où  se  produit  le 
maximum  de  sporanges  pour  S.  Marchalianus . 

Ce  maximum  se  produit  : 

A  la  température  de  3°5-  4°  après  4 ,440  (?)  heures  environ. 


Id. 

de  7°  -  9° 

id. 

384  heures 

en  moyenne 

Id. 

de  10°  - 15° 

id. 

240 

id. 

ld. 

de  25° 

id. 

88 

id. 

Id. 

de  28°2 

id. 

120 

id. 

Id. 

de  30° 

id. 

120 

id. 

Id. 

de  34° 

id. 

240 

id. 

Id. 

de  36° 

id. 

720  (?)  heures  environ. 

Ces  chiffres,  reportés  sur  la  baseBOCdu  stéréogramme  (fig. 3), 
nous  donnent  la  courbe  EHKMG  qui  est  également  une  courbe 
de  Hansen,  traduisant  cette  fois  le  moment  de  la  sporogénèse 
maximale  de  S.  Marchalianus.  Nous  avons  reporté  cette  courbe 
du  maximum  de  la  sporogénèse  sur  la  base  BOC  du  stéréo¬ 
gramme,  mais  en  réalité  cette  courbe  jalonne  les  points  corres¬ 
pondant  à  la  sporulation  maximale  dans  le  massif  du  stéréo¬ 
gramme;  ainsi  K  est  la  projection  du  point  K'.  Ces  points  ne 
sont  pas  à  la  même  hauteur  dans  l’espace,  car  nous  avons  vu  que 
pour  S.  Marchalianus  la  production  absolue  des  spores  est  beau¬ 
coup  plus  considérable  à  basse  température  que  vers  25  à  30° 
(voir  tableau  page  8). 

L’existence  d’une  seconde  courbe  de  Hansen  au  cours  de  la 
sporogénèse,  courbe  correspondant  à  l’activité  maximale  de  la 
sporulation,  est  démontrée  par  nos  expériences  sur  plusieurs 
levures  autres  que  le  S.  Marchalianus.  Nous  reviendrons  d’ail¬ 
leurs  sur  ce  sujet.  S’il  était  possible  de  déterminer  le  moment 
où  la  sporulation  s’arrête,  nous  obtiendrons  dans  la  sporogénèse 
une  troisième  courbe  de  Hansen. 
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L’exposé  que  nous  venons  de  faire  montre  que,  contrairement 
à  ce  que  l’on  croyait  jusqu’ici,  la  courbe  de  Hansen  ne  résulte 
pas  de  la  combinaison  de  deux  facteurs  :  le  temps,  et  la  tempé¬ 
rature,  mais  bien  de  trois  facteurs:  le  temps,  la  température  et 
un  troisième  facteur  que  les  auteurs  ont  passé  sous  silence  et  qui 
est  le  moment  cardinal  d’un  phénomène  biologique.  Ce  moment 
cardinal  dans  les  expériences  de  Hansen  est  la  première  appari¬ 
tion  de  rudiments  des  spores  ;  dans  nos  expériences,  c’est  soit 
le  moment  de  l’apparition  des  premières  spores,  soit  le  maximun 
de  la  sporogénèse.  La  construction  du  stéréogramme  (fig.  3) 
nous  a  aidé  à  solutionner  ce  problème. 

Généralisons  sous  la  forme  suivante  :  En  biologie,  il  est  pos¬ 
sible  d’obtenir  une  courbe  de  Hansen  chaque  fois  que  se 
produisent  des  interférences  entre  les  trois  facteurs  suivants  : 
le  temps,  la  température  et  un  facteur  qui  exprime  l’apparition 
ou  la  production  d’un  phénomène  quelconque  bien  déterminé 
au  cours  de  la  vie  d’un  organisme  ou  d’un  ferment.  Dans  le  cas 
de  la  sporogénèse  des  levures,  l’apparition  des  spores,  la  produc¬ 
tion  du  maximum  de  sporanges  est  le  phénomène  bien  déterminé 
de  la  vie  de  l’organisme  levure.  On  saisira  parfaitement  cette 
définition  après  la  lecture  des  considérations  que  nous  allons 
donner,  résultat  de  l’examen  de  la  littérature. 

Tout  d’abord  voyons  les  explications  qui  furent  données  de  la 
courbe  de  Hansen.  Hansen  (ouvrage  cité)  interpréta  le  diagramme 
qu'il  obtint;  tous  les  auteurs, après  lui,  reproduisirent,  avec  des 
variations  d’expression,  cette  paraphrase  de  Hansen,  mais  sans  y 
apporter  de  modifications  fondamentales.  Un  seul  auteur,  à  notre 
connaissance,  essaya  d’expliquer  la  courbe  de  Hansen.  Herzog 
tenta  de  ramener  la  courbe  obtenue  pour  Pastorianus  I  et 
S.  cerevisiae  I  de  Hansen  à  une  courbe  montrant  des  analogies 
avec  celle  de  Tamman  pour  les  fermentations.  La  courbe  de 


(i)  Herzog.  R.-O.,  Zur  Biologie  der  Hefe.  (Zeitschr.  f.  Physiol.  Chemie, 
vol.  XXXVII, 1903,  p.  396.) 
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Tamman  montre  un  maximum  avec  superposition  de  deux 
influences  de  température  opposées.  Herzog  se  base  sur  les  chif¬ 
fres  obtenus  par  Hansen  dans  son  célèbre  mémoire  ;  mais,  au  lieu 
de  construire  la  courbe  comme  le  fit  Hansen,  il  prend  comme 
unité  le  temps  le  plus  long  constaté  pour  l’apparition  des  spores. 
Il  divise  ce  temps  par  le  nombre  d’heures  correspondant,  pour 
chaque  température,  à  l’apparition  de  la  sporogénèse.  Par  ce 
subterfuge,  Herzog  renverse  la  courbe  de  Hansen  et  obtient  gra¬ 
phiquement  un  sommet  à  l’endroit  où  la  courbe  de  Hansen  est 
le  plus  basse.  Les  explications  stéréogrammatiques  que  nous 
avons  données  montrent  que  Herzog  était  faussement  parti  de 
l’idée  que  la  courbe  de  Hansen  n’était  que  la  résultante  de  deux 
facteurs.  Il  ne  pouvait  aboutir.  C’est  la  seule  tentative  d’expli¬ 
cation  de  la  courbe  de  Hansen  que  nous  ayons  trouvée  dans  la 
littérature.  Elle  ne  tient  pas. 

Nous  trouverons  plus  d’intérêt  à  rechercher  les  cas  où  divers 
biologistes  et  chercheurs  ont  obtenu  expérimentalement  la 
courbe  de  Hansen.  Ces  cas  sont  plus  fréquents  qu’on  ne  pour¬ 
rait  le  supposer  à  priori  et  nous  pouvons  en  citer  dans  tous  les 
domaines  de  la  biologie  (prise  dans  son  sens  le  plus  large). 

Nous  avons  d’abord  toute  une  série  de  travaux  donnant  la 
courbe  de  Hansen  obtenue  pour  la  sporulation  des  levures  :  ce 
sont  ceux  de  Nielsen  (* *)  pour  S.  membranaefaciens,  S.  Lud- 
wigii,  W.  anomala ;  les  études  de  Will  (2)  pour  les  levures 
basses  de  bière,  celles  de  Regensburger  (3)  pour  les  levures 
hautes.  Toutes  ces  courbes  résultent  d’une  observation  rigou¬ 
reuse  des  principes  posés  par  Hansen;  elles  démontrent  la 


(1)  Nielsen,  J.-C.,  Sur  le  développement  des  spores  du  Saccharomvces  membranae- 
fa<  iens,  du  Sacch.  Ludwigii  et  du  Sacch.  anomalus.  (Comptes  rendus  des  travaux 
DU  LABORATOIRE  DE  CARLSBERG,  VOl.  III,  1894,  p.  176.) 

(2)  Will,  H.,  Vergleichende  Untersuchungen  an  vier  untergàrigen  Arten  von  Bier- 
hefen.  (Zeitschr.  f.  d.  ges.  Brauwesen,  vol.  XVIII,  1895,  nos  1-7.) 

(*)  Regensburger,  P.,  Vergleichende  Untersuchungen  an  drei  obergarigen  Arten 
von  Bierhefe.  (Centralbl.  f.  Bakt.,  II  Abt.,  vol.  XVI,  1906,  p.  289.) 
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généralité  du  phénomène  chez  les  levures,  mais  rien  de f plus, 
rien  de  moins. 

Le  travail  le  plus  important  pour  la  démonstration  de  notre 
thèse  est  certainement  celui  de  Marshall  Ward  (*)  relatif  à  la 
croissance  du  Bacillus  ramosus.  On  ensemence  les  bacilles  pro¬ 
venant  de  spores  germées  à  22°  dans  des  gouttelettes  nutritives. 
On  s’arrange  de  manière  que  les  conditions  expérimentales 
soient  identiques  :  mêmes  nombres  de  bâtonnets  ensemencés, 
égale  nourriture,  températures  aussi  constantes  que  possible, 
mensurations  des  bactéries  (détermination  de  leur  allongement) 
dans  des  conditions  bien  fixées.  Toutes  ces  déterminations  furent 
exécutées  d’une  façon  magistrale  par  M.  Ward.  Nous  avons 
repris  les  résultats  obtenus  par  le  savant  anglais  et  avons  calculé 
le  taux  d’allongement  de  Bacillus  ramosus  en  p  par  minute  en 
divisant  l’allongement  noté  pour  deux  observations  successives 
par  le  nombre  de  minutes  écoulées  entre  elles.  Les  temps  sont 
indiqués  en  minutes  par  Ward  (voir  tableau  p.  20).  Rappelons 
que  l’allongement  a  été  calculé  pour  des  filaments  pluricellu¬ 
laires  et  non  pour  des  bâtonnets  isolés. 

A  36°  C  le  doublement  moyen  des  bactéries  est  le  plus  rapide; 
il  se  fait  toutes  les  27  minutes  environ. 

Transposons  ces  chiffres  en  graphique  (fig.  4).  Notons  les 
temps  en  minutes  sur  la  ligne  des  abscisses  et  les  longueurs  en  p. 
en  ordonnées.  Nous  avons  indiqué,  par  deux  traits  parallèles, 
pour  chaque  température,  le  moment  moyen,  d’après  les  conclu¬ 
sions  de  M.  Ward,  auquel  se  produit  le  doublement  delà  bactérie. 

La  figure  4  A  donne  l’allongement  de  Bacillus  ramosus  à 
chaque  température.  A  basse  température,  à  14°  C,  la  courbe  des 
allongements  est  presque  parallèle  aux  abscisses;  cela  indique  que 
la  croissance  du  microbe  est  régulière  et  faible. 


(1)  M.  Ward,  On  the  Biologij  of  Bacillus  ramosus.  (Proceed.  of  the  Royal  Soc. 
of  London,  vol.  LVIII,  1895,  p.  265.) 
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A  partir  de  17°  jusqu’à  24°  et  28°  C,  l’accroissement  par 
minute  devient  de  plus  en  plus  grand  et  rapide,  ce  qui  se  traduit 
par  des  courbes  qui  se  redressent  fortement  au  fur  et  à  mesure 
que  l’on  va  vers  des  températures  plus  élevées. 

En  général,  il  apparaît  que  l’accroissement  bactérien  par 
minute  soit  moindre  au  début  des  observations  ;  il  augmente 
avec  le  temps  et,  dans  quelques  cas,  la  courbe  présente  un 
sommet,  un  maximum  avec  chute  postérieure.  Ce  maximum  se 
remarque  aux  températures  de  31  et  39°;  il  est  suivi  d’une  chute 
bien  marquée.  C’est  ce  que  fait  d’ailleurs  remarquer  M.  Ward 
(p.  446  de  son  mémoire).  Il  dit  qu’aux  températures  assez 
élevées,  au-dessus  de  30°  C,  il  y  a  une  action  qui  se  combine  à 
celle  de  la  température  et  qui  agit  sur  les  filaments. 

Il  est  vraisemblable  que  Bacillus  ramosus  passe  alors  par  une 
«  grande  période  de  croissance  »,  c’est-à-dire  qu’au  début  il 
pousse  lentement,  atteint  un  maximum,  puis  ralentit  dans  sa 
croissance  jusqu’à  cessation  de  développement.  Cette  remarque 
de  Ward  s’applique  à  nos  courbes. 

En  somme  à  chaque  température  correspond  dans  le  temps  un 
accroissement  cellulaire  différent  de  la  bactérie.  Cela  montre 
quelle  infinité  de  réactions  se  produisent  dans  les  cellules  sou¬ 
mises  à  des  conditions  physiologiques  peu  variées,  l’écart  de 
température  entre  les  expériences  extrêmes  de  Ward  n’étant  que 
de  25°  C  environ. 

Isolons,  en  pensée,  chacune  des  courbes  de  la  figure  4  A,  et 
formons  le  stéréogramme  en  les  plaçant  perpendiculairement  à 
la  ligne  des  températures  (fig.  4  fi),  exactement  aux  tempéra¬ 
tures  des  expériences  de  Ward.  Le  stéréogramme  est  donc 
formé  d’une  base  où  sont  marqués  perpendiculairement  les 
températures  et  le  temps.  Les  allongements  cellulaires  en  g 
forment  l’arête  perpendiculaire  aux  deux  lignes  précédentes. 
Ce  stéréogramme  sera  identique  dans  sa  construction  à  celui 
que  nous  avons  expliqué  (fig.  3.)  pour  la  sporogénèse  des 
levures. 
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Fig.  4.  —  A.  Bacillus  ramosus  W.,  allongement  par  minute. 
B.  Courbe  de  Hansen  pour  Bac.  ramosus . 
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Nous  avons  noté  sur  chaque  courbe  (fig.  4  A)  le  moment 
moyen  du  premier  doublement  des  cellules.  Projettons  le  point 
ainsi  déterminé  sur  la  surface-base  du  stéréogramme  :  nous 
obtenons  la  courbe  CDE,  que  nous  connaissons  comme  étant 
la  courbe  de  Hansen.  Cette  courbe  a  été  figurée  par  Ward  (*)  et 
reproduite  par  Duclaux  (2). 

Grâce  aux  expériences  très  précises  et  détaillées  de  Ward  sur 
Bacillus  ramosus ,  nous  avons  donc  pu  confirmer  la  thèse  que 
nous  avancions  plus  haut  pour  diverses  levures. 

Mais  il  y  a  mieux  dans  le  domaine  de  la  physiologie  végétale. 
On  connaît  les  expériences  de  Rutgers  (3)(4)  sur  les  coléoptiles 
â’Avena  sativa  ayant  pour  objet  d’étudier  l’influence  de  la  tem¬ 
pérature  sur  le  seuil  d’exposition  du  géotropisme.  L’étude  de 
Rutgers  a  montré  que  les  seuils  d’exposition  se  groupent  sui¬ 
vant  une  courbe  de  Hansen  ;  l’examen  des  figures  données  par 
l’auteur  hollandais  le  démontrera.  D’après  ce  que  nous  savons, 
cette  courbe  doit  être  déterminée  par  trois’  facteurs  ;  il  en  est 
bien  ainsi.  Les  ordonnées  donnent  le  temps  en  minutes  de 
l’excitation  nécessaire  pour  produire  une  réaction  complète. 
La  base  du  stéréogramme  est  fournie,  d’une  part,  par  la  ligne 
des  températures  auxquelles  ont  été  exposés  les  jeunes  plants; 
perpendiculairement  à  cette  ligne  et  à  celle  des  ordonnées, 
nous  aurons  la  ligne  des  temps  après  lesquels  se  font  les 
réactions  pour  une  exposition  durant  autant  de  minutes  que 
l’indiquent  les  ordonnées. 

Il  nous  semble  inutile  de  refaire  des  diagrammes,  donner  les 
chiffres  de  Rutgers;  les  indications  que  nous  donnons  per¬ 
mettront  à  chacun  de  s’assurer  de  la  réalité  de  notre  thèse. 


(*)  Ward,  M.,  ouvrage  cité. 

(2)  Duclaux,  Traité  de  Microbiologie ,  t.  I,  1898. 

(3)  Rutgers,  A.-A.-L.,  The  influence  of  température  on  the  présentation  time  in 
geotropism.  (Kon.  Akad.  van  Wettensch.  te  Amsterdam,  29  octobre  1910,  p.  476.) 

(4)  1d.,  The  influence  of  température  on  the  geolropic  présentation  time.  (Rec. 
trav.  botan.  néerlandais,  t.  IX,  1912,  p.  1.) 
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Dernby  (1)  étudie  l’action  de  l’éreptase  de  la  levure  sur  le 
glycocolle.  Ce  corps  organique  est  scindé  par  l’éreptase;  on  note 
en  ordonnées  le  temps  pour  la  décomposition  de  x  °/0  d’azote,  et 
sur  les  abscisses  l’exposant  en  ions  hydrogènes  (Ph+)  durant  les 
essais.  Les  courbes  donnant,  par  exemple,  le  moment  où  50  ou 
75  0/ o  du  glycocolle  sont  détruits  sont  des  courbes  de  Hansen. 
L’interprétation  de  ces  courbes  nous  a  donné  quelques  difficultés. 
Dernby  a  donné  dans  des  diagrammes  les  éléments  de  la  courbe 
établis  pour  diverses  valeurs  de  Ph+;  il  avait  noté  les  heures  en 
abscisses  et  en  ordonnées  les  quantités  de  glycocolle  détruites. 
En  formant  le  stéréogramme  avec  ces  courbes  de  Dernby,  nous 
ne  retrouvions  pas  la  courbe  de  Hansen.  La  raison  de  cette 
anomalie  réside  dans  la  confection  de  ces  diagrammes  ;  il  faut 
noter  en  abscisses  les  quantités  °j0  de  glycocolle  détruites  et  en 
ordonnées  le  temps.  En  rétablissant  comme  nous  venons  de  le 
dire  la  disposition,  des  diverses  courbes,  les  chiffres  fournis  par 
Dernby  nous  permettent  de  vérifier  à  nouveau  notre  thèse. 
L’intérêt  des  expériences  de  Dernby  réside  dans  le  fait  que  les 
courbes  qu’il  a  données  résultent  d’expériences  où  n’inter¬ 
viennent  plus  des  êtres  organisés  ;  nous  sommes  en  présence 
d’un  ferment,  l’éreptase,  et  d’un  corps  organique.  Les  réactions 
ne  se  font  plus  dans  des  cellules  ;  elles  sont  réalisées  dans  des 
tubes  à  essais  et  permettent  de  penser  que  des  réactions  vitales 
si  caractéristiques,  telles  que  la  sporulation,  sont  des  phéno 
mènes  qui  sont  régis  par  les  mêmes  lois  physico-chimiques. 
Pour  les  expliquer,  il  ne  faut  donc  plus  faire  intervenir  la  vie, 
mais  simplement  les  lois  chimiques  et  physiques.  On  parvient 
ainsi  à  entrevoir  que  des  phénomènes  vitaux  aussi  complexes 
que  la  sporulation,  qui,  à  première  vue,  paraissent  ne  dépendre 
que  de  la  «  vie  »  de  l’organisme,  ne  sont  à  proprement  parler 


P)  Dernby,  K.-G.,  Étude  sur  la  cinétique  d'une  hydrolyse  enzymatique  de  la 
glycocolle.  (Comptes  rendus  des  travaux  du  laboratoire  de  Carlsberg,  t.  XI, 
1916,  pp.  263-295.) 


1921.  sciences. 


555 


2o 


H.  Kufferath.  —  Interprétation  stéréogrammique ,  etc. 


que  des  phénomènes  que  l’on  peut  expliquer  par  des  expé¬ 
riences  de  chimie  et  de  physique,  sans  devoir  faire  intervenir 
d’autres  facteurs. 

Et  ces  conséquences  sont  d’autant  plus  attachantes,  si  nous 
faisons  remarquer  que  pour  l’homme,  Bertillon  (*)  a  dressé  des 
diagrammes  de  mortalité  par  âge  et  état  civil  et  que  ces 
diagrammes  sont  des  courbes  de  Hansen  parfaites.  La  mortalité 
humaine  suit,  elle  aussi,  les  lois  de  la  physico-chimie  au  même 
titre  que  les  phénomènes  de  la  coagulation  du  lait  par  la 
présure,  décrits  par  Fleichmann  (2),  pour  laquelle  on  retrouve  la 
courbe  de  Hansen  en  notant  sur  la  ligne  des  abscisses  les  tempé¬ 
ratures  et  sur  celle  des  ordonnées  le  temps  en  minutes  au  bout 
duquel  se  produit  la  coagulation  pour  les  différentes  tempé¬ 
ratures. 

Nous  venons  de  parcourir  le  vaste  champ  de  la  biologie, 
depuis  les  ferments  et  les  organismes  les  plus  inférieurs  jusqu’à 
l’homme.  Partout  nous  avons  retrouvé  la  courbe  de  Hansen, 
et  quand  la  littérature  nous  fournissait  des  précisions,  nous 
avons  pu  montrer  pourquoi  on  obtenait  cette  courbe.  Il  serait 
intéressant,  connaissant  le  principe  d’après  lequel  la  courbe  de 
Hansen  est  établie,  de  vérifier  la  généralisation  de  notre  propo¬ 
sition  (voir  p.  17)  ;  les  expériences  à  faire  peuvent  être  étendues 
à  tous  les  organismes  vivants,  aux  ferments  inanimés;  leur  réa¬ 
lisation  ne  présente  guère  de  difficultés. 


(*)  Bertillon,  J.,  Cours  élémentaire  de  Statistique ,  1895. 

(2)  Voir  Duclaux,  Traité  de  Microbiologie ,  t.  II,  1899,  p.  175. 


Géologie.  —  Note  sur  la  présence  dans  le  Tertiaire 
inférieur  de  Belgique  d’un  Condylarthré  appartenant 
au  groupe  des  Hyopsodus, 

par  P.  TEILHARD  de  CHARDIN  et  Charles  FRAIPONT  (*). 

Dès  avant  la  guerre,  le  Service  de  la  Paléontologie  de  l’Uni- 
versité  de  Liège  avait  acqiiis  un  grand  nombre  d’ossements  et 
de  plaques  dermiques  de  tortues  et  de  crocodiles,  et  des  os 
d’oiseaux,  provenant  de  fissures  emplies  d’un  limon  plus  ou 
moins  argileux,  d’une  carrière  de  calcaire  carbonifère  de  Vinal- 
mont  (vallée  de  la  Méhaigne),  province  de  Liège. 

L’étude  de  ces  ossements,  que  l’un  de  nous  (M.  Fraipont) 
a  entreprise  avec  la  collaboration  du  D1  Muller,  le  Professeur 
Fourmarier  devant  étudier  le  gisement  au  point  de  vue  géolo¬ 
gique,  n’est  guère  terminée,  étant  donnés  l’état  fragmentaire 
des  ossements  et  le  mélange  des  espèces.  Quoi  qu’il  en  soit,  la 
faune  de  Yinalmont  semble  appartenir  à  l’Eocène  inférieur  et 
rappeler  celle  des  sablières  d’Erquelinnes,  où  le  Profr  Gravis 
découvrit  en  1880  un  fragment  de  mâchoire  de  Packynolophus 
Gerv.,  Maldani  Lem.  (détermination  A.  Rutot  confirmée  par 
Gaudry),  connu  dans  l’Éocène  inférieur  des  environs  de 
Reims  (2).  Ce  fragment  pourrait  appartenir  à  un  Hyraco- 
therium. 

Le  Dr  Muller,  parmi  les  ossements  d’un  certain  nombre 
de  tortues  de  Yinalmont,  a  pu  identifier  quelques  humérus 


(4)  Présenté  par  M.  Lohest. 

(2)  A.  Rutot,  Sur  la  'position  stratigraphique  des  restes  de  mammifères  terrestres 
recueillis  dans  les  couches  de  l’Éocène  de  Belgique.  (Bull.  Acad,  royale  de  Belgique. 
Bruxelles,  3e  série,  t.  I.  1881,  n°  4.) 
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d 'Euclastes,  Cope,  genre  connu  aussi  dans  les  sables  du  Landé- 
nien  inférieur  d’Erquelinnes  (1). 

Rappelons  que  Dollo  a  décrit  des  couches  inférieures  de  ce 
même  gisement  d’Erquelinnes,  un  Champsosaurus  (Rhyncho- 
eéphalien  adapté  à  la  vie  fluviatile)  (2),  et  du  gisement  de  même 
âge  de  Jeumont,  Eosuchus  Lerichei  (crocodilien  longirostre)  (3). 

Parmi  les  très  nombreux  ossements  découverts  à  Vinalmont 
se  trouvait  la  jolie  petite  dent  de  Mammifère  qui  fait  l’objet  de 
cette  note. 

Cette  dent  (une  première  ou  deuxième  molaire  inférieure, 
à  en  juger  par  l’absence  de  troisième  lobe)  appartient  sûrement 
à  un  Condylarthré.  Elle  est  remarquable  par  son  contour  pres¬ 
que  carré  (longueur  :  7mm9;  largeur  :  7mm) ,  par  la  forme  conique 
de  ses  denticules,  par  la  netteté  de  son  type  trituberculaire.  Le 
protoconide  est  fortement  usé.  Le  paraconide,  petit  mais  bien 
distinct, est  placé  sur  l’axe  longitudinal  médian  de  la  dent;  et  il  se 
prolonge,  jusqu’au-dessous  du  métaconide,  et  très  en  contre-bas 
de  celui-ci,  par  une  petite  crête  qui  aboutit  elle-même  à  un  petit 
tubercule  secondaire.  Le  métaconide,  isolé  du  protoconide,  et 
situé  légèrement  en  retrait  par  rapport  à  lui,  ne  porte  pas  trace 
de  métastylide.  Le  talon,  presque  aussi  long  et  aussi  haut  que  le 
trigone,  est  formé  comme  celui-ci  de  trois  tubercules  coniques 
parfaitement  nets.  La  branche  antérieure  de  l’hypoconide,  légè¬ 
rement  crescentiforme,  va  se  souder  à  la  base  du  métaconide;  et 


(j)  L.  Dollo,  Première  note  sur  les  Chéloniens  landéniens  ( Éocène  inférieur)  de 
Belgique.  (Bull.  Musée  royal  d’Hist.  nat.  de  Belgique.  Bruxelles,  t.  IV,  1886.)  — 
Un  the  Humérus  of  Euclastes.  (Geol.  Magaz.  London,  J une  1888.)  —  Sur  le  genre 
Euclastes.  (Ann.  Soc.  Géol.  du  Nord.  Lille,  t.  XV,  1888.) 

(2)  Id.,  Première  note  sur  le  Simoedosaurien  d’Erquelinnes.  (Bull.  Musée 
royal  d’Hist.  nat.  de  Belgique.  Bruxelles,  t.  III,  1884.)  —  Nouvelle  note  sur  le 
Champsosaure.  (Ibid.  Bruxelles,  t.  V,  1891.) 

(5)  Id.,  Nouvelle  note  sur  les  reptiles  de  T  Éocène  inférieur.  (Bull.  Soc.  belge 
de  Géol.,  etc.  Bruxelles,  t.  XXI,  1907.) 
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elle  porte,  vers  son  milieu,  un  petit  renflement  (tubercule  secon¬ 
daire)  bien  marqué.  La  muraille  externe,  plus  haute  que  la 
muraille  interne,  porte  un  mésostylide  très  fort;  mais  on  n’y 
voit  pas  la  moindre  indication  d’un  cingulum. 


Première  (ou  deuxième)  arrière-molaire  inférieure  d 'Hyopsodus  (?).  1 ,  face 
interne  ;  2,  face  supérieure  ;  3,  face  externe.  Les  photographies  sont  au 
double  de  la  grandeur  naturelle.  Les  dessins  au  trait  donnent  la  vraie 
grandeur,  pr,  protoconide;  pa,  paraconide;  hc,  hypoconide.  —  Localité  : 
Vinalmont.  (Collections  de  paléontologie  de  l’Université  de  Liège.) 


Entre  cette  dent  et  une  molaire  de  petit  Phenacodus  les 
ressemblances  sont  grandes.  Il  existe  pourtant  aussi  des  diffé¬ 
rences  notables.  Les  molaires  inférieures  de  Phénacodidés,  telles 
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que  les  figure  Matthew  (1),  ont  toutes  un  métastylide  (tuber¬ 
cule  secondaire  en  arrière  du  métaconide),  et  aucune  ne  montre 
de  mésostylide.  Sur  elles,  en  outre  (exception  faite  pour 
Ectocyon ),  le  paraconide  se  rapproche  du  métaconide  et  tend  à 
se  souder  avec  lui  ;  le  métaconide  est  aligné  sur  le  protoconide  ; 
le  cingulum,  enfin,  est  généralement  visible  le  long  de  la 
muraille  externe.  La  dent  ici  décrite,  tout  au  contraire,  a  un 
mésostylide,  et  pas  de  métastylide;  son  paraconide  est  séparé 
par  un  sillon  profond  du  métaconide  ;  ses  tubercules  sont  légère¬ 
ment  alternes  ;  elle  n’a  pas  de  cingulum. 

Par  ces  divers  caractères,  la  dent  recueillie  par  l’un  de  nous 
(M.  Fraipont)  s’éloigne  du  type  Phenacodus.  En  revanche  elle 
paraît  avoir  assez  exactement  le  dessin  des  molaires  à’Hyop- 
sodus  (2),  genre  de  Condylarthrés  fort  abondant  dans  l’Éocène 
inférieur  d’Amérique.  C’est  donc  à  un  Hyopsodus  qu’il  convient 
de  l’attribuer  provisoirement,  celui-ci  appartenant  sans  doute  à 
la  faune  du  Landénien  supérieur  d’Erquelinnes.  En  l'absence  de 
toute  donnée  sur  la  forme  des  molaires  supérieures,  cette  déter¬ 
mination  est  assez  précaire.  11  serait  désirable  que  d’autres 
trouvailles  faites  dans  le  Landénien  fluviatile  de  Belgique 
vinssent  la  confirmer.  Les  Hyopsodus ,  en  effet,  n’ont  jamais 
encore  été  signalés  dans  le  Sparnacien  d’Europe,  où,  par  contre, 
les  Phenacodus  sont  connus  par  deux  molaires  isolées,  prove¬ 
nant,  l’une  d’Épernay  (collection  Y.  Lemoine,  au  Muséum 
de  Paris),  l’autre  d’Orsmaël  (Musée  d’Histoire  naturelle,  à 
Bruxelles). 

Liège.  Laboratoire  de  Paléontologie  de  l’Université. 

Paris.  Muséum  national  d’Histoire  naturelle. 

Mai  1921. 


P)  W.-ü.  Matthew  and  W.Granger,  A  révision  of  the  lower  Eocene  Wasatch  and 
Wind  River  faunas .  (Bulletin  of  the  American  Muséum  of  Natural  History, 
vol.  XXXIV,  art.  X,  p.  329.) 

(2)  Idem,  ibid.,  art.  IX,  p.  311. 
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Physico-chimie.  —  Contribution  à  la  connaissance 
des  composés  cuivreux, 

par  J.  ERRERA,  docteur  en  sciences  chimiques  (*). 

1.  —  EXPOSÉ. 

L’étude  des  phénomènes  qui  se  passent  dans  les  voltamètres 
à  cuivre  et  dans  l’électrolyse  des  solutions  cuivriques  pour¬ 
suivie  durant  ces  dernières  années,  notamment  par  Bodlânder, 
Luther  (**),  Fœrster  et  ses  élèves,  Abel,  Meyer,  Dony-Hénault, 
a  élargi  notre  connaissance  des  sels  cuivreux;  elle  a  établi 
notamment  l’existence  du  sulfate  cuivreux,  et  celui-ci  a  été 
préparé  à  l’état  solide  par  Recoura,  par  l’action  du  sulfate  de 
méthyle  sur  l’oxydule  (***).  On  doit  admettre  que  le  cuivre 
en  présence  d’un  sel  cuivrique  d’acide  fort,  tel  que  sulfate 
ou  chlorure,  donne  naissance  à  une  certaine  quantité  de  com¬ 
posé  cuivreux  correspondant  et  formuler  cette  réaction  réversi¬ 
ble  par  l’équation  générale  Cu++  Cu  2Cu+.  Dans  le  cas  du 
sulfate,  les  concentrations  du  sulfate  cuivreux  restent  toujours 
faibles,  même  à  température  élevée,  mais  elles  ont  été  mesurées 
exactement  par  plusieurs  voies,  de  manière  concordante  (IV). 
Cependant  nos  connaissances  des  composés  cuivreux  restent 


(*)  Présenté  par  M.  Dony-Hénault. 

(**)  Luther,  Zeitschr.  phijsik.  Chemie,  B.  36,  1901,  p  385;  Dony-Hénault, 
Bull.  Soc.  chimique  de  Belgique,  24e  année,  n°  1,  p.  57;  Jean  Meyer,  Bull.  Soc. 
chimique  de  Belgique,  22e  année,  n°  7,  p.  259. 

(***)  A.  Recoura,  C.  B.  Acad,  des  Sciences,  1909,  p.  1105. 

(IV)  Foerster  et  Seidel,  Zeitschr.  f.  anorg.  Chem  ,  14,  106, 1897  ;  Abel,  Zeitschr. 
f.  Elecktrisch..  9,  268,  1903. 
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incomplètes.  A  l’inspiration  de  M.  Dony-Hénault,  j’ai  entre¬ 
pris  une  série  de  recherches  sur  ce  sujet.  En  s’en  tenant  aux 
indications  de  la  littérature,  où  l’existence  du  nitrate  cuivreux 
n’est  même  pas  mentionnée,  on  pourrait  croire  que  ce  corps 
n’existe  pas  et  s’en  demander  la  raison,  puisque,  dans  le  cas 
du  mercure,  qui,  bien  que  n’appartenant  pas  au  même  groupe 
du  système  périodique,  présente  au  point  de  vue  électrochimique 
une  parenté  réelle  avec  le  cuivre,  l’azotate  mercureux  est  un  sel 
qui  se  prépare  avec  la  plus  grande  facilité.  Des  expériences 
anciennes  de  Becquerel  (*)  et  de  Wibel  (**),  qui  mettent  en  pré¬ 
sence  de  cuivre  métallique  des  solutions  de  nitrate  basifiées  par 
l’oxyde  cuivrique  et  qui  observent  la  formation  lente  d’oxydule, 
font  supposer  une  formation  intermédiaire  de  nitrate  cuivreux 
à  laquelle  ces  auteurs,  à  cette  époque,  ne  pouvaient  guère 
penser.  Dans  le  cas  du  chlorure,  l’insolubilité  et  la  stabilité  du 
chlorure  cuivreux  formé  permettent  de  le  séparer  à  l’état  solide; 
le  sulfate  cuivreux,  au  contraire,  tend  à  régénérer,  soit  de  l’oxy- 
dule  par  hydrolyse  suivant  la  formule  S04Cu2  -f-  HO2  Cu20 
H2S04,  soit  du  cuivre  suivant  la  formule  Cu2SG4±^Cu+ CuSO4. 

D’autre  part,  des  composés  de  cuivre  qui  occupent  une 
grande  place  parmi  les  minerais  de  ce  métal,  tels  que  les  carbo¬ 
nates  et  silicates  naturels,  n’ont  pas  été  étudiés  non  plus  quant 
à  l’existence  des  dérivés  cuivreux  correspondants.  On  sait 
cependant  que  la  cuprite  accompagne  le  plus  fréquemment  les 
carbonates  de  cuivre  et  que  c’est  notamment  chaque  fois  le  cas 
lorsque  du  cuivre  métallique  est  présent  (***). 

Diverses  hypothèses  ont  été  faites  pour  expliquer  la  présence 
de  la  cuprite.  Les  théories  sur  la  genèse  des  minéraux  de  cuivre, 
et  en  particulier  de  la  cuprite,  sont  d’accord  pour  admettre 


(*)  G.-A.  Becquerel,  C.  R.,  44,  938,  1857;  75,  1729,  1872. 

(**)  Doelter,  Randbuch  der  Miner alchemie,  t.  III,  p.  91. 

(***)  Une  série  d’exemples  donnée  par  Doelter  et  Lacroix,  Bull.  Soc.  Min.  de 
France ,  6,  176,  1883  et  Min.  de  France ,  3,  309,  1901. 
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qu’ils  dérivent  de  la  transformation  des  sulfures,  mais  elles 
semblent  admettre  aussi  que  la  formation  du  cuivre  natif  dérive 
nécessairement  de  la  cuprite  et  de  l’oxyde  cuivrique  par 
réduction;  tels  par  exemple  :  Knopp,  Sukow  (*),  qui  attribuent 
aux  acides  carbonique  ou  sulfurique  la  libération  du  cuivre  de 
l’oxydule,  et  Wibel,  qui  considère  les  sels  ferreux  comme  l’agent 
de  réduction. 

Mais  l’explication  la  plus  simple  dans  l’état  actuel  des  choses, 
à  savoir  que  certaines  cuprites  pourraient  se  former  notamment 
sans  aucune  autre  intervention,  par  la  production  intérimaire 
de  carbonate  cuivreux,  ne  nous  paraît  pas  avoir  été  exprimée; 
par  analogie  avec  ce  qui  se  passe  dans  le  cas  du  sulfate,  c’est 
cependant  l’explication  qui  se  présente  comme  la  plus  naturelle. 
Il  faut  du  reste  remarquer  que  la  cuprite  se  produit  par  voie 
humide  dans  le  cas  où  le  cuivre  métallique  est  soumis  à  la 
corrosion  par  les  agents  atmosphériques,  et  il  en  est  ainsi  non 
seulement  pour  le  cuivre  rouge,  mais  aussi  pour  les  alliages  de 
cuivre  (tubes  de  condenseurs),  comme  nous  le  montrent  les 
récents  travaux  du  «  Corrosion  Committee  »  (**).  Il  nous  a  paru 
intéressant  d’apporter  une  contribution  expérimentale  à  ces 
questions  et  nous  avons  choisi,  entre  autres,  comme  un  moyen 
simple  de  formation  des  composés,  Télectrolyse  :  celle-ci 
permet,  en  effet,  même  quand  il  s’agit  d’acide  très  faible,  de 
provoquer  une  attaque  régulière  du  métal  dont  la  vitesse  peut 
ê^re  déterminée  arbitrairement.  Nous  avons  donc  soumis  à 
l’électrolyse,  en  présence  d’une  anode  soluble,  des  électrolytes 
capables  d’engendrer  des  carbonates,  des  silicates  et  des  nitrates 
de  cuivre,  dans  le  but  d’observer  notamment  la  présence  simul¬ 
tanée  de  l’oxydule  que  nous  avons  constatée  chaque  fois  effecti¬ 
vement.  Nous  donnerons  dans  les  chapitres  suivants  plus  de 


(*)  Doelter,  loc.  cit.,  pp.  80  et  suiv. 

(**)  Guy  Benbough  et  0.  F.  Hudson,  Fourtfi  Report  to  the  Corrosion  Committee  of 
the  Institute  of  Metals.  London,  1919,  pp.  66,  112  et  Plat  XXIV. 
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détails  sur  les  phénomènes  qui  accompagnent  ces  électrolyses. 

Pour  la  formation  des  carbonates,  deux  voies  se  présentent 
que  nous  avons  adoptées  simultanément  :  l’électrolyse  d’une 
solution  de  bicarbonate  ou  l’électrolyse  d'une  solution  d’acide 
carbonique  avec  des  anodes  de  cuivre.  Dans  ce  dernier  cas 
l’électrolyse  était  réalisée  sous  pression  jusqu’à  20  atmosphères, 
de  façon  à  augmenter  la  conductivité  du  liquide.  Pour  d’autres 
acides  faibles  tels  que  l’acide  silicique,  on  était  évidemment  limité 
à  l’électrolyse  de  solutions  de  silicate  alcalin.  Ces  expériences 
nous  ont  conduit  à  une  synthèse  nouvelle  de  carbonate  de 
cuivre  de  formule  2Cu  CO3,  2Cu  (OH)2,  H20  et  de  silicate  de 
cuivre  de  composition  variable.  Au  cours  des  expériences  sous 
pression  nous  avons  également  obtenu  la  formation  intéressante 
de  «  cuivre  noir  »,  variété  instable  de  cuivre  qui  avait  déjà  été 
obtenue  dans  d’autres  conditions  et  qui  se  transforme  instanta¬ 
nément  en  cuivre  rouge,  notamment  sous  l’action  d’un  acide 
fort. 

Les  observations  concordantes  de  toutes  nos  expériences  nous 
permettent  de  dire  que  chaque  fois  que  du  carbonate  cuivrique, 
même  à  l’abri  de  l’oxygène,  se  trouve  en  quantité  appréciable 
au  contact  du  cuivre  métallique,  une  certaine  quantité  d’oxydule 
est  engendrée;  or,  si  l’on  s’en  rapporte  à  l’équation  réversible 
qui  dans  le  cas  du  sulfate,  par  exemple,  engendre  l’oxydule,  on 
voit  bien  que  la  production  d’un  acide  fort  dans  cette  hydrolyse 
est  de  nature  à  limiter  la  quantité  d’oxydule  formée.  Au  con¬ 
traire,  dans  le  cas  d’un  acide  faible,  tel  que  l’acide  carbonique, 
la  production  de  l’oxydule  sera  favorisée  :  Cu2Co3  +  H20±^Cu20 
H20  -f-  Co2.  Fœrster  et  Blankenberg  (*),  dans  leurs  expé¬ 
riences  sur  la  formation  des  sels  cuivreux  ammoniacaux, 
admettent  du  reste  que  dans  la  gazométrie  à  l’aide  de  l’appareil 
de  Hempel,  l’absorption  de  l’oxygène  par  le  cuivre  en  solution 


(*)  Foerster  et  Blankenberg,  Berichte  39,  1906,  p.  4435. 
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de  carbonate  ammoniacal  a  lieu  par  l’intermédiaire  d’un  carbo¬ 
nate  cuivreux  ammoniacal. 

Or,  nous  avons  observé  expérimentalement  que  si  l’on  met 
en  présence  en  tube  scellé  parfaitement  vide  d’air,  du  cuivre,  de 
l’eau  et  du  carbonate  cuivrique,  de  l’oxydule  apparaît  sur  le 
métal  en  un  délai  de  quelques  jours  ;  cet  oxydule  se  produit  à  la 
température  ordinaire,  alors  que  dans  le  cas  de  sulfate  à  une 
concentration  nettement  plus  élevée,  l’oxydule  n’a  pas  eu  le 
temps  d’apparaître  dans  les  mêmes  conditions. 

Cette  expérience  nous  paraît  prouver  à  l’évidence  que  dans  le 
eas  d’un  acide  faible,  l’hydrolyse  peut  se  produire  aisément, 
même  pour  des  concentrations  infiniment  petites  du  sel  cuivreux. 
D’autre  part,  dans  l'électrolyse  d’une  solution  de  silicate  alcalin, 
une  anode  de  cuivre,  même  refroidie  par  une  circulation  inté¬ 
rieure  d’eau  pour  éviter  tout  échauffement  superficiel,  donne, 
au-dessous  d’une  couche  de  silicate  très  peu  pénétrable  au  cou¬ 
rant,  une  pellicule  d’oxydule  pur.  Nos  expériences  paraissent 
jeter  quelque  lumière  sur  la  genèse  de  certaines  cuprites  natu¬ 
relles  et  démontrer  que  leur  apparition  peut  être  un  phénomène 
secondaire  indépendant  de  l’action  de  l’oxygène  et  de  l’acide 
carbonique.  Elles  confirment  l'hypothèse  des  auteurs  qui  ont  vu 
dans  la  production  de  l’oxydule  le  résultat  d’une  réduction,  mais 
elles  la  corrigent  en  ce  sens  qu’elles  montrent  bien  qu’il  s’agit 
simplement  d’une  réduction  d’un  composé  cuivrique  par  le 
cuivre  lui-même  et  qui  ne  nécessite  pas,  comme  ceux-ci  l’ont 
pensé,  l’intervention  d’un  sel  réducteur  étranger,  tel  que  le  sel 
ferreux,  ou  de  matières  étrangères  de  nature  organique.  Si  des 
matières  réductrices  peuvent  provoquer  la  formation  d’oxydule 
dans  certaines  conditions,  ce  corps  peut  aussi  se  former,  comme 
le  montrent  les  expériences  en  leur  absence.  La  coexistence  de 
cuivre,  de  carbonate  cuivrique  et  d’eau  suffit  donc  à  produire  de 
la  cuprite. 

Nos  expériences  d’électrolvse  dans  les  solutions  de  nitrate  de 
cuivre  nous  ont  montré  qu’il  n’y  a  pas  de  différence  de  principe 
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entre  la  façon  dont  se  comportent  vis-à-vis  d’une  anode  de 
cuivre  des  solutions  de  nitrate  et  de  sulfate  et  qu’à  cet  égard, 
malgré  le  silence  des  auteurs,  l’équation  générale  d’équilibre 
posée  au  début  doit  s’appliquer  également  au  nitrate.  Nous 
avons  pu  doser  directement  en  permanganate  le  réducteur 
engendré  dans  un  volume  donné  de  liquide  anodique  ;  dès  que 
l’électrolyse  a  duré  un  certain  temps,  de  Loxydule  se  précipite 
dans  la  liqueur  anodique  que  nous  avons  pu  séparer,  sous  pres¬ 
sion  réduite,  du  liquide  clair  pourtant  réducteur.  Cette  précipi¬ 
tation  d’oxydule  correspond  selon  toute  vraisemblance  à  la  for¬ 
mation  du  nitrate  cuivreux  et  à  son  hydrolyse  ultérieure.  La 
portion  de  réducteur  titrée  en  l’absence  de  l’oxydule  par  le 
permanganate  doit  correspondre  à  la  teneur  d’équilibre  du 
nitrate  cuivreux  à  la  température  considérée,  et  l’on  aurait  pu 
séparer  quantitativement  l’oxydule  si  l’existence  de  la  région 
cathodique  et  la  précipitation  d’une  partie  de  l’oxydule  dans 
cette  dernière,  mêlé  à  du  cuivre  spongieux,  n’en  empêchaient 
la  récupération  totale.  On  sait  que  les  nitrates,  notamment  les 
nitrates  alcalins,  peuvent  subir  une  réduction  cathodique  avec 
production  de  nitritè  ou  d’ammoniaque,  suivant  la  nature  de  la 
cathode.  Sur  une  cathode  de  cuivre  poli,  notamment,  la  produc¬ 
tion  de  nitrite  peut  être  appréciable;  elle  est  moindre  sur  le 
platine  et  est  encore  diminuée  par  la  présence  de  cuivre  spon¬ 
gieux  (*).  Nous  ne  pouvions  négliger  ces  données  et  nous  pou¬ 
vions  craindre  que  la  production  de  nitrite  survint  dans  le  cas  du 
nitrate  de  cuivre.  Cependant,  le  nitrite  cuivrique  n’existe  pas 
comme  composé  stable  (**),  mais  la  présence  de  gaz  nitreux 
aurait  pu  agir  sur  le  permanganate;  aussi  avons-nous  opéré 
avec  une  cathode  de  platine  de  petite  surface  qui  se  couvrait 
encore  de  cuivre  spongieux  :  les  conditions  de  production  du 


(*)  E.  Muller,  Zeitschr.  f.  anorg.  Chem.,  26,  1,  1900;  Idem,  Zeitschr.  f.  Eleck- 
troch.,  9,  955, 1903  ;  E.  Muller  und  F.  Spitzer,  Zeitschr.  f.  Elektroch.,  11,  509, 1905. 

(**)  Abegg’s,  Handbuch  der  anorganischen  Chemie,  II,  lre  partie,  p.  628. 
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nitrite  étaient  ainsi  aussi  défavorables  que  possible.  Au  surplus, 
nous  avons  pratiqué  l’électrolyse  à  l’ébullition  sous  pression 
réduite  :  dans  ces  conditions  les  oxydes  d’azote  de  la  région 
cathodique  appelés  par  la  trompe  ne  pouvaient  parvenir  à 
l’anode  et  l’on  a  ainsi  la  quasi-certitude  que  la  réduction  du 
permanganate  est  bien  provoquée  par  un  dérivé  cuivreux.  Nous 
avons  mis  en  série  un  électrolyseur  travaillant  à  l’air  libre  dans 
lequel  aucun  oxydule  n’apparaissait,  et  comme  nous  l’indiquerons 
plus  loin  en  détail,  on  aurait  pu  croire,  d’après  la  marche  des 
appareils,  que  la  variation  de  pression  exerce  une  action  sur 
l’état  des  électrodes;  en  réalité  l’action  du  vide  se  ramène 
surtout  à  l’action  mécanique  que  provoque  l’ébullition  des 
liquides.  Gomme  l’addition  de  nitrite  alcalin  à  une  solution 
cuivrique  ne  provoque  pas  la  formation  d’oxydule,  cêlle-ci,  dans 
l’électrolyse,  indique  péremptoirement,  semble-t-il,  la  for¬ 
mation  intérimaire  du  nitrate  cuivreux.  Mais  pour  lever  tout 
doute,  nous  avons  fait  agir  du  cuivre  sur  du  nitrate  de  cuivre  en 
l’absence  d’air  et  de  courant  électrique.  Cette  opération  fournit 
rapidement  à  la  température  de  l’ébullition,  des  quantités  de 
sels  réducteurs  parfaitement  dosables.  Dans  ces  conditions, 
l’existence  du  nitrate  cuivreux,  en  équilibre  avec  le  nitrate 
cuivrique,  en  présence  de  cuivre  nous  parait  aussi  indiscutable 
que  celle  du  sulfate  cuivreux  dans  des  conditions  analogues. 

Après  cet  exposé  général,  nous  résumons  nos  recherches  sur 
les  Hydrocarbonates,  les  silicates  et  nitrates  de  cuivre. 


11  —  HYDROCARBONATES  DE  CUIVRE. 

Préliminaires  :  La  littérature  nous  donne  comme  moyen 
classique  de  préparation  du  carbonate  basique  vert,  la  malachite 
(3CuCo3.3Cu(OH)2, H20),  l’action  du  bicarbonate  ou  du  car¬ 
bonate  de  soude  sur  le  sulfate  de  cuivre  (voir  note  1,  p.  13). 
Si  ce  précipité  obtenu  est  en  contact  avec  une  solution  concentrée 
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de  soude  ou  de  carbonate  de  soude,  il  se  transforme  en  complexe 
bleu  cristallin  de  Deville  (Na2Co3,  CuCo3,  3H20).  L’azurite  bleue 
(2CuCo3,  Cu(OH)2  a  été  obtenue  synthétiquement  par  Debray 
en  faisant  réagir  en  tube  scellé  et  à  la  température  ordinaire,  de 
la  craie,  du  nitrate  de  cuivre  et  de  l’eau;  le  CO2  ainsi  produit 
avait  une  pression  de  3  à  8  atmosphères. 


A .  —  Expérience  a  la  pression  ordinaire. 

A  la  pression  et  à  la  température  ambiante,  nous  électro- 
lysons  avec  une  anode  de  cuivre  des  solutions  de  bicarbonate  de 
soude  de  concentration  environ  normale  avec  des  intensités  de 
courant  variant  de  0,2  à  ü,(>  ampère  par  dcm2. 

a)  Appareil.  —  L’appareil  en  verre  se  compose  d’un  vase  ano- 
dique  et  d’un  vase  cathodique  de  55  millimètres  de  diamètre  et 
de  300  millimètres  de  haut,  terminés  par  des  robinets  de  vidange 
et  reliés  au  tiers  inférieur  par  une  tubulure  de  16  millimètres 
de  diamètre  munie  d’un  robinet;  ce  robinet  est  fermé  à  la  fin  de 
l’expérience  et  permet  de  recueillir  séparément  le  liquide  des 
deux  compartiments.  Le  vase  anodique  porte  au  tiers  supérieur 
un  tube  incliné  vers  le  bas  et  relié  à  un  vase  intermédiaire.  Ce 
vase  est  raccordé  à  un  dispositif  potentiométrique  permettant 
de  prendre  la  différence  de  potentiel  entre  l’anode  et  sa  solution. 
La  distribution  du  courant  sur  les  électrodes  dans  ce  dispositif 
n’est  pas  parfaite,  mais  c’est  la  seule  qui  nous  permit  de  séparer 
convenablement  les  deux  compartiments;  un  voltmètre  et  un 
ampèremètre  sont  placés  dans  le  circuit;  une  résistance  réglable 
pour  maintenir  l’intensité  de  courant  constante;  un  voltamètre 
à  cuivre  avec  courant  d’hydrogène  nous  donne  la  quantité  du 
courant  débitée. 

b)  Le  dispositif  potentiométrique  consiste  à  opposer  au  cou¬ 
rant  à  mesurer  un  courant  dont  la  force  électromotrice  a  été 
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tarée  par  rapport  à  un  élément  Weston.  Pour  faire  la  liaison 
avec  la  solution  anodique,  il  nous  fallait  une  électrode  de  com¬ 
paraison  :  l’électrode  à  hydrogène  de  Nernst  et  l’électrode  au 
calomel  d’Ostwald  auraient  introduit  des  ions  étrangers  dans  la 
solution  soumise  à  l’électrolyse.  Nous  avons  alors  établi  une 
nouvelle  électrode  Hg,  HgO,  NaHCO3,  qui  s’est  montrée  avoir 
une  Fem  constante  de  0,433  v.  à  15°. 

Le  dispositif  est  le  même  que  celui  d’une  électrode  au  calomel 
d’Ostwald  :  la  couche  de  mercure  étant  recouverte  d’une  couche 
de  2  centimètres  d’oxyde  jaune  de  mercure,  protégée  de  l’action 
de  la  lumière,  KCI  étant  remplacé  par  une  solution  de  NaHCO3 
contenant  46  grammes  par  litre. 

c)  Préparation  du  bicarbonate  chimiquement  pur  exempt  de 
chlore.  —  Le  bicarbonate  pur  est  préparé  d’après  la  méthode 
de  Gay-Lussac,  en  carbonatant  une  solution  de  carbonate  avec 
agitation.  Le  bicarbonate  formé  est  lavé  à  0°  avec  de  l’eau  saturée 
en  CO2,  jusqu’à  ce  qu’il  n’y  ait  plus  de  réaction  de  chlorures 
ni  de  sulfates. 

d)  Marche  générale  des  électrolyses.  — Dans  l’électrolyse  d’une 
solution  de  C03HNa,  le  cation  Na+,  en  se  déchargeant,  forme 
NaOH  et  un  dégagement  d’hydrogène;  Fanion  C03H_  en  partie 
se  dégage  en  carbonatant  à  son  passage  le  liquide  anodique 
supérieur,  en  partie  réagit  avec  l’anode  pour  former  un  carbonate 
hydraté  de  cuivre  vert.  La  suite  des  phénomènes  se  présente 
dans  le  même  ordre  aux  différentes  intensités  de  courant  : 
l’anode  s’entoure  au  début  d’une  zone  bleue  transparente  qui  se 
propage  dans  le  vase  anodique  jusqu’au  bas  de  l’anode,  en 
formant  dans  le  liquide  une  ligne  de  démarcation  bien  nette  ; 
nous  assistons  à  la  formation  d’un  complexe  sodico-cuivrique, 
probablement  le  sel  de  Deville  (*)  (Na2Co3,  CuCo3,  3H20). 
Bientôt  la  zone  devient  d’un  bleu  plus  intense;  l’anode  com- 


(*)  Abegg’s,  déjà  cité. 
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mence  à  se  colorer  en  vert  (apparition  du  carbonate  hydraté). 
Puis  la  zone  bleue  entourant  l’anode  devient  opaque  (couleur 
turquoise),  car  elle  se  charge  d’hydrocarbonate  en  suspension. 
A  la  saturation,  le  CuCO3  commence  à  précipiter  dans  le  fond 
du  vase  anodique  ;  le  précipité  devient  rapidement  abondant  et 
la  zone  turquoise  entourant  l’anode  s’éclaircit  jusqu’à  ce  que 
tout  le  vase  anodique  présente  une  coloration  bleue  très  peu 
marquée,  le  précipité  continuant  à  tomber.  Au  bout  d’un  certain 
temps,  nous  voyons  apparaître  dans  le  vase  anodique  une  zone 
bleue  qui  devient  de  plus  en  plus  intense  ;  cette  zone  s’élève  et 
est  limitée  supérieurement  au  tube  de  communication  vers  le 
vase  cathodique  ;  c’est  la  soude  formée  à  la  cathode  qui  diffuse 
et  réagit  avec  l’hydrocarbonate  pour  donner  ’du  complexe  bleu 
de  Deville,  comme  l’a  démontré  une  expérience  faite  dans  un 
électrolyseur  où  la  liaison  entre  les  deux  vases  se  faisait  dans  la 
partie  supérieure,  ce  qui  obligeait  la  soude  formée  à  s’accumuler 
dans  le  vase  cathodique  en  l’empêchant  de  diffuser  vers  le  vase 
anodique  et  où  nous  n’avons  pas  constaté  de  formation  de  zone 
bleue.  Le  liquide  du  vase  cathodique  semble  rester  incolore  pen¬ 
dant  la  durée  de  l’expérience  :  vu  sur  une  grande  épaisseur,  le 
liquide  est  légèrement  bleuté.  La  cathode  de  platine  se  recouvre 
d’une  mince  couche  de  cuivre  obtenue  par  l’électrolyse  du  com¬ 
plexe  sodico-cuivrique  en  solution.  Les  quantités  de  gaz  ano¬ 
dique  dégagées  au  cours  des  électrolyses  étaient  trop  minimes 
pour  en  permettre  l’analyse.  La  différence  de  potentiel  entre 
l’anode  et  sa  solution  varie  au  début  de  Télectrolyse  en  suivant 
les  divers  phénomènes  que  nous  venons  de  citer,  jusqu’à  ce 
qu’elle  ait  atteint  son  régime.  La  température  s’élève  graduel¬ 
lement  pour  rester  en  palier  lorsque  l’apport  de  chaleur  sera 
compensé  par  le  rayonnement  Le  voltage  aux  bornes  suit  la 
courbe  de  température. 

é)  A  titre  d’exemple  nous  donnons  le  bilan  d’une  des  élec¬ 
trolyses  que  nous  avons  effectuées.  (Voir  tableau  ci-après.) 
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Bilan  de  rélectrolyse  n°  3  A. 

Volume  de  la  solution  :  1  litre. 

Titre  de  la  solution  ayant  l’électrolyse  : 

'Soude  et  C03Na2  :  0;  C03HNa  :  74  grammes  par  litre. 
Densité  du  courant  anodique  maintenu  pendant 
l’expérience  :  0.59  amp.  par  dcm2. 


Temps. 

Différence 
de  potentiel 
entre  anode 
et 

solution. 

Température. 

Différence 
de  potentiel 
aux  bornes 
de 

l’électrolyseur. 

Intensité 

du  courant. 

Oh  1 

1,72 

12° 

110  volts. 

0,6  amp. 

0  3 

2,53 

14 

108  - 

» 

0  10 

1,77 

21 

100  - 

» 

0  20 

1,84 

27 

90  - 

» 

0  25 

2,03 

30 

88  - 

» 

0  30 

2,22 

34 

84  - 

» 

0  40 

1,79 

36 

80  - 

» 

0  45 

2,35 

39 

78  - 

» 

0  50 

3,42 

40 

73  - 

» 

0  55 

3,30 

» 

» 

» 

1  » 

3,53 

» 

72  ~ 

0,6  amp. 

1  10 

3,74 

46 

» 

))  ij 

1  25 

3,74 

47 

68  — 

» 

3  15 

» 

52 

64  - 

»  ; 

3  50 

» 

53 

66  - 

» 

17  50 

3,64 

58 

52  - 

» 

Quantité  de  courant  débitée  au  voltamètre  pendant  l’électrolyse  : 
42,690  clbs. 


1921.  SCIENCES. 
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Dosage  des  produits  de  l’éiectrolyse. 


f)  Nous  exposons  brièvement  comment  nous  avons  effectué 
les  dosages  des  produits  de  l’électrolyse  : 


ZONE. 

NaOH  et  CO^Na* 

en 

grammes  par  litre. 

C05HNa  ; 

en 

grammes  par  litre. 

Anodique  haut  ...... 

1,4 

43,5  | 

Anodique  bas  .  . . 

1,8 

60,5 

Cathodique  haut 

24,4 

55» 

Cathodique  bas  .....  . 

25,6 

56  » 

Perte 

de  poids  anode. 

Hydrocarbonate 

et  oxydule. 

Complexe. 

Gr. 

Gr. 

Gr. 

10,624 

10,530 

0,091 

1°  Le  dosage  du  bicarbonate  en  présence  de  la  soude  et  du 
carbonate  dans  les  compartiments  anodique  et  cathodique  a  été 
fait  d’après  le  procédé  indiqué  par  Villavecchia  (*). 

2°  Les  composés  de  cuivre  obtenus  sont  :  a)  le  carbonate 
hydraté  vert,  qui  se  trouve  sous  forme  de  précipité  dans  le  vase 


(*)  Traité  de  Chimie  analytique  appliquée,  t.  I,  1919,  p.  62. 
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anodique  et  adhérent  sur  l’anode;  b)  une  couche  d’oxydule  très 
mince  sur  l’anode,  au-dessous  du  carbonate;  c)  le  complexe 
sodico-euivrique  en  solution  et  la  partie  qui  en  a  été  électro- 
lysée  et  qui  se  retrouve  sous  forme  de  Cu  à  la  cathode. 

Ces  dosages  de  Cu  ont  été  faits  par  l’électrolyse.  Nous  aurions 
voulu  séparer  sur  la  plaque  anodique  le  carbonate  de  l’oxydule 
pour  doser  ce  dernier  par  la  méthode  de  Meyer,  mais  une  série 
systématique  d’essais  ne  nous  a  pas  donné  de  résultat;  dans  nos 
bilans  d’électrolyse,  nous  avons  donc  dû  indiquer,  d’une  part,  le 
cuivre  sous  forme  de  complexe,  d’autre  part,  la  somme  carbo¬ 
nate  et  oxydule. 

g)  Il  nous  a  paru  intéressant  d’établir  la  composition  chimique 
exacte  du  sel  cuivrique  anodique. 

D’après  la  littérature,  il  existe  trois  hydrocarbonates  de 
cuivre;  ils  ont  pour  formule  : 

CuCO3,  Cu(OH)2 
3CuC03,  3Cu  (OH)2,  H20 
2 CuCO3,  2Cu(OH)2,  H20, 


qui  correspondent  aux  compositions  centésimales  et  aux  poids 
moléculaires  suivants  (*)  : 


FORMULES. 

Pour  cent 
en  Cu. 

Pour  cent 
en  CuO. 

Pour  cent 
H20. 

Pour  cent 
CO2. 

Poids  mol. 

CuCO5,  Cu  (OH)2.  . 

37,50 

71,97 

8,13 

19,89 

221,2 

CuCO5,  Cu  (OH)*,  */* 
H20 . 

56,43 

70,37 

10,57 

19,36 

227,2 

CuCO5,  Cu  (OH)*,  Va 
H*0.  .  .  . 

55,25 

69,15 

11,72 

19,11 

230,2 

(*)  Dunnjcliff  et  Sudershan  ( Journal  of  Chem.  Soc.,  septembre  1918,  p.  719) 
ont  constaté  l’inconstance  de  composition  du  carbonate  basique  du  commerce  et 
préparé  un  carbonate  répondant  à  une  autre  formule. 
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Pour  déterminer  la  composition  exacte  du  complexe  cuivrique 
obtenu  et  son  degré  d’hydratation,  nous  avons,  dans  une  pre¬ 
mière  série  d’expériences,  recherché  la  teneur  en  cuivre;  dans 
une  seconde,  par  calcination,  recherché  la  composition  totale. 

a)  Dosage  du  Cu. 

1°  Par  électrolyse  :  en  solution  nitrique  à  4  °/0,  avec  agitation 
et  une  densité  de  courant  de  1  amp.  par  dcm2. 

Résultats  obtenus  en  °/0  de  Cu  :  55,22  —  55,23; 

2°  par  l’iode  et  l’hyposulfite  d’après  la  méthode  de  Haen- 
Low  (*). 

Résultats  obtenus  en  °/0  de  Cu  :  55,24  —  55,27. 

(3)  Analyse  élémentaire  par  calcination  en  tube  ouvert,  l’eau 
étant  recueillie  dans  la  pierre  ponce  sulfurique,  CO2  dans  l’ap¬ 
pareil  à  potasse  de  Geissler,  le  résidu  CuO  par  pesée. 


Poids  de  substance 
mise  en  œuvre. 

Pour  cent 
en  CuO. 

Pour  cent 
en  H20. 

Pour  cent 
en  CO2. 

Pour  cent 
en  total. 

1,1456 

69,06 

12,10 

19,05 

100,21 

1,4006 

69,20 

11,58 

19,56 

100,14 

1,6538 

69,29 

11,40 

19,20 

99,89 

Ces  différents  résultats  nous  amènent  à  assigner  au  complexe 
la  formule 

2CuC03,  2Cu  (OH)2,  H20. 


h)  Origine  de  la  couche  d’oxydule  anodique. 

Nous  avons  décelé  qualitativement  l’existence  d’une  couche 
d’oxydule  intermédiaire  entre  l’anode  de  cuivre  et  la  couche 
d’hydrocarbonate  de  composition  chimique  identique  à  la 
malachite  naturelle.  Nous  avons,  dans  la  préface,  émis  l’hypo- 


(*)  Treadwell-Boll,  Analyse  quantitative,  2e  édit.,  p.  629. 
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thèse  que  le  sel  cuivrique  réagissait,  même  à  l’abri  de  l’air, 
avec  le  cuivre,  pour  donner  une  couche  intermédiaire  d’oxydule 
suivant  l’équation 

CuCO3,  Cu(OH)2  -|-  2Cu  =  2Cu20  +  CO2  +  H20. 

Pour  le  démontrer,  nous  avons  introduit  dans  des  tubes  de 
verre  du  carbonate  basique  pur  et  neutre  du  commerce,  de  l’eau 
et  une  toile  de  cuivre  soigneusement  décapée  ;  nous  avons  fait 
le  vide  et  nous  avons  scellé  :  au  bout  de  quelques  jours,  la 
toile  de  cuivre  s’était  recouverte  d’oxydule;  nous  avions  fait 
également  des  tubes  témoins  contenant,  dans  le  vide,  la  toile  de 

Gu  +  H20;  Cu  +  H20  +  C03Ca  ;  Cu  +  CuSOf,  N/1000,  N/100  et  N/10. 

Au  bout  de  quatre-vingt-dix  jours,  ces  tubes  n’avaient  subi 
aucune  altération.  Nous  avons  ensuite  dosé  l’oxydule  formé  en 
présence  de  cuivre.  Nous  avons  effectué  ce  dosage  d’après  la 
méthode  de  Meyer  (*),  dont  nous  avons  simplifié  les  calculs. 
La  toile  de  cuivre  recouverte  de  Cu20  est  lavée  pour  chasser 
le  CuCO3  adhérent  et  séchée  à  l’exsiccateur  à  vide.  Elle  est 
ensuite  pesée  et  traitée  par  une  solution  neutre  d’alun  ferrique, 
qui  dissout  cuivre  et  oxydule  d’après  les  équations 

Cu  +  Fe2(S04)3  =  CuSO4  +  2FeS04 
Cu20  +  Fe2(S04)3  =  CuSO4  +  CuO  +  2FeS04. 

Quand  la  toile  a  repris  son  éclat,  nous  la  retirons  de  l’alun 
en  la  rinçant  et  nous  la  pesons  à  nouveau.  Nous  avons  ainsi 
la  perte  de  poids  de  la  toile.  Après  avoir  ajouté  de  l’acide  sul¬ 
furique  (un  sixième)  à  la  solution,  nous  la  titrons  par  Mn04K 
d’après  l’équation 

2Mn04K  +  IQFeSO4  +  8H2S04=  K2SQ4  +  MnSO4  +  5Fe2(S04)3  +  8H40. 


(*)  J.  Meyer,  Bull.  Soc.  chimique  de  Belgique ,  22e  année,  n°  7,  p.  259. 
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Soit  n  le  nombre  de  centimètres  cubes  de  permanganate 
employés,  la  solution  étant  déci-normale.  —  Il  résulte  de  ces 
équations  qu’un  litre  de  solution  normale  de  permanganate 
équivaut  à  un  équivalent  de  cuivre,  soit 


63,6 


=  ^1,8  gr. 


et  à  un  équivalent  d’oxydule,  soit 


143/2 

~Y~ 


=  71,6  gr. 


De  là  nous  calculons  que 

1,000 . 10 

1  mgr.  Gu  =  — — - =  0,314  cm3  de  Mn04K  0,1  N 

&  31,8.1,000 

et 

10,000.10 

1  mgr.  Cu20  =  ^  =  0,139  cm3  de  Mn04K  0,1  N. 

71,6.1,000 


Soit  p  la  perte  de  poids  de  la  toile  que  nous  avons  trouvée 
ci-dessus  et  x  la  quantité  d’oxydule;  la  quantité  de  cuivre  sera 
donc  p  —  x.  L’oxydule  aura  employé  x  0,139  cm3  de  Mn04K, 
le  cuivre  (p  —  x)  0,314  cm3. 

L’équation  exprimera  que  la  somme  de  ces  deux  quantités 
représente  le  nombre  n  de  centimètres  cubes  de  permanganate 
employés  lors  de  la  titration  : 


d’où 


x  .  0,139  -f-  (p  —  x )  0,314  =  n  ; 


x 


0,314  p  —  n 
0,175 


Pour  les  dosages  très  précis  il  est  nécessaire  de  travailler  à 
l’abri  de  l’air,  la  solution  ferreuse  se  réoxydant  doucement 
à  l’air. 


J.  Errera.  —  Sur  la  connaissance  des  composés  cuivreux. 


Dosage  de  l’oxydule  dans  les  tubes. 


Corps  en  présence. 

Poids  toile 
métallique 
en  mgr. 

Durée 

du  contact 
en  jours. 

Augmen¬ 
tation 
du  poids 
de  la  toile. 

Cu20 

en  mgr. 

Cu,  1I20,  malachite 

4491,1 

21 

17,4 

55 

»  >t 

4717 

21 

19 

42,7 

»  » 

4826,5 

21 

18,7 

42,9 

»  » 

4507,2 

21 

17,9 

49,5 

»  » 

4855,2 

23 

17,6 

69,4 

»  » 

4783,5 

23 

18,4 

60,5 

»  » 

3697,5 

58 

21,5 

59,7 

»  » 

3880,8 

58 

19,8 

45,6 

»  » 

3827,9 

58 

25,3 

65 

»  » 

4295,6 

59 

25,1 

63,9 

Cu,  H20 . 

4248,8 

34 

■ 

» 

» 

Cu,  CaCo3,  H20.  .  . 

4358,2 

34 

» 

Cu,  CuSo4  N/1000  .  . 

4666,8 

34 

» 

» 

Cu,  CuSo4  N/100  .  . 

4875,8 

31 

» 

» 

Cu,  CuSo4  N/10.  .  . 

4810,6 

31 

» 

» 
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B.  —  Expérience  sous  pression. 

L’appareil  se  compose  d’un  récipient  électrolytique  en  tôle 
émaillée  blanche,  dans  une  bombe  cylindrique  en  acier  pouvant 
supporter  une  pression  de  20  atm.  La  bombe  est  munie  d’un 
manomètre  ;  l’arrivée  du  gaz  est  réglée  par  un  robinet  à  poin¬ 
teau  ;  les  électrodes  sont  isolées  du  reste  de  l’appareil  par  des 
bourrages  en  caoutchouc  formant  joints;  l’appareil  est  refroidi 
par  une  enveloppe  de  glace.  Nous  électrolysons  de  l’eau  distillée 
chargée  de  GO2  sous  une  pression  de  16  atm.;  la  cathode  est 
en  platine,  l’anode  en  cuivre.  La  conductivité  du  liquide,  qui 
reste  faible  malgré  la  haute  pression,  augmente  assez  rapi¬ 
dement  au  cours  de  l’électrolyse,  par  suite  de  la  dissolution  de 
l’anode.  Contrairement  à  notre  attente,  celle-ci  n’aboutit  pas  à 
la  production  d’azurite  mais  à  celle  d’un  carbonate  vert.  Aux 
densités  de  courant  faibles  que  provoque  l’interposition  de 
résistances,  la  précipitation  cathodique  fournit  presque  exclusi¬ 
vement  du  cuivre  divisé  spongieux  sous  sa  forme  ordinaire, 
mais  lorsque  la  densité  du  courant  s’élève  librement  sous  l’in¬ 
fluence  de  la  tension  appliquée  aux  bornes,  le  métal  qui  apparaît 
à  la  cathode  jouit  de  propriétés  particulières:  c’est  un  ensemble 
de  grains  noirs  très  fins  qui  restent  en  partie  en  suspension  dans 
le  liquide  et  que  le  contact  d’un  acide  fort  transforme  instanta¬ 
nément  en  cuivre  rouge.  La  formation  de  «  métaux  noirs  » 
décrite  déjà  par  les  auteurs  (*)  est  considérée  par  certains  comme 
une  forme  de  transition  entre  l’état  colloïdal  et  l’état  cristallin  ; 
le  cuivre,  notamment  en  solution  de  sulfate  très  diluée,  donne, 
sous  l’action  d’une  tension  assez  forte,  du  cuivre  noir;  il  en  est 
de  même  du  nitrate  d’argent. 


(*)  V.  Kohlschutter  et  Th.  Toropoff,  Zeitschr.  f.  Elektroch,  19,  n°  4,  p.  161  ; 
Foerster  et  Seidel,  Zeitschr.  f.  anorg.  Chem.,  t.  XIV,  1897,  p.  106. 
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A  titre  d’exemple,  nous  donnons  le  bilan  d’une  des  élec- 
trolyses  : 

Electrolyse  V. 

Surface  anodique  :  47  cm2. 

Surface  cathodique  :  26  cm2. 

Distance  entre  anode  et  cathode  :  6,5  centimètres. 


Temps. 

Différence 
de  pot. 

Intensité. 

Résistance. 

Pression. 

0' 

106  v 

0,036  A. 

2940  ohms. 

12  atm. 

3' 

106  - 

0,037  -  , 

2860  - 

13,5  - 

10' 

109  - 

0,048  - 

2280  — 

13,25  - 

20' 

108  - 

0,057  - 

1890  — 

12  - 

35' 

108  - 

0,082  - 

1320  - 

13  - 

55' 

108  - 

0,14  — 

773  - 

13  - 

1M5' 

109  - 

0,19  - 

380  - 

13,5  - 

lh25' 

109  — 

0,38  - 

290  - 

13  - 

Quantité  de  courant  débitée  pendant  l’électrolyse  :  4,340  clbs. 
Quantité  de  «  cuivre  noir  »  cathodique  :  0sr264. 


III.  —  SILICATES  DE  CUIVRE. 

Nous  soumettons  à  l’électrolyse  une  solution  de  silicate  de 
soude  entre  une  anode  de  cuivre  et  une  cathode  de  platine. 
L’appareil  en  verre  et  les  électrodes  sont  les  mêmes  que  pour  les 
électrolyses  en  milieu  carbonique.  Au  début,  l’anode  se  recouvre 
de  bulles  de  gaz  qui  se  dégagent  lentement,  le  liquide  étant 
visqueux  ;  puis  l’anode  se  recouvre  d’une  croûte  verte  fortement 
adhérente  qui  devient  bleue  lorsqu’elle  est  sèche;  à  l’opposé  de 
la  malachite,  qui  tombait  au  fond  du  vase  anodique  au  fur  et  à 
mesure  de  sa  formation,  le  silicate  de  cuivre  reste  adhérent; 
l’expérience  sera  terminée  lorsque  l’anode  sera  entièrement 
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recouverte.  La  différence  de  potentiel  entre  l’anode  de  la  solu¬ 
tion  croît  rapidement  et  d’une  façon  continue  par  suite  de  la 
polarisation  résultant  des  bulles  de  gaz  et  par  suite  de  la  forma¬ 
tion  de  la  croûte  de  silicate  isolante.  La  différence  de  potentiel 
aux  bornes  de  l’appareil  diminue  d’abord  par  suite  de  l’élévation 
de  température  et  de  la  mise  en  liberté  de  la  soude,  mais  elle 
croît  ensuite  rapidement  comme  conséquence  des  phénomènes 
se  passant  sur  l’anode.  Le  liquide  reste  incolore  dans  les  deux 
vases  pendant  toute  l’expérience.  11  ne  se  dépose  rien  à  la 
cathode.  Entre  l’anode  de  cuivre  et  la  couche  de  silicate,  nous 
trouvons  une  épaisse  couche  d’oxydule.  Pour  nous  assurer  que 
la  couche  d’oxydule  n’était  pas  due  à  des  phénomènes  secon¬ 
daires  provoqués  par  l’élévation  de  température,  nous  avons 
employé  comme  anode  un  tube  en  cuivre  électro,  dans  lequel 
nous  faisons  circuler  un  rapide  courant  d’eau  :  la  température 
est  restée  ainsi  constante  pendant  la  durée  de  l’électrolvse  et 
nous  avons  retrouvé  la  couche  d’oxydule. 


iy.  _  NITRATE  DE  CUIVRE. 

A .  —  Electrolyse  de  solutions  de  nitrate  de  cuivre. 

Nous  avons  employé  le  même  dispositif  que  pour  l’électrolyse 
du  bicarbonate;  toutefois  nous  avons  maintenu  une  pression 
réduite  de  12  millimètres  de  mercure  dans  les  deux  comparti¬ 
ments  et  nous  avons  été  forcé,  notamment  pour  éviter  la 
projection  du  liquide,  d’abaisser  la  température  à  l’aide  d’un 
bain  de  glace.  A  la  fin  de  l’expérience,  la  tubulure  inférieure  du 
compartiment  anodique  était  raccordée  à  un  dispositif  de  filtra¬ 
tion  dans  le  vide.  Au  moment  de  cette  filtration  de  l’hydrogène 
venait  remplir  l’espace  supérieur  libre  de  l’électrolyseur.  Nous 
avons  mis  dans  les  mêmes  conditions  un  vase  semblable  dont  le 
liquide  restait  en  contact  avec  l’air;  dans  ces  conditions,  en 
solutions  0,  1,  N,  notamment,  aucune  quantité  notable  de  gaz 
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n’apparaissait  sur  l’anode  dans  le  vase  évacué;  la  cathode,  au 
contraire,  était  le  siège  d’un  dégagement  gazeux  très  appréciable; 
dans  le  vase  à  l’air,  l’anode  et  la  cathode  étaient  constamment  le 
siège  d’un  dégagement  gazeux.  Cette  influence  de  la  pression 
réduite  se  ramène  sans  aucun  doute  au  mouvement  des  couches 
liquides  autour  de  l’anode,  qui  tend  à  limiter  les  changements 
de  concentration.  Aux  densités  de  courant  plus  fortes,  en  solu¬ 
tions  plus  concentrées,  l’anode  de  l’électrolyseur  dans  le  vide 
donnait  également  un  dégagement  gazeux.  Au  cours  de  l’élec- 
trolyse,  une  précipitation  d’oxydule  très  notable  se  produit  dans 
le  vase  évacué,  et  dans  nos  premières  expériences  nous  n’avions 
pu  séparer  complètement  cet  oxydule  très  ténu  du  liquide  avant 
le  titrage  au  permanganate.  Dans  ces  conditions  on  distinguait 
nettement  deux  phases  dans  le  titrage  :  la  première  correspon¬ 
dant  à  l’oxydation  rapide  d’un  sel  réducteur,  la  deuxième  à 
l’oxydation  plus  lente  de  l’oxydule.  En  modifiant  la  structure 
de  notre  filtre  et  en  allongeant  la  durée  de  la  filtration,  nous 
avons  pu  titrer  dans  un  liquide  absolument  clair,  débarrassé  de 
tout  oxydule,  mais  les  chiffres  ainsi  obtenus  sont  probablement 
un  peu  trop  faibles,  par  suite  d’une  réoxydation  partielle. 


Êlectrolyses. 


Volume 

Titre 

de  la 

solution 

de  nitrate. 

Nombre 

de  centimètres  cubes 
de  Mn04K  0,013N 
employés  : 

Concentra¬ 

tion 

en  ions 

Remarques. 

DU  LIQUIDE. 

1°  dans 
expérience. 

2°  par 
témoin. 

gr.  Cu+ 
par  litre  à  5°. 

460 

0,1  N. 

9,7 

0,7 

2,54.10'* 

Filtration 

incomplète 

430 

0,1  N. 

13,7 

1,2 

3,68.40'* 

et  rapide. 

400 

0,1  N. 

7,1 

0,8 

2,05.10'4 

Filtration 
complète  et 

485 

0,1  N. 

7,2 

1,4 

1,36.40'* 

lente. 

581 
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B.  —  Formation  directe  du  nitrate  cuivreux  en  l’absence 

DE  COURANT. 

Fœrster  et  Blankenberg  ont  remarqué  l’influence  favorable 
de  complexes  ammoniacaux  sur  la  production  des  sels  cuivreux 
en  présence  de  cuivre  métal  ;  ils  ont  obtenu  un  sulfate  cuivreux 
ammoniacal  cristallisé  et  ont  observé  aussi,  mais  sans  détermi¬ 
nation  quantitative,  la  formation  de  sels  cuivreux  en  solution 
de  nitrate  ammoniacal. 

Nous  n’avons  trouvé  dans  la  littérature  aucun  travail  étudiant 
l’action  du  cuivre  sur  les  solutions  de  nitrate  cuivrique  en 
l’absence  d’ammoniaque.  Pour  combler  cette  lacune,  nous  avons 
fait  établir  un  appareil  où  se  trouvent  en  contact  à  l’ébullition 
du  cuivre  et  une  solution  de  nitrate.  Lorsque  l’équilibre  est 
supposé  atteint,  un  robinet  permet  de  séparer  les  plaques  de 
cuivre  qui  se  sont  recouvertes  d’oxydule  du  reste  du  liquide  ;  le 
liquide  refroidit  sous  une  atmosphère  d’hydrogène;  un  thermo¬ 
mètre  plongeant  dans  le  liquide  nous  indique  la  température 
(fig.  II)  Nous  avons  titré  le  nitrate  cuivreux  formé  en  opérant 
toujours  sur  un  volume  égal  d’un  liquide  témoin  dans  les 
mêmes  conditions. 


Volume 

DU  LIQUIDE. 

Titre 

de  la 

solution 

de  nitrate. 

Nombre 

de  centimètres  cubes 
de  Mn04K  066N 
employés  : 

Concentra¬ 

tion 

en  ions 
gr.  Cu+ 
par  litre  à  97°. 

Cu++  _  R 

(cu+)! 

1°  dans 
expérience. 

2°  par 
témoin. 

490 

0,2  N. 

4,2 

0,28 

5,28.10'* 

4,29.10* 

400 

0,2  N. 

3,4 

0,28 

5,15.10'* 

4,37.10* 

650 

0,2  N. 

4,9 

0,3 

4.68.10'* 

5,47.10* 

—  582 
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Si  nous  rapprochons  les  valeurs  de  concentrations  en  ions 
cuivreux  trouvées  par  nous  de  celles  déterminées  antérieurement 
par  des  expérimentateurs  pour  le  sulfate  cuivreux,  nous  voyons 
que  ces  valeurs  ne  diffèrent  pas  fortement  et  que  la  concentra¬ 
tion  des  ions  cuivreux  dans  les  solutions  de  nitrate  au  voisinage 
de  l’ébullition  est  supérieure  à  celle  que  l’on  observe  en  solu¬ 
tions  de  sulfate  à  la  température  ordinaire.  En  effet,  pour  une 
solution  deux  fois  normale  de  CuSO4,  Luther  trouve  3,4.-*  gr. 
ions  par  litre  correspondant  et  une  constante  à  la  tempé¬ 
rature  ordinaire,  de  1,5.106.  Dony-Hénault,  dans  les  mêmes 
conditions,  trouve  une  concentration  de  4,9. 1(H  gr.  ions  Gu+ 
par  litre. 

Y.  —  CONCLUSIONS  SOMMAIRES. 

1 .  —  L’électrolyse  des  solutions  de  bicarbonate  alcalin  totale¬ 
ment  exempt  de  chlore  en  présence  d’une  anode  de  cuivre 
fournit  un  hydrocarbonate  vert  recouvrant  une  couche  d’oxy- 
dule  ;  cet  hydrocarbonate  répond  à  la  composition  suivante  : 

2CuC03,  2Cu(OH)2,  H20. 

La  formation  du  composé  insoluble  conduit  à  la  formation 
secondaire  d’un  complexe  soluble  sodico-cuivrique  (probable¬ 
ment  le  complexe  de  Deville).  L’évolution  du  potentiel  ano- 
dique  a  pu  être  suivie  grâce  à  une  électrode  normale  Hg, 
HgO,  NaHCO3  (46  grammes  par  litre)  dont  le  potentiel  (EH=0) 
constant  est  de  0,433  v.  à  15°. 

2.  L’électrolyse  d’une  solution  d’acide  carbonique  sous 
pression  (jusqu’à  20  atmosphères)  avec  une  anode  de  cuivre  con¬ 
duit  également  à  la  formation  d’un  carbonate  vert.  Il  n’y  a  pas 
formation  d’azurite.  A  la  cathode  sous  l’influence  de  la  haute 
tension  aux  bornes,  il  se  précipite  du  «  cuivre  noir  »,  variété 
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instable  de  cuivre  qui  se  transforme  instantanément  en  cuivre 
rouge,  notamment,  sous  l’influence  d’un  acide0 


3.  —  L’électrolyse  d’une  solution  de  silicate  alcalin  en  pré¬ 
sence  d’une  anode  de  cuivre  fournit  un  silicate  insoluble  recou¬ 
vrant  une  couche  continue  d’oxydule.  Cette  production  d’oxy- 
dule  survient  aussi  si  l’anode  de  cuivre  est  refroidie  par  un 
courant  d’eau  intérieur. 

4.  —  La  formation  par  réaction  réversible  des  sels  cuivreux 
qui  se  réalise  dans  les  solutions  de  sulfate  de  cuivre,  et  qui  a  été 
étudiée  par  divers  auteurs,  se  produit  également  pour  d’autres 
sels  d’acides  non  halogénés,  lorsque  le  cuivre  est  en  présence  de 
solutions  de  sels  cuivriques;  par  exemple  le  nitrate  de  cuivre 
donne  en  présence  de  cuivre  métallique  à  froid,  sous  l’influence 
d’un  courant,  à  chaud  même  en  l’absence  de  toute  intervention 
électrique,  naissance  à  un  sel  cuivreux,  oxydable  au  perman¬ 
ganate  et  dont  la  concentration  a  pu  être  déterminée  ;  pour  une 
solution  0,2  N.  à  97°,  la  concentration  en  ions  gr.  Cu+  par 
litre  est  de  5  X  et  la  constante 


Cu++ 


=  5  X  105. 


Ces  solutions  cuivreuses,  comme  les  solutions  de  sulfate, 
engendrent  de  l’oxydule  par  la  réaction  d’hydrolyse  : 

2CuN03  +  H20  Cu20  +  2N03H. 


5.  —  Une  réaction  d’hydrolyse  analogue  semble  s’accomplir 
également  quand  on  met  en  présence  du  cuivre  et  des  sels 
cuivriques  d’acide  faible.  Elle  paraît  susceptible  d’expliquer 
l’apparition  de  l’oxydule  sur  les  anodes  en  solution  de  carbonate 
ou  de  silicate. 
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6.  —  En  particulier  nous  avons  démontré  que  dans  un 
tube  scellé,  préalablement  évacué  de  gaz,  le  carbonate  de  cuivre 
en  suspension  dans  beau  engendre,  au  contact  d’une  toile  de 
cuivre  pur,  de  l’oxydule,  même  à  température  ordinaire  et  en  un 
temps  court,  ce  qui  nous  paraît  s’interpréter  par  la  formation 
intérimaire  de  sels  cuivreux.  La  formation  d’oxydule  dans  ces 
conditions  est  susceptible  d’expliquer  dans  certains  cas  la  genèse 
de  la  cuprite  qui  paraît  dans  les  gîtes  minéraux  à  côté  du  cuivre 
natif  et  de  la  malachite,  laquelle  ne  nécessite  —  l’existence  de  ces 
deux  corps  étant  donnée  —  l’intervention  d’aucune  substance 
réductrice.  Des  expériences  analogues  avec  du  silicate  de  cuivre 
ont  donné  naissance  à  des  quantités  d’oxydule  appréciables,  mais 
moins  importantes  que  dans  le  cas  du  carbonate. 

En  terminant  cette  première  note,  il  m’est  particulièrement 
agréable  de  pouvoir  exprimer  ma  reconnaissance  à  M.  le  pro¬ 
fesseur  O.  Dony-Hénault,  qui  a  dirigé  mes  travaux  et  n’a  cessé  de 
témoigner  le  plus  vif  intérêt  à  mes  recherches. 


Laboratoire  de  chimie  industrielle  de  l'Université  de  Bruxelles. 
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Physiologie.  —  Les  lois  de  la  résistance  électrique 
des  tissus  vivants, 

par  M.  PH1LIPPS0N  (*). 

Dans  un  travail  publié  précédemment  (**),  nous  avons  exposé 
brièvement  les  principes  d’une  méthode  permettant  de  produire 
des  courants  électriques  alternatifs  variant  entre  500  et  3,000,000 
de  périodes  à  la  seconde  et  de  mesurer  pour  ces  diverses  fréquences 
la  résistance  électrique  de  tissus  vivants  végétaux  ou  animaux. 

L’étude  des  résultats  obtenus  par  cette  méthode  nous  a 
conduit  à  établir  la  loi  générale  de  la  résistance  électrique  des 
tissus  vivants  en  fonction  de  la  fréquence  du  courant  de  mesure 
et  à  déterminer  certaines  constantes  spécifiques  de  ces  tissus. 

L’examen  des  graphiques  exprimant  les  résultats  expéri¬ 
mentaux  (fig.  1,  2,  3)  montre  que,  d’une  manière  générale,  la 
courbe  de  résistance  électrique  des  tissus,  mesurée  en  ohms 
par  centimètre  cube,  est  comprise  entre  une  asymptote  supérieure 
correspondant  à  la  résistance  à  la  fréquence  nulle  et  une  asymptote 
inférieure  correspondant  à  la  résistance  à  la  fréquence  infinie  et 
qu’elle  décroît  d’une  manière  régulière  entre  ces  deux  asym¬ 
ptotes.  On  peut  donc  en  déduire  que  le  système  complexe  de 
résistance  constitué  par  le  tissu  comprend  une  capacitance 
(résistance  de  capacité)  dont  la  valeur  décroît  avec  la  valeur 
de  la  fréquence. 

Nous  pouvons  démontrer  expérimentalement  l'existence  dans 


(*)  Présenté  par  MM.  Massart  et  De  Donder. 

(**)  Sur  la  résistance  électrique  des  cellules  et  des  tissus.  (G.  R.  Soc.  belge  Biol.., 
t.  LXXXIII,  novembre  4920,  p.  1399.) 
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le  tissu  vivant  d’une  résistance  se  conduisant  comme  une  capa¬ 
cité.  En  effet,  prenons  un  cylindre  de  tissus  de  tubercule  de 
pomme  de  terre  et  mesurons  sa  résistance  spécifique  à  la  fré¬ 
quence  100,000  :  nous  trouvons  640  ohms  ;  prenons  maintenant 
une  bobine  de  self-induction  d’environ  6cm105  :  la  résistance  de 
cette  bobine  pour  la  même  fréquence  est  d’environ  400  ohms. 
Mettons  en  série  le  cylindre  de  tissu  et  la  bobine  de  self-induc¬ 
tion  :  la  résistance  du  système  ainsi  constitué  tombera  à 
380  ohms.  Or,  l’impédance  (résistance  complexe)  d’un  système 
comprenant  en  série  une  résistance  ohmique  R,  la  résistance 
d’une  capacité  C  et  la  résistance  d’une  self-induction  L  (*)  est 
donnée  pour  la  fréquence  v  par  l’équation 


L’examen  de  cette  équation  démontre  à  l’évidence  que,  pour 
que  l’addition  d’une  self-induction  diminue  la  résistance  d’un 
système,  il  faut  nécessairement  que  ce  système  comprenne  une 
capacité. 

Si  à  la  lumière  de  ces  constatations  nous  analysons  les  condi¬ 
tions  physico-chimiques  et  physiologiques  réalisées  dans  les 
tissus,  nous  pouvons  remarquer  ce  qui  suit  : 

La  membrane  physiologique  (**)  qui  limite  les  cellules  du 
tissu  peut  remplir  le  rôle  du  diélectrique  d’un  condensateur; 
en  effet,  on  admet,  d’une  part,  que  la  membrane  cellulaire  est 
normalement  imperméable,  peu  perméable  ou  semi-perméable 
aux  ions  électrolytiques  et  que,  d’autre  part,  elle  est  formée 


(*)  Tout  système  de  résistances  peut,  quelle  que  soit  sa  complication,  être  ramené 
à  un  système  de  ce  genre. 

(**)  Il  est  essentiel  de  distinguer  la  «  membrane  physiologique  »  des  cellules, 
limite  du  système  de  phases  cellulaires,  siège  des  phénomènes  physiques  d’absorp¬ 
tion  et  des  phénomènes  physiologiques  de  perméabilité  et  la  «  membrane  histolo¬ 
gique  »,  véritable  sécrétion  cellulaire  qui  fait  partie  des  espaces  intercellulaires. 
L’épaisseur  de  la  membrane  physiologique  est  de  l’ordre  moléculaire. 
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essentiellement  par  une  substance  lipoïde  constituant  elle-même 
un  diélectrique  plus  ou  moins  parfait. 

Le  contenu  des  cellules  et  des  espaces  intercellulaires  qui  se 
trouvent  de  part  et  d’autre  de  la  membrane  est,  lui,  bonconduc- 
teur  du  courant  électrique  et  formerait  les  armatures  du  conden¬ 
sateur  dont  la  membrane  est  le  diélectrique.  La  résistance  élec¬ 
trique  de  ce  milieu  cellulaire  et  intercellulaire  est  assez  élevée, 
puisque  l’élément  principal  de  transport  du  courant  électrique 
qu’il  contient  est  constitué  par  une  solution  de  sels  minéraux 
ionisés  de  concentration  relativement  faible.  Cette  résistance  se 
trouve  donc  en  série  avec  la  capacité  de  la  membrane. 

La  résistance  électrique  de  la  membrane,  de  son  côté,  n’est 
pas  infinie  et,  de  plus,  si  nous  considérons  un  plan  membra¬ 
naire  traversant  tout  le  cylindre  de  tissu  mis  en  expérience  et 
perpendiculaire  au  sens  du  courant  électrique,  nous  constatons 
que  le  diélectrique  membranaire  est  interrompu  par  les  espaces 
intercellulaires.  Nous  devons  donc  considérer  que  la  capacité 
due  à  la  membrane  est  shuntée  par  une  résistance  due  aux  fac¬ 
teurs  que  nous  venons  d’exposer. 

Il  résulte  de  tout  ceci  que  le  tissu  peut  se  représenter  au 
point  de  vue  électrique  par  une  résistance  R  en  série  avec  une 
capacité  G,  celle-ci  étant  shuntée  par  une  résistance  r. 

R  est  la  résistance  électrolytique  propre  du  protoplasme  et 
des  espaces  intercellulaires  du  cylindre  de  tissu  en  expérience  ; 
la  capacité  G  et  la  résistance  r  sont  les  résultantes  de  la  mise  en 
série  respectivement  des  capacités  et  des  résistances  de  chacun 
des  plans  membranaires  du  cylindre  de  tissu. 

L’impédance  Z  d’un  système  de  ce  genre  est  donnée  en  fonc¬ 
tion  de  la  fréquence  v  par  l’équation 


(1) 


équation  obtenue  en  tenant  compte  du  décalage  de  phase  pro¬ 
duit  par  la  capacité. 
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Pour  la  fréquence  zéro  l’équation  devient 

Z0  =  R  +  r,  (2) 

dont  la  valeur  nous  est  donnée  par  l’asymptote  supérieure  de 
la  courbe  de  mesures. 

Pour  la  fréquence  infinie  l’équation  devient 

Zoo  =|  K,  (3) 

donnée  par  l’asymptote  inférieure  de  la  courbe. 

De  ces  deux  dernières  équations  nous  tirons 

r  =  Z0-Zx.  (4) 

Connaissant  ainsi  avec  une  approximation  suffisante  R  et  r, 
nous  pouvons,  pour  chacune  des  fréquences  étudiées,  calculer 
C  par  une  équation  tirée  de  (1) 


▲  /ÏRr  4-  r2 


En  effectuant  ce  calcul,  on  constate  que  C  n’est  pas  une 
constante  et  que  sa  valeur  diminue  avec  la  fréquence  (voir  les 
tableaux  de  mesures).  Ceci  ne  doit  pas  nous  surprendre;  en 
effet,  la  capacité  d’un  condensateur  est  déterminée,  d’une  part, 
par  ses  dimensions,  d’autre  part,  par  le  pouvoir  inducteur 
spécifique  du  diélectrique  interposé  entre  les  armatures.  Or, 
on  sait  (*)  que  le  pouvoir  inducteur  spécifique  des  diélectriques 
non  gazeux  diminue  avec  la  fréquence. 

Si,  dans  le  but  d’étudier  ce  phénomène  dans  les  tissus,  nous 


(*)  Chwolson,  Traité  de  Physique,  t.  IV,  p.  396. 
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établissons  le  graphique  de  la  capacité  calculée  en  fonction  de 
la  fréquence  au  moyen  de  l’équation  (o),  en  ayant  soin 
d’employer  en  abscisse  le  logarithme  de  la  fréquence  et  en 
ordonnée  le  logarithme  de  la  capacité,  nous  remarquons 
(fig.  1  à  3,  graphiques  des  capacités)  que  l’on  peut  tracer  une 
ligne  droite  passant  par  la  plupart  des  points  calculés. 

Cela  signifie  que,  datis  de  larges  limites,  la  capacité  satisfait 
à  l’équation 


V 

log  Cv  ='  log  (V  +  alog-- 


(6) 


Le  facteur  a,  coefficient  angulaire  de  la  droite,  peut  être 
calculé  ou  obtenu  graphiquement. 

De  l’équation  (6)  on  tire 


Cv .  v*  =  Cvr .  v'a  =  constante. 


Cette  constante  est  égale  à  la  valeur  de  la  capacité  à  la  fré¬ 
quence  d’une  période  à  la  seconde  obtenue  en  extrapolant 
jusqu’à  cette  fréquence  la  droite  de  l’équation  (6).  Appelons 
cette  constante  C±.  La  capacité  à  une  fréquence  quelconque 
nous  sera  donnée  par  l’équation 


C  =  C4 .  v~a. 


\C0 


Si  dans  l’équation  (1)  nous  introduisons  la  valeur  de  C  donnée 
par  l’équation  (7),  nous  obtenons  la  loi 


Les  valeurs  de  Z  calculées  grâce  à  la  loi  (8)  figurent  aux 
tableaux  de  mesures  et  nous  ont  servi  à  tracer  les  courbes  des 
graphiques  de  résistances.  Nous  pouvons  constater  que  les 
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valeurs  calculées  sont  très  rapprochées  des  valeurs  mesurées 
représentées  sur  les  graphiques  par  des  points. 

Les  hypothèses  dont  nous  nous  sommes  servi  sont  donc 
justifiées  par  l’expérience. 

Les  résultats  obtenus  nous  permettent  toutefois  de  pousser 
plus  loin  l’analyse  du  phénomène  que  nous  étudions.  En  effet, 
si  dans  l’équation  (7)  nous  faisons  tendre  la  fréquence  vers 
zéro,  c’est-à-dire  si  nous  nous  rapprochons  du  courant  continu, 
nous  constatons  que  la  valeur  de  la  capacité  tend  vers  l’infini. 
Ceci  signifierait  que  le  pouvoir  inducteur  spécifique  du  diélec¬ 
trique  membranaire  tendrait  vers  l’infini.  Cette  conclusion  ne 
nous  paraît  guère  compatible  avec  la  notion  de  la  membrane- 
capacité,  au  sens  courant  du  mot,  mais  indique  plutôt  que  la 
résistance  de  membrane  est  une  résistance  de  polarisation.  Des 
expériences  en  cours  sur  la  résistance  électrique  des  membranes 
de  ferrocyanure  de  cuivre  paraissent  confirmer  cette  hypothèse. 
Mais  s’il  en  est  ainsi,  nos  expériences  et  nos  calculs  démontrent 
que  la  loi  de  la  résistance  de  polarisation  d’une  membrane  semi- 
perméable  est  analogue  à  celle  d’une  résistance  de  capacité  et 
de  la  forme 


R*  =—(;)*; 


t 


ü27rO(1-a) 


(9) 


L’opérateur  —  (j)  indique  que  le  courant  subit  le  même  déca¬ 
lage  de  phase  pour  la  résistance  de  polarisation  que  pour  la 
résistance  de  capacité. 

Dans  l’équation  (9)  nous  pouvons  faire 

1 

i-C,  =  p 

et  obtenir 

Ç«) 

La  nouvelle  constante  p  exprime  en  ohms  par  centimètre  cube 
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la  résistance  de  polarisation  du  système  à  la  fréquence  1 .  Son 
introduction  dans  l’éqùation  (8)  donne  à  celle-ci  la  forme 


(11) 


P‘ 


Dans  cette  loi, 

R  exprime  en  ohms  par  centimètre  cube  la  résistance  électro¬ 
lytique  propre  du  protoplasme  et  des  espaces  intercellulaires  du 
tissu  étudié.  Exprimée  en  résistance  spécifique,  elle  est  l’in¬ 
verse  de  la  conductibilité  spécifique.  Elle  nous  permet  donc 
d’apprécier  l’état  d’association  des  électrolytes  avec  les  colloïdes 
cellulaires. 

La  constante  r  exprime  en  ohms  par  centimètre  cube  la 
résistance  ohmiquedes  membranes  et  des  espaces  intercellulaires. 

La  constante  p  exprime  en  ohms  par  centimètre  cube  la 
résistance  de  polarisation  de  la  membrane  à  la  fréquence  1 . 

r  et  p  ont  une  valeur  d’autant  plus  élevée  que  la  membrane 
est  moins  perméable  aux  ions  électrolytiques. 

a  est  un  coefficient  numérique  qui  mesure  l’intensité  de  la 
décroissance  de  la  résistance  de  polarisation  avec  l’augmentation 
de  la  fréquence. 

La  question  se  pose  maintenant  de  savoir  si  ces  constantes 
correspondent  à  des  valeurs  fixes  pour  un  tissu  déterminé  dans 
un  état  physiologique  déterminé  et  si  ces  valeurs  changent  avec 
les  modifications  de  cet  état  physiologique. 

Les  trois  séries  de  mesures  que  nous  avons  effectuées  sur  le 
foie  du  cobaye ,  immédiatement  après  que  l’animal  avait  été 
saigné  à  blanc ,  concordent  très  bien  et  démontrent  la  stabilité  des 
constantes  du  tissu  et  la  précision  suffisante  de  la  méthode 
employée. 
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Au  contraire,  lorsque  nous  nous  sommes  adressé  au  muscle 
du  même  animal,  nous  avons  trouvé  un  tissu  s’altérant  très  rapi¬ 
dement  et  donnant  des  séries  de  mesures  peu  concordantes. 
Pour  étudier  ces  altérations,  nous  avons  choisi  une  série  de 
mesures  faites  immédiatement  après  la  saignée  et  que  nous 
pouvons  considérer  comme  caractéristiques  du  tissu  frais,  et  une 
seconde  série  faite  environ  une  heure  après  la  mort  de  l’animal 
(fig.  2).  L’analyse  des  deux  courbes  obtenues  montre  pour  le 
tissu  altéré  par  la  mort  une  diminution  notable  de  la  résistance 
membranaire  r,  tandis  que  la  résistance  cellulaire  R  n’a  pas  varié. 
L’étude  des  graphiques  de  capacité  (fig.  2)  fait  voir  pour  la 
capacité  du  tissu  altéré  une  droite  parallèle  à  la  droite  obtenue 
pour  le  tissu  frais  et  plus  élevée  ;  la  caractéristique  a  n'a  donc 
pas  changé;  la  capacité  membranaire  C±  a  augmenté,  c'est-à-dire 
que  la  résistance  de  polarisation  p  a  diminué  comme  la 
résistance  ohmique  membranaire  r. 

Enfin,  nous  avons  fait  des  séries  de  mesures  sur  des  tuber¬ 
cules  de  pomme  de  terre,  en  mars  pendant  le  repos  hivernal  et 
en  avril  au  début  de  la  germination.  Cette  fois,  l’étude  des 
résultats  (fig.  3)  montre  une  diminution  très  grande  de  la 
résistance  cellulaire  R,  marquant  une  mobilisation  des  réserves 
salines,  sans  altération  des  constantes  membranaires  r,  C1,  ou  p 
et  a.  En  effet,  la  même  ligne  droite  satisfait  aux  valeurs  des 
logarithmes  des  capacités  calculées  pour  les  deux  séries  de 
mesures. 

Les  constantes  que  nous  avons  définies  permettent  donc  d’ ana¬ 
lyser  certains  phénomènes  de  la  vie  cellulaire ,  et  nous  comptons 
notamment  rechercher  le  lien  qui  paraît  devoir  exister  entre  les 
modifications  de  ces  constantes  et  les  variations  de  la  perméabi¬ 
lité  des  membranes  cellulaires. 
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Conclusions. 


L’étude  de  la  résistance  électrique  des  tissus  vivants  pour  le 
courant  alternatif  de  fréquence  variant  entre  500  et  3,000,000 
de  périodes  à  la  seconde  nous  a  amené  aux  résultats  suivants  : 

1.  D’une  manière  générale,  les  membranes  cellulaires  se 
conduisent  vis-à-vis  du  courant  alternatif  comme  des  capacités. 

2.  La  conductibilité  électrique  des  tissus  vivants  est  exprimée 
par  les  deux  lois  suivantes,  qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  par 
la  signification  des  constantes  Cj,  etc.  : 


(11) 


3.  La  résistance  de  polarisation  d’une  membrane  cellulaire 
est  analogue  à  une  résistance  de  capacité  et  s’exprime  par 
l’équation 


(10) 


Dans  ces  équations  les  lettres  employées  ont  les  significations 
suivantes  : 

Z  est  la  résistance  en  ohms  d’un  cube  de  tissu  d’un  centimètre 
de  côté  mesuré  à  la  fréquence  v,  exprimée  en  périodes  par 
seconde. 

est  la  résistance  spécifique  de  polarisation  exprimée  en 
ohms  par  centimètre  cube  à  la  fréquence  v. 

—  ( j )  est  un  opérateur  indiquant  que  le  courant  est  décalé 
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d’un  quart  de  période  en  avant  par  rapport  à  la  force  électro- 
motrice. 

R  est  une  constante  qui  exprime  en  ohms  par  centimètre  cube 
la  résistance  spécifique  du  tissu. 

r*  est  une  constante  exprimant  en  ohms  par  centimètre  cube 
la  résistance  ohmique  due  aux  membranes  et  aux  espaces  inter- 
cellulaires  dans  le  cube  de  tissu. 

CA  est  une  constante  exprimant  en  farads  par  centimètre  cube 
la  capacité  à  la  fréquence  d’une  période  par  seconde  due  aux 
membranes  dans  le  cube  de  tissu. 

p  est  une  constante  exprimant  en  ohms  par  centimètre  cube 
la  résistance  de  polarisation  à  la  fréquence  d’une  période  par 
seconde  due  aux  membranes  dans  le  cube  de  tissu. 

Ces  deux  dernières  constantes  sont  liées  entre  elles  par 
l’équation 

1 

?  =  2uC,' 

a  est  un  coefficient  numérique  exprimant  la  diminution  de  la 
capacité  ou  de  la  résistance  de  polarisation  en  fonction  de  la 
fréquence  suivant  l’équation 

C^Q.v-*.  (7) 

4.  La  constante  R  caractérise  l’état  physico-chimique  du 
protoplasme.  Les  constantes  r,  CA,  ou  p  et  a  caractérisent  l’état 
physiologique  des  membranes. 

5.  Ces  constantes  peuvent  varier  d’une  manière  indépendante 
avec  les  modifications  de  l’état  physiologique  du  tissu. 
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FIGURES. 


Fig.  1.  —  Courbes  de  résistance  et  de  capacité  du  foie  de  cobaye. 

Fig.  2.  —  Courbes  de  résistance  et  de  capacité  du  muscle  de  cobaye. 

Fig.  3.  —  Courbes  de  résistance  et  de  capacité  du  tubercule  de  pomme  de  terre. 

Note.  —  Les  courbes  en  traits  pleins  ont  été  calculées  pour  les  résistances  au 
moyen  de  l’équation  8;  pour  les  capacités,  elles  représentent  la  droite  de  l’équa¬ 
tion  7. 

Les  points  marqués  sur  les  figures  sont  donnés,  pour  les  résistances,  par  les 
mesures,  pour  les  capacités,  par  l’équation  5. 

Les  résistances  sont  données  en  ohms,  les  capacités  en  farads.  Toutes  les  mesures 
sont  rapportées  à  un  cube  de  tissu  de  1  centimètre  de  côté  et  faites  à  la  tempé¬ 
rature  de  25°5. 
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Tableaux  des  mesures. 


A.  —  Foie  de  cobaye  saigné  à  blanc. 

R  =  200  ohms  r  =  1,780  ohms.  Ci  =  5.9. 10'7  farads  a  =  0.49. 

p  =  2.7.105  ohms. 


FRÉQUENCE. 

RÉSISTANCE  EN  OHMS. 

CAPACITÉ  : 

EN  FARADS. 

Observée. 

Calculée. 

Équation  5. 

Equation  7. 

4  IV 

12  IV 

18  IV 

Moyenne. 

500 

1,950 

1,700 

2,200 

1,950 

1,957 

3.2.1 0’8 

2.96.10"8 

1,000 

1,900 

1,745 

2,230 

1,948 

1,934 

1.63 

1.96 

2,000 

1,900 

1,695 

2,180 

1,925 

1,913 

1.1 

1.44 

5,000 

1,700 

1,625 

1,965 

1,763 

1,775 

9.25.1 0'9 

9.06.1 0"9 

10,000 

1,625 

1,510 

1,800 

1,645 

1,610 

5.75 

6.46 

20,000 

1,490 

1,345 

1,585 

1,475 

1,390 

3.8 

4.6 

50,000 

1,070 

875 

1,025 

990 

1,036 

3.15 

2.90 

100,000 

800 

680 

855 

780 

800 

2.17 

2.09 

200,000 

615 

525 

639 

595 

598 

1.5 

1.5 

500,000 

440 

382 

447 

425 

417 

9.25.1 0"10 

9.5.10"10 

1,000,000 

327 

296 

351 

325 

326 

6.9 

6.8 

1,250,000 

300 

285 

325 

303 

300 

- 

- 

1 ,500,000 

280 

274 

300 

285 

290 

— 

— 

2,000,000 

270 

260 

294 

275 

270 

4.4 

4.8 

2,500,000 

248 

249 

272 

255 

255 

- 

— 

3,000,000 

235 

- 

255 

245 

242,5 

4.16 

3.9 

10,000,000 

- 

- 

- 

- 

215 

— 

- 

00 

— 

- 

- 

- 

200 

- 

- 
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B.  —  Muscles  de  cobaye  saigné  à  blanc . 


1)  immédiatement  après  la  saignée  : 

R  =  110  ohms.  r=  1,490  ohms. 

Ci  =  4.2. 10"7  farads.  a  =  0.41 

p  =  3.8.105  ohms. 


2)  Une  heure  après  la  saignée  : 

R  =  110  ohms.  r  =  790  ohms, 

Gd  =  6.05.10'7  farads.  a  =  0.41. 
p=2.63.105  ohms. 


FRÉQUENCE. 

RÉSISTANCE. 

CAPACITÉ. 

RÉSISTANCE. 

CAPACITÉ. 

Obs. 

Cale. 

Équation  5. 

Équation  7. 

Obs. 

Cale. 

Équation  5. 

Équation  7. 

500 

1,580 

1,585 

5.57. 10'8 

3.  5.10"8 

885 

895 

7.1 0‘8 

4.  8.10"8 

1,000 

1,570 

1,555 

2.  2 

2.56 

890 

890 

5 

3 

2,000 

1,440 

1,515 

2.  7 

1.88 

875 

875 

2.52 

2.68 

5,000 

1,330 

1,375 

1.  5 

1.28 

807 

820 

2 

1.84 

10,000 

1,170 

1,190 

1.05 

9.55.10"9 

680 

745 

1.  8 

1.38  ! 

20,000 

1,055 

960 

6.  1.10'9 

7.  2 

640 

597 

5° 

Ç» 

O 

1 .04 

50,000 

640 

640 

5.00 

5 

463 

450 

6.95 

7.16.10"9 

100,000 

430 

445 

3.  9 

3.74 

331 

331 

5.  4 

5.  4 

200,000 

290 

320 

3.24 

00 

240 

236 

4.  1 

4.06  : 

400,000 

206 

230 

2.46 

2.97 

185 

186 

2.97 

3.05  | 

1,000,000 

147 

158 

1.74 

1.45 

149 

138 

1.78 

2.09  : 

1,250,000 

146 

150 

1.41 

- 

138 

133 

- 

- 

1,500,000 

143 

142 

1.23 

1.23 

132 

128 

1.64 

1.77 

2,000,000 

139 

134 

1.05 

1.08 

130 

123 

1.  5 

1.58 

2,500,000 

151 

129 

1.24 

9.  9.1 0‘10 

124 

121 

1.  2  - 

1.44 

3,000,000 

129 

125 

9.05.1 0"10 

9.  2 

- 

118 

- 

- 

10,000,000 

- 

113 

— 

- 

- 

112 

- 

- 

00 

110 

— 

- 

— 

110 

— 

— 
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C.  —  Tubercule  de  pomme  de  terre. 


1)  Au  repos. 

(4  mars  4921.) 

R  =  250  ohms.  r  —  4,330  ohms. 


2)  En  germination. 

(Mi-avril  4921.) 

R  =  100  ohms.  r  =  4,600  ohm. 


Cd  =  4.  5.10'8  farads.  a  =  0.25  Ci  =  4.  5.1 0'8  farads,  a  =  0.25 

p  =  3.55.106  ohms.  p  =  3.55.106  ohms. 


RÉSISTANCE. 

CAPACITÉ. 

RÉSISTANCE. 

CAPACITÉ. 

FRÉQUENCE. 

Obs. 

Cale. 

Équation  5. 

Obs. 

Obs. 

Moy. 

Cale. 

Équation  5. 

Équation  7. 

i  500 

4,535 

4,540 

1.44.10’8 

4,025 

5,300 

4,660 

4,660 

9.1 0'9 

9.  5.10'9 

1,000 

4,580 

4,490 

5.  2.10’9 

4,100 

5,250 

4,675 

4,550 

3.  6 

8 

2,000 

4,400 

4,290 

4.76 

4,020 

4,590 

4,475 

4,360 

5.  5 

6.  7 

5,000 

3,975 

3,740 

4.  5 

3,260 

3,740 

3,500 

5,720 

6.  5 

5.  4 

!  10,000 

5,420 

2,920 

3.27 

2,755 

3,060 

2,907 

2,875 

4.  6 

4.  7 

20,000 

2,15«) 

2,060 

5.57 

2,275 

2,490 

2,382 

1,963 

3.  4 

3.  8 

50,000 

1,130 

1,150 

2.94 

1,155 

1,050 

1,100 

1,065 

2.  A 

3 

100,000 

730 

705 

2.  5 

664 

604 

654 

664 

2.  7 

2.53 

200,000 

500 

448 

1.95 

366 

362 

364 

375 

2.  4 

2.15 

:  500,000 

330 

516 

1.56 

202 

206 

204 

213 

1.85 

1.  7 

1,000,000 

265 

275 

1.91 

143 

144 

145 

153 

1.52 

1.42 

1,250,000 

260 

269 

1.  8 

129 

151 

130 

138 

- 

1.34 

1,500.000 

258 

264 

1.78 

118 

— 

118 

132 

1.73 

1.28 

2,000,000 

(250) 

260 

- 

- 

— 

— 

— 

- 

— 

2,500,000 

257,5 

259 

1.08 

- 

— 

— 

— 

— 

1.14 

10,000,000 

- 

251 

- 

- 

— 

— 

101 

— 

— 

oo 

- 

250 

- 

- 

- 

- 

100 

- 
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Séance  du  samedi  2  juillet  1921. 


M.  G.  Cesàro,  directeur  de  la  Classe,  président  de  l’Académie. 

Sont  présents  :  MM.  A.  Lameére,  vice-directeur  ;  Léon  Fre- 
dericq,  A.  Gravis,  Ch. -J.  de  la  Vallée  Poussin,  Max  Lohest, 
Fr.  Swarts,  Jean  Massart,  A.  Rutot,  A.  de  Hemptinne,  Victor 
Willem,  Paul  Stroobant,  Ch.  Julin,  G.  Lecointe,  Émile  Mar¬ 
chai,  Jules  Bordet,  L.  Crismer,  E.  van  Aubel,  membres ; 
Th.  De  Donder,  O.  Dony-Hénault,  P.  Fourmarier,  O.  Van  der 
Stricht,  M.  Dehalu,  correspondants ;  G.  Urbain,  associé ,  et  le 
Secrétaire  perpétuel. 

Absences  motivées  :  MM.  J.  Neuberg  et  A.  Demoulin,  membres. 

M.  le  Directeur  souhaite  la  bienvenue  à  M.  Urbain,  associé,  et 
à  M.  Dehalu,  correspondant. 

Il  félicite  M.  Stroobant,  lauréat  du  Prix  Lalande  (Académie 
des  Sciences  de  Paris).  M.  le  Vice-Directeur  exprime  les  félicita¬ 
tions  de  la  Classe  à  M.  Cesàro,  promu  Commandeur  de  l’Ordre 
de  Léopold.  [Applaudissements.) 


CORRESPONDANCE. 


MM.  Cuénot  et  Dehalu  remercient  l’Académie  de  les  avoir  élus 
respectivement  associé  et  correspondant. 

L’Institut  international  d’anthropologie  adresse  le  pro¬ 
gramme  de  sa  session  de  Liège  (du  25  juillet  au  1er  août  1921). 
L’Association  générale  des  étudiants  de  l’Institut  agrono- 
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inique  de  Gembloux  annonce  qu’elle  se  rallie  à  l’ordre  du  jour, 
du  21  janvier  1921,  de  l’Association  des  Ingénieurs  sortis  de 
l’Institut,  en  faveur  du  rattachement  de  cet  établissement  au 
Ministère  des  Sciences  et  des  Arts. 

M.  De  Donder  fait  parvenir  un  pli  cacheté,  dont  la  Classe 
accepte  le  dépôt. 

M.  le  Ministre  des  Sciences  et  des  Arts  transmet  pour  avis 
la  copie  d’une  note  de  la  Légation  d’Allemagne,  offrant  la  reprise 
du  service  d’échange  des  publications  qui  existait  avant  la  guerre. 
La  Classe  décide  de  répondre  négativement  et  de  donner  com¬ 
munication  de  sa  résolution  :  1°  à  la  Classe  des  lettres;  2°  aux 
institutions  et  associations  scientifiques  du  pays;  3°  aux  aca¬ 
démies  interalliées. 

HOMMAGES  D’OUVRAGES, 

Academia  Groningana  29  juni.  1.  Juli  1914.  Verslag  van  de 
Herdenking  van  het  derde  eeuwfeest  der  Universiteit  te  Gronin¬ 
gen ,  uitgegeven  in  opdracht  van  den  academischen  Senaat. 

Enoncé  extrêmement  bref  des  rudiments  des  principes  fonda¬ 
mentaux  des  sciences  concrètes  cardinales  constituant  l’Entité  de 
la  Cosmonomie,  de  L.  Mirinny. 

Schéma  d’une  étude  générale  de  /’ aberration  chromatigue ,  par 
M.  Alliaume.  —  Complément  à  la  note  précédente  et  La  réfrac¬ 
tion  géodésique  dans  le  cas  où  les  surfaces  équiréf ring  entes  ne 
sont  qu  approximativement  planes  ou  sphériques ,  par  le  même. 
—  Remerciements. 

RAPPORT 

de  M.  Demoulin  ’sur  un  mémoire  de  M.  Keelhoff  :  Théorie  des 
courbes  terminales  du  Spiral.  Conformément  aux  conclusions 
du  rapporteur,  l’impression  dans  les  Mémoires  in-8°  est  décidée. 
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Séance  du  2  juillet  4921. 


PRIX  DE  SÉLYS  LONGCHAMPS  (faune  belge). 

(3e  période,  mai  1911  à  mai  1921.) 

Sont  nommés  pour  former  le  jury  de  ce  Prix  :  MM.  Lameere, 
Pelseneer  et  Willem. 

CONSEIL  INTERNATIONAL  DE  RECHERCHES. 

Il  est  annoncé  à  l’Académie  que  le  Comité  exécutif  du  Conseil 
se  propose  de  réunir  la  prochaine  Assemblée  générale  à 
Bruxelles,  du  25  au  29  juillet  1922.  La  Classe  décide  que  les 
locaux  de  l’Académie  seront  mis  à  la  disposition  du  Conseil 
international,  comme  en  1919,  et  qu’une  subvention  sera 
demandée  au  Gouvernement  pour  subvenir  aux  frais  qui  seront 
occasionnés  par  la  réunion  du  Conseil. 


COMITÉ  NATIONAL  DES  SCIENCES  BIOLOGIQUES. 

Ce  Comité  prie  la  Classe  de  demander  au  Gouvernement  la 
location  de  deux  tables  de  travail  au  Laboratoire  de  Zoologie  de 
Wimereux  (Pas-de-Calais).  La  Classe  décide  de  donner  satisfac¬ 
tion  à  cette  demande. 
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COMMUNICATIONS  ET  LECTURES. 

Physique.  —  Démonstration  élémentaire  de  la  forme  de  la 
caustique  par  réflexion  et  de  la  formule  donnant  l’indice 
de  réfraction  d’un  prisme  en  fonction  de  l’angle  mini¬ 
mum  de  déviation, 

par  G.  CESÀRO,  directeur  de  la  Classe. 

Pour  ces  démonstrations  on  se  sert  d’ordinaire  du  calcul 
différentiel  et  de  la  théorie  des  courbes-enveloppes.  J’ai  trouvé 


des  démonstrations  élémentaires  que  je  donne  ici,  parce  qu’elles 
sont  utiles  à  l’enseignement  et  surtout  parce  que,  dans  leur 
simplicité,  elles  montrent  nettement  le  fond  de  la  question. 
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de  la  caustique  par  réflexion,  etc. 


Forme  de  la  caustique  par  réflexion  dans  un  miroir  concave 
frappé  par  un  faisceau  de  rayons  parallèles  à  son  axe  (*) . 

Soit  1F  (fi g.  1)  un  rayon  fixe  se  réfléchissant  suivant  Fl';  2M 
un  rayon  voisin  mobile  se  réfléchissant  suivant  M2'  et  coupant 
le  premier  rayon  réfléchi  en  X.  Lorsque  M  se  rapproche  de  F, 
le  point  X  marche  sur  la  droite  fixe  Fl'  et,  au  moment  où  M 
coïncide  avec  F,  le  point  X  occupera  une  position  représentant 
l’intersection  du  rayon  réfléchi  Fl'  avec  le  rayon  contigu.  Le 
point  ainsi  obtenu  est  un  point  de  la  caustique  par  réflexion.  — 
Pour  déterminer  cette  position  limite  de  X,  nous  calculons  x 
en  fonction  des  données  R,  a  et  s  et,  dans  la  valeur  obtenue, 
nous  faisons  s  =  0.  On  calcule  x  dans  le  triangle  MFX,  dans 
lequel  on  connaît  un  côté  MF  et  les  deux  angles  u  et  i;  en  effet, 
MF  est  la  base  du  triangle  isoscèle  CMF,  dans  lequel  on  connaît 
le  côté  et  l’angle  au  sommet  : 


MF  =  °2R  sin^; 

2 


l’angle  u  est  la  différence  entre  l’angle  à  la  base  de  ce  triangle 


l’angle  i  est  donné  par  les  triangles  XSF,  GMS,  opposés  par 
le  sommet  : 


x  — |—  cl  —  £  — |—  (oc  — j—  s)  ;  d  ou  x  —  2s. 


(*)  On  considère  la  méridienne  de  la  surface  caustique,  celle-ci  étant  de  révolu¬ 
tion  autour  de  l’axe  du  miroir. 
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On  peut  donc  calculer  æ  : 

x 


MF 


sin  u  sin  i 


2R  sin- 

2 


R 


(  ,  3e 

cos(  a  +  Y 


sin  2  e 


2  cos  e  cos  - 

2 


*iî" 


E  cos(”+2 


et, 


pour  e  — •  0, 


cos  e  cos  - 

2 


R 

X  =  TT  COS  a. 

2 


Cette  valeur  prouve  que  pour  avoir  le  point  de  la  caustique, 
il  suffit  de  mener  du  milieu  de  CF  la  perpendiculaire  au  rayon 
réfléchi  (fig.  2). 
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de  la  caustique  par  réflexion ,  etc. 


Le  reste  s’achève  comme  d’habitude  : 

Si  sur  AF  comme  diamètre  on  décrit  une  circonférence  de 
cercle,  celle-ci,  qui  contient  le  point  X,  a  une  grandeur  con¬ 
stante  et  est  tangente  à  la  circonférence  fixe  décrite  de  C  comme 

centre  avec  un  rayon—;  comme,  en  outre,  les  arcs  AX  et  AB 

2  '  B  A  R  N\ 

on 


ont  des  longueurs  égales  ( AX=  —  -2a,  AB=—  a 
voit  que  si  l’on  suppose  X  primitivement  en  B,  la  courbe 
demandée  est  l’épicycloïde  décrite  par  le  point  X  de  la  circon- 

férence  de  rayon  —  roulant,  vers  le  haut,  sur  la  circonférence  fixe 

R  4 
de  rayon  — . 

2  * 


Minimum  de  déviation  dans  un  prisme  pour  des  rayons  situés 
dans  un  plan  normal  à  son  arête. 

On  a  (fig.  3) 


r  +  r’  =  A 

I)  =i  —  r-j-f  —  r'  =  i  i1  ■ —  A 


sin  i  =  n  sin  r 
sin  i'm=n  sin  r' 


(U 
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Le  problème,  posé  dans  toute  sa  simplicité,  est  :  «  Diviser 
»  un  angle  A  en  deux  parties  r  et  r'  telles  que  si  i  et  i'  sont 
»  deux  angles  liés  aux  premiers  par  les  relations  (1),  la  somme 
»  i  -|-  i'  (ou,  ce  qui  revient  au  même,  D)  soit  un  maximum  ou 
»  un  minimum  ». 

En  ajoutant  les  (1)  membre  à  membre,  on  a 
sin  i  -j-  sin  i'  =  n(sin  r  -f-  sin  r'). 


.  A  4-  D  i  —  i'  .A  r  —  r' 
sin  — - —  cos  — - —  =  n  sin  —  cos  — - — 
2  2  2  2 


r  —  r< 

.  A  +  D  .  A  C°S  ~Y~ 
sin__=nsm- — — 

cos  — - — 


Si  le  rayon  traverse  le  prisme  perpendiculairement  à  la  bissec¬ 
trice  de  A,  c’est-à-dire  si 

r  =  r'  et,  par  conséquent,  i  =  i’ , 

on  obtient 


cos 


i  —  i 


cos- 


et,  pour  la  valeur  D1  de  la  déviation  correspondante, 


A  4-  D, 


sin 


n  sin  — 1 
2 


(2) 
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pour  faire  voir  que  cette  valeur  D1  est  un  minimum,  il  faut 
démontrer  que  si  r  Z:  r'  on  a 


>1, 


(3) 


y  _  p  y  _  y* 

ou  que  — - —  est,  en  valeur  absolue,  plus  grand  que  — - — 
jL  JL 

En  divisant  les  (1)  membre  à  membre,  on  obtient 


tg 


i  +  ï 
—ÿT 


r  r f 
*8-2“ 
r  —  7if 


en  observant  que  i  —  i'  et  r  —  r'  sont  de  même  signe  et  que 
toutes  les  sommes  ou  différences  d’arcs  qui  entrent  dans  cette 
égalité  sont  <  90°,  comme  le  numérateur  de  la  première  frac¬ 
tion  est  plus  grand  que  le  numérateur  de  la  seconde,  il  faut 
nécessairement  que  l’on  ait,  en  valeur  absolue, 

i  —  i'  r  —  r ' 

2  >  2  * 

ce  qui  démontre  la  relation  (3)  et,  par  conséquent,  la  formule 
habituelle  (2). 

* 

*  * 


(*)  Ceci  n’est  pas  visible  directement,  car  i  >  r  et  i1  >  r'.  En  outre,  lorsque  i 
augmente  r  augmente;  donc  r '  et,  partant,  V  diminuent;  les  deux  différences  i  —  i ' 
et  r  —  r r  augmentent  donc  simultanément,  sans  qu’on  puisse  rien  dire  sur  la  rela¬ 
tion  de  grandeur  qui  se  passe  entre  ces  deux  différences. 
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On  a  supposé  dans  ce  qui  précède  que  la  matière  dont  le 
prisme  est  constitué  était  plus  réfringente  que  le  milieu  ambiant  ; 
si  le  contraire  avait  lieu,  c’est-à-dire  si  n  <  i,  pour  r  ^  r'  on 
aurait 

r  —  r' 
cos — - — 

JL 


et,  par  conséquent,  la  valeur  D1  correspondrait  à  un  maximum. 


Cristallographie.  —  Sur  la  forme  des  cristaux  déposés 
par  une  couche  mince  de  liquide  cristallogène  sur 
une  lame  de  verre  plane, 

par  G.  CESaRO,  directeur  de  la  Classe. 

Il  y  a  très  longtemps  que  j’emploie  comme  moyen  distinctif 
des  sels  cristallisés  la  forme  qu’ils  présentent  lorsqu’ils  pro¬ 
viennent  d’une  mince  couche  liquide  et  qu’ils  se  déposent  au 
contact  d’une  lame  de  verre  plane.  Le  grand  nombre  d’obser¬ 
vations  que  j’ai  faites  me  permettent  d’énoncer  les  deux  lois 
suivantes  : 

Première  loi  :  Lorsqu’une  couche  mince  de  liquide  dépose  des 
cristaux  sur  une  lame  plane ,  la  face  par  laquelle  les  cristaux 
adhèrent  à  la  lame  est  rigoureusement  une  face  cristalline. 

Deuxième  loi  :  En  général ,  si  les  conditions  restent  les  mêmes, 
la  face  de  contact  reste  la  meme  pour  une  même  substance. 

* 

La  première  loi  veut  signifier  que,  contrairement  à  ce  qui  se 
passe  dans  un  cristallisoir,  où  les  cristaux,  tout  en  prenant  des 
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formes  habituellement  constantes,  viennent  se  déposer  sur  ses 
parois  en  s’y  appuyant  par  des  faces  quelconques,  dans  le  cas 
où,  la  couche  liquide  étant  très  mince,  l’action  directrice  de  la 
surface  plane  devient  prépondérante,  la  face  de  contact  est  une 
face  cristalline,  c’est-à-dire  une  face  possible  dans  le  cristal, 
satisfaisant  à  la  loi  de  rationalité.  On  peut  prouver  ce  fait  : 
indirectement,  par  l’observation  des  contours  géométriques  et 
des  apparences  optiques,  qui  restent  généralement  les  mêmes 
dans  toute  l’étendue  de  la  préparation,  car  il  suit  de  là  que  la 
face  de  contact  n’est  pas  une  face  due  au  hasard;  directement, 
lorsque  la  face  de  contact  est  perpendiculaire  à  un  Àn  multiple, 
ou  à  un  axe  d’élasticité  optique,  dans  le  premier  cas  par  la  régu¬ 
larité  du  contour,  dans  le  second  par  la  parfaite  symétrie  de  la 
figure  que  l’on  obtient  en  lumière  convergente. 

La  seconde  loi,  moins  générale  que  la  première,  parce  qu’il 
peut  se  développer  parfois  plusieurs  orientations,  est  cependant 
celle  dont  l’exactitude  est  la  plus  facile  à  constater  et  celle  qui 
sert  le  plus  dans  la  pratique  :  lorsque  dans  une  préparation,  ou 
dans  différentes  préparations  d’une  même  substance,  on  examine 
l’ensemble  des  cristaux  ayant,  au  premier  coup  d’œil,  la  même 
forme,  la  mesure  des  angles  de  leurs  contours  donne  des  résul¬ 
tats  égaux  et,  ce  qui  est  plus  convainquant,  l’examen,  en 
lumière  parallèle  ou  convergente,  conduit  aux  mêmes  données 
optiques  :  angles  d’extinction,  inclinaison  sur  le  plan  de  la  lame 
d’une  bissectrice  ou  d’un  axe  optique  visible  et  biréfringence. 
La  détermination  de  la  biréfringence  de  la  lame ,  c'est-à-dire  de 
la  différence  des  indices  de  la  face  cristalline  qui  est  au  contact 
du  porte-objet,  constitue  ici  un  caractère  d’identification  impor¬ 
tant  :  tandis  que  dans  les  lames  minces  taillées  dans  les  roches 
la  biréfringence  est  très  variable  d’une  plage  à  l’autre,  parce  que 
les  cristaux  sont  rencontrés  par  la  coupe  sous  des  angles  diffé¬ 
rents,  ici  la  biréfringence  reste  la  même  dans  toute  l’étendue 
de  la  préparation,  et  sa  valeur  s’ajoute  à  la  forme,  aux  angles 
d’extinction  et  aux  autres  données  optiques  pour  caractériser  la 
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substance  lorsqu’elle  s’est  déposée  d’une  couche  mince  de 
liquide  au  contact  d  une  lame  de  verre  plane. 

* 

*  * 

La  portée  pratique  de  ces  faits  est  visible  : 

a)  Tandis  que  l’étude  des  cristaux  habituels,  développés 
souvent  d’une  façon  anormale  et  groupés  irrégulièrement  entre 
eux,  est  souvent  difficile  et  exige  une  pratique  spéciale,  la 
méthode  que  j’indique  est  abordable  par  n’importe  quel  chi¬ 
miste;  l’étude  est,  en  quelque  sorte,  réduite  à  celle  d’un  objet 
à  deux  dimensions  :  en  plaçant  une  goutte  de  la  solution  sur 
une  lame  de  verre,  l’étalant  par  quelques  chocs  latéraux,  puis 
laissant  former  les  cristaux  par  évaporation  spontanée,  exami¬ 
nant  la  préparation  au  microscope,  on  obtient  des  linéaments 
caractéristiques  pour  telle  ou  telle  substance  et  dans  les  plages 
contiguës,  où  ces  contours  pourraient  faire  défaut,  les  propriétés 
optiques  confirmeront  la  détermination. 

b)  Dans  l’étude  des  résultats  d’une  réaction  complexe,  le 
chimiste  qui  prévoit  que  tel  ou  tel  corps  pourra  se  former  aura 
dans  ce  procédé  un  indicateur  précieux  :  ces  corps  étant  au 
préalable  étudiés  séparément  par  la  méthode  que  j’indique  (on 
se  familiarise  rapidement  avec  eux  et  Ton  finit  par  les  reconnaître 
d’un  coup  d’œil,  le  nombre  de  corps  possibles  étant  ici  limité), 
la  cristallisation  du  produit  de  la  réaction  montrera  tout  de  suite 
dans  quel  sens  elle  a  eu  lieu,  en  indiquant  le  corps  qui  a  pris 
naissance,  ou,  dans  le  cas  d’un  mélange,  les  différents  corps 
engendrés  et  leurs  proportions  approximatives.  —  Dans  les 
synthèses  de  chimie  organique,  où  l’on  obtient  des  corps  qu’il 
faut  identifier ,  soit  par  leurs  points  de  fusion,  de  volatilisa¬ 
tion,  etc.,  soit  en  les  faisant  entrer  dans  de  nouvelles  combinai¬ 
sons  que  l’on  identifie  à  leur  tour,  le  moyen  que  j’indique 
constituera,  lorsque  ces  corps  peuvent  cristalliser,  une  méthode 
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d’identification  en  nature  ;  on  verra ,  en  quelque  sorte,  qu’il 
s’agit  de  tel  ou  tel  corps. 


*  * 

Ce  procédé  étant  à  la  portée  de  tout  le  monde,  je  me  conten¬ 
terai  de  relater  ici  seulement  quelques  cas  intéressants  : 

1°  BaCl2  -f-  2H20.  —  Il  y  a  longtemps  que,  dans  mon  labo¬ 
ratoire,  on  se  sert  de  la  méthode  dont  il  s’agit  pour  caractériser 
le  baryum  dans  de  petites  quantités  de  sulfate  insoluble  (*)  : 

«  Après  fusion  avec  un  carbonate  alcalin,  reprise  par  l’eau, 
»  et  lavage  circonspect  du  petit  résidu,  on  dissout  celui-ci  dans 
»  un  peu  d’HCl  étendu;  on  laisse  évaporer  une  goutte  de  la 
»  solution  sur  une  lame  porte-objet.  »  Les  cristaux  forment  des 
lames  clinorhombiques  à  apparence  carrée  (**),  dont  ta  face 
d’appui  est  toujours  par  allèle  au  plan  de  symétrie  g1,  et  normale 
à  l’indice  moyen  nm,  comme  on  le  voit  par  l’examen  en  lumière 
convergente.  Ces  lames  ont  leur  direction  d’eitinction  nv  à  8° 
de  la  direction  du  plan  de  macle,  qui  est  parallèle  à  p.  La 
netteté  des  lamelles  hémitropes,  celle  des  angles  du  contour, 
celle  des  propriétés  optiques  constituent  un  cas  certain  où  la 
première  loi  est  confirmée. 

2°  NaNO3.  —  En  laissant  évaporer  une  goutte  d’une  solu¬ 
tion  moyennement  concentrée  de  nitrate  sodique,  on  obtient 
des  rhomboèdres  ayant  la  même  forme  que  les  rhomboèdres 
primitifs  de  la  calcite ,  avec  une  biréfringence  excessive,  comme 
dans  la  calcite;  ces  rhomboèdres  sont  tous  appuyés  sur  la  lame 
porte-objet  par  une  de  leurs  faces.  En  lumière  convergente,  on 
observe  la  croix  noire  excentrique,  ayant  dans  tous  la  même 
excentricité. 


(*)  G.  Cesàro,  La  Célestine  duBazina  (Ann.  Soc.  Géol.  de  Belgique,  t.  XXXVII), 
Mémoires.  —  1910,  pp.  35  et  36. 

(**)  Loc.  cit .,  fig.  4. 
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3°  (NH4)2S04  et  (]NH4)HS04.  —  Particulièrement  intéres¬ 
santes  sont  les  formes  montrées  dans  ces  conditions  par  les 
deux  sulfates  d’ammonium  : 

Le  sulfate  neutre  se  présente  en  tables  parfaitement  rectan¬ 
gulaires,  ou  dont  un  seul  angle  est  tronqué  à  une  extrémité 
par  un  profil  plus  ou  moins  sinueux  incliné  à  32°-35°  sur  le 
court  côté  du  rectangle  (fig.  1).  Le  long  côté  est  parallèle  au 
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grand  indice  ng  ;  l’allongement  est  donc  positif.  La  bissectrice 
obtuse,  normale  à  la  face  d’appui,  coïncide  avec  le  petit  indice 
np,  c’est-à-dire  que  la  substance  est  optiquement  positive ,  ce  qui 
est  confirmé  par  le  sens  du  rejet  produit  par  le  biseau  de  quartz 
en  lumière  convergente  ;  symétrie  orthorhombique.  Dans  une 
préparation,  j’ai  obtenu  pour  un  cristal  : 

épaisseur  :  e  =  9,5  (*)  centièmes  de  millimètre; 
retard  :  R  =  98  cent  millièmes  de  millimètre  ; 

R 

d'où  :  biréfringence  de  la  face  d’appui  ==  —  =  10,3  millièmes. 


(*)  On  voit  que  les  cristaux  des  ces  préparations  ont  des  épaisseurs  variant  de  5 
à  10  centièmes  de  millimètre,  donc  sont  un  peu  plus  épais  que  les  lames  habi¬ 
tuelles  que  l’on  taille  dans  les  roches.  Il  ne  faut  pas  dépasser  Vio  de  millimètre, 
car  alors  le  phénomène  perd  de  sa  netteté.  De  même,  il  ne  faut  pas  dissoudre  le 
sel  directement  sur  la  lame,  car  les  quelques  résidus  indissous  influencent  la  forme 
du  dépôt  cristallin  qui  va  se  produire;  au  besoin,  le  liquide  doit  être  filtré. 


420 


de  liquide  cristallogène  sur  une  lame  de  verre  plane. 


Le  sel  acide,  au  contraire,  se  présente  (fig.  2)  en  tables  par¬ 
faitement  hexagonales,  imitant  des  lamelles  de  mica;  mais  la 
lumière  convergente  montre  que  la  symétrie  est  clinorhom- 
bique.  Le  plan  des  axes  optiques  est  perpendiculaire  au  plan 
de  symétrie,  qui  est  perpendiculaire  à  deux  côtés  opposés  du 
contour.  Les  axes  optiques  sont  très  rapprochés  et  leur  bissec¬ 
trice  aiguë  est  le  petit  indice  np,  incliné  sur  la  normale  à  la 
lame  d’environ  35°  (angle  apparent).  Le  sel  acide  est  donc 
optiquement  négatif.  Dans  une  préparation  j’ai  obtenu 

e  =  8,5(*),  R  =  39,5; 

d’où  :  biréfringence  de  la  face  d’appui  =  7,2. 

Ce  qui  précède  vient  de  me  servir  pour  résoudre  le  problème 
suivant  : 

Dans  la  préparation  du  sulfate  ammonique  par  l’action  de 
H2S04  sur  l’H3N  provenant  de  la  distillation  de  la  houille,  on 
marche,  pour  des  raisons  pratiques,  à  un  régime  légèrement 
acide  (acidité  estimée  à  celle  d’une  solution  aqueuse  d’H2S04 
à  8°-10°  Beaumé)  ;  le  liquide  contenant  le  sulfate,  liquide  qui 
est  à  une  température  de  70°  C  environ,  est  porté  à  cristallisa¬ 
tion  lorsque  sa  densité  atteint  32°  B.  Dans  ces  conditions,  et 
malgré  la  présence  de  l’acide  libre,  on  obtient  du  sulfate  neutre, 
qui  est  le  sel  que  l’on  désire  obtenir.  Mais,  si  la  densité  atteint 
39°  B.,  malgré  que  l'acidité  semble  rester  la  même ,  le  sel 
obtenu  est  formé  presque  en  totalité  de  sulfate  acide» 

Pour  expliquer  ce  fait,  j’ai  essayé  de  dissoudre  du  sulfate 
neutre  dans  l’acide  à  10°  B,  à  70°  C,  jusqu’à  obtenir  une  den¬ 
sité  de  39°  B;  cela  a  été  impossible;  on  dépasse  difficilement 
32°  B  ;  en  filtrant  à  chaud  pour  séparer  le  sulfate  indissous,  le 
filtrat  déposait  immédiatement  des  cristaux  de  sel  neutre ;  j’ai 
laissé  la  solution,  pendant  plusieurs  jours,  dans  un  grand  verre 


(*)  Voir  la  note  de  la  page  420. 
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de  montre,  en  prélevant  de  temps  en  temps  une  goutte  de  liquide 
et  la  laissant  évaporer  sur  le  porte-objet;  j’ai  obtenu  constam¬ 
ment  du  sel  neutre  absolument  pur,  jusqu’à  ce  que  le  liquide, 
réduit  à  quelques  gouttes,  m’a  donné,  sans  transition,  les 
lamelles  hexagonales  caractéristiques  du  sel  acide ,  avec  très  peu 
de  sel  neutre.  —  Le  liquide  est  resté  acide  pendant  toute  l’opé¬ 
ration.  —  La  conclusion  est  celle-ci  :  Tant  que  l’on  ne  dépasse 
pas  32°  B,  on  peut  marcher  à  70°  G,  sans  qu’il  y  ait  danger 
d’obtenir  un  produit  souillé  par  du  sel  acide;  mais  il  ne  faut  pas 
aller  jusqu’à  39°  B,  parce  qu’un  tel  liquide  doit  contenir  certai¬ 
nement  une  forte  dose  de  sel  acide  (deux  fois  plus  soluble  que 
le  sel  neutre),  vu  qu’une  solution,  même  légèrement  acide,  est 
impossible  à  réaliser,  avec  une  telle  concentration,  avec  du  sel 
neutre.  On  est  donc  sûr,  dans  ces  conditions,  que  le  liquide 
contient  du  sel  acide,  provenant  nécessairement  de  l’emploi 
d’une  trop  forte  dose  d’H2S04. 

J’ai  donné  cette  détermination  en  détail,  parce  qu’elle  me 
semble  nettement  indiquer  l’utilité,  et  même  la  nécessité,  de 
l’étude  des  cristaux  en  chimie  théorique  et  pratique. 

J’engage  les  chimistes  à  suivre  cette  méthode  de  détermina¬ 
tion,  en  faisant  les  fiches  des  produits  qui  les  intéressent  par¬ 
ticulièrement.  Le  dépôt  cristallin  laissé  par  une  goutte  de 
solution  de  chlorure  de  radium  serait  particulièrement  intéres¬ 
sant  à  examiner  :  sa  comparaison  avec  celui  donné  par  le  chlo¬ 
rure  de  baryum  pourrait  peut-être  fournir  des  indications  pré¬ 
cises  pendant  les  opérations  qui  servent  à  purifier  le  sel  de 
radium. 

* 

*  * 

Note.  —  On  peut  rapprocher  de  la  présente  communication 
celle  que  j’ai  faite  jadis  (*)  sur  les  dendrites  produites  par  cris- 


(*)  Bull.  Soc.  Géol.  de  Belgique.  Séance  du  16  mars  1890,  pp.  L  et  LI. 
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tallisation  entre  deux  lames  très  rapprochées,  et  que  l’on  peut 
résumer  ainsi  : 

«  Une  dendrite  est  un  cristal  unique  découpé  intérieurement 
»  suivant  des  lignes  parallèles  à  des  arêtes  possibles  du  cristal.  » 


Géométrie.  —  Tétraèdres  réciproques  orthologiques, 

par  G.  SERVAIS,  membre  de  l’Académie. 

1.  On  considère  deux  tétraèdres  orthologiques  AB  CD, 
A1B1C1D1  réciproques  relativement  à  une  quadrique  2;  les 
points  O,  04  sont  les  centres  d’orthologie  respectifs.  La  qua¬ 
drique  S  est  dite  associée  aux  deux  tétraèdres  AB  CD, 
A1B1C1D1.  On  a  les  systèmes  réglés 

(A A4,  BB4,  CC4,  DD4)  (aa4,  pg4,  yy4,  884), 

(a,  p,  y,  8),  (oq,  yA,  o1)  désignant  les  faces  des  deux 
tétraèdres. 

L’enveloppe  des  plans  polaires  du  point  O  [ou  OJ  relative¬ 
ment  aux  quadriques  homofocales  à  2  est  une  parabole  gauche 
orthogonale  (P)  ou  [(P1)]  osculatrice  aux  faces  du  tétraèdre 
AB  CD  ou  [A1B1C1D1]  et  à  celles  du  tétraèdre  principal 
de  la  quadrique  S;  Q  est  le  centre  de  cette  surface.  La 
droite  OQ  [ou  0^]  directrice  de  la  parabole  (P)  [ou  (PA)]  est  un 
rayon  du  système  réglé 


(hahbhchd)  ou  {KMKK) 
des  hauteurs  du  tétraèdre  ABCD  [ou  A1B1C1D1].. 


1921.  SCIENCES. 
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La  polaire  réciproque  de  la  courbe  (P)  [ou  (PJ]  relativement 
à  a  quadrique  2  est  une  cubique  gauche  A  [ou  AJ  circonscrite 
aux  tétraèdres  A^C^  [ou  ABCD]  et  passant  par 

le  point  O  [ou  OJ.  Elle  est  équilatère  et  située  sur  l’hyper- 
boloïde  {haihblhc,hdl)  [ou  (halibhchd)].  Donc 

Si  deux  tétraèdres  orthologiques  ABCD,  A1B1C1D1  sont 
polaires  réciproques  relativement  à  une  quadrique  S,  les  hyper- 
bolo'ides  des  hauteurs 

(Jéa  h  b  hc  hd)  (ha-i  hbi  hc\  hdi) 

sont  circonscrits  au  tétraèdre  principal  QQ^Qg  de  S  et  passent 
par  les  deux  centres  d’orthologie  O,  Oi  de  ces  tétraèdres. 

Le  centre  d’orthologie  0A  correspondant  au  tétraèdre  A1B1 
C1D1  appartient  à  T  hyperbole  gauche  équilatère  circonscrite  aux 
tétraèdres  ABCD,  QQ^Qg. 

2.  Le  plan  OAA1  contient  un  rayon  ha  et  une  directrice  s  du 
système  réglé  ( hahblichd ).  Cette  directrice  passe  par  le  point  0(1). 
Il  en  résulte  que 

Les  systèmes  réglés  (AA1,  BB1?  CC*,  DDJ,  (hahbhchd)  ont 
une  directrice  commune  s  passa?it  par  le  centre  d’orthologie  0 
correspondant  au  tétraèdre  ABCD. 

3.  Les  systèmes  réglés  (AA1?  BB1?  CC1?  DDJ,  ( haJibihCi  hdl) 
ont  une  directrice  commune  sif  issue  du  centre  d’orthologie  Oi 
du  tétraèdre  A^C^i  (2);  ils  se  coupent  suivant  une  cubique 
gauche  circonscrite  au  tétraèdre  A^^D^  passant  par  le 
point  0  et  ayant  pour  bissécantes  les  directrices  de  ces  systèmes 
réglés.  Cette  cubique  est  équilatère  et  identique  à  la  courbe  A(l). 
Donc 

Si  deux  tétraèdres  orthologiques  ABCD,  A^iC^i  sont  réci¬ 
proques ,  la  quadrique  (AAl5  BB1?  CClf  DDA)  est  circonscrite 
au  tétraèdre  principal  QQ^Qg  de  la  quadrique  associée  2. 

La  quadrique  (aoq,  SS1)  est  inscrite  au  tétraèdre 

principal  QQ1Q203  de  2. 
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4.  La  cubique  gauche  A  e=  (A1B1C1D1  Q Qi  ü2 Q3  0)  appar¬ 
tient  à  la  quadrique  (AA1?  BB1?  CC1?  DDJ  (3)  et  la  dévelop¬ 
pable  osculatrice  à  la  courbe  gauche  (P)  (1)  est  circonscrite  à  la 
quadrique  (aoq,  (3(31?  yy1?  88^.  La  développable  osculatrice  à 
la  courbe  (P4)  (1)  jouit  de  la  même  propriété.  Les  conjuguées 
de  la  droite  OC^  relativement  aux  quadriques  homofocales  à  I 
sont  donc  les  rayons  d’un  système  réglé  de  la  quadrique 
(aoq,  (3(3*,  yy1,  BBj.  Par  l’une  quelconque  des  conjuguées  de  la 
droite  00i  passe  un  seul  plan  oscillateur  à  la  courbe  (P);  les 
rayons  du  système  réglé  (a a4,  (3(3^  yy1?  BB4)  satisfont  à  cette 
condition;  car  chacun  des  rayons  du  système  réglé  (AAlf  BBlr 
CC1?  DD1)  rencontre  la  courbe  gauche  équilatère  A  en  un  seul 
point  (3).  La  conjuguée  de  la  droite  001  relativement  à  S  fait 
donc  partie  du  système  réglé  (aa1/5  (3 ,  yy4,  B81)  et  la  droite  001 
est  un  rayon  du  système  réglé  (AA1?  BB19  CCl5  DDJ. 

La  droite  joignant  les  centres  d’ orthologie  0,  de  deux 
tétraèdres  orthologiques  et  réciproques  AB  CD,  A1B1C1D1  est 
un  rayon  du  système  réglé  (AA1?  BB4,  CC4,  DDJ. 

5.  Les  droites  aa1?  pj^y  yy4,  BB±  sont  les  conjuguées  de  la 
droite  001  relativement  à  quatre  quadriques  hit  Ê2,  S3,  S4, 
homofocales  à  S  ;  les  plans  a,  (3,  y,  B  sont  donc  les  plans  polaires 
du  point  0  relativement  à  ces  surfaces.  Par  suite. 

Les  faces  des  tétraèdres  orthologiques  et  réciproques  ABCD, 
A1BiC1D1  sont  les  plans  polaires  des  centres  d’ orthologie  corres¬ 
pondants  0,  Oi  relativement  à  quatre  quadriques  U1,  S2,  S3,  H4 
homofocales  à  la  quadrique  associée  H. 

6.  Le  plan  orthogone  du  paraboloïde  (aoq,  (3(3^  yy19  B81) 
renferme  les  directrices  00,  01û  des  paraboles  gauches  ortho¬ 
gonales  (P),  (P4).  Par  conséquent, 

Le  plan  orthogone  du  paraboloïde  (aoq,  (3(3±,  yy15  B81)  est  un 
plan  diamétral  de  la  quadrique  £  associée  aux  téti'aèdres 
ABCD,  A1B1C1D1  ;  il  est  tangent  aux  quadriques 
(A  A1?  BB1?  G  Ci,  DDi)  ( hahbhchd ) 
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7.  Étant  donnés  un  tétraèdre  AB  CD  et  un  point  O  de  l’hyper- 
boloïde  ( liahbhchd] ),  par  ce  point  on  mène  la  directrice  s  du 
système  réglé  ( hahbhchd )  et  les  perpendiculaires  a ,  b,  c,  d  sur 
les  faces  de  ce  tétraèdre.  Une  quadrique  quelconque  du  réseau 
défini  par  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  et  la  génératrice  com¬ 
mune  s  rencontre  une  seconde  fois  les  droites  a,  b,  c,  d  respec¬ 
tivement  aux  points  A19  BA,  C19  DA.  Les  tétraèdres  AB  CD, 
A.B.C.D,  sont  orthologiques  et  réciproques  relativement  à  une 
quadrique  21. 

Les  tétraèdres  Aj  B  i  Ci  Di  réciproques  de  AB  CD  relativement 
aux  homo focale  s  de  cette  quadrique  21  sont  orthologiques  au 
tétraèdre  AB  CD,  le  point  donné  O  étant  le  centre  d’ orthologie 
de  ABCD. 

Car  leurs  sommets  Ai,  Bi,  Ci,  Di  sont  respectivement  sur  les 
droites  a,  b ,  c,  d. 

Les  centres  d’ orthologie  Oi  des  tétraèdres  Ai  Bi  Ci  D  i  sont  sur 
une  cubique  gauche  équilatère  Aa,  circonscrite  au  tétraèdre 
ABCD  et  au  tétraèdre  principal  QQ1Q2Q3  des  quadriques  homo- 
focales  21  (1). 

Les  quadriques  (A Ai,  BBi,  CCi,  DDi)  forment  un  faisceau 
ponctuel. 

Car  chacune  d’elles  contient  la  cubique  gauche  Aa  et  la 
droite  s  (3). 

8.  Lorsque  le  point  Oi  est  à  l’infini  sur  la  cubique  gauche 
équilatère  \i  (7) ,  les  sommets  du  tétraèdre  correspondant 
Ai  Bi  Ci  Di  sont  dans  un  plan  de  symétrie  des  quadriques  lioino- 
focales  21  (5).  Ce  plan  est  osculateur  à  la  parabole  gauche 
orthogonale  (P)  (1)  et  l’on  a  la  propriété  suivante  : 

Si  d'un  point  quelconque  O  de  la  directrice  d’une  parabole 
gauche  orthogonale  (P)  on  abaisse  les  perpeyidiculaires  a,  b,  c,  d 
sur  les  faces  du  tétraèdre  ABCD,  osculatrices  à  cette  courbe , 
tout  plan  osculateur  a-  rencontre  ces  droites  a,  b,  c,  d  en  des 
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points  Ai,  Bi,  Ci,  Di  tels  que  l’on  a  le  système  réglé  équi- 
latère  (3) 

(ct)eee(AA;,  BB0  CCD  DDi). 

Si  g,  g  ,  g"  sont  trois  plans  osculateurs  perpendiculaires 
deux  à  deux,  les  systèmes  réglés  correspondants  (<r),  (g),  (g") 
et  celui  des  hauteurs  (hahbhchd)  du  tétraèdre  AB  CD  ont  une 
directrice  commune  et  passent  par  une  hyperbole  gauche  équi- 
latère  ayant  pour  directions  asymptotiques  les  arêtes  du 
trièdre  [g g' g"). 

9.  Des  numéros  (i,  7)  on  déduit  la  propriété  suivante  de 
l’hyperboloïde  des  hauteurs  ( hahbhchd )  d’un  tétraèdre  ABCD  : 

D’un  point  quelconque  O  de  l’hyperboloïde  (hahbhchd)  on 
abaisse  les  perpendiculaires  a ,  b,  c,  d  sur  les  faces  a,  (3,  y,  B  du 
tétraèdre  ABCD;  les  couples  d’éléments 

(a,  a)  (b,  P)  (c,  y)  (d,  8) 

sont  conjugués  ci  une  infinité  simple  de  faisceaux  de  quadriques 
homo focales  H. 

Les  centres  de  ces  quadriques  sont  sur  le  rayon  o  du  système 
réglé  (hahbhchd)  issu  du  point  O. 

Leurs  plans  de  symétrie  enveloppent  une  parabole  gauche 
orthogonale  (P)  osculatrice  aux  faces  du  tétraèdre  ABCD  et 
ayant  pour  directrice  le  rayon  o. 

Démarque.  —  Le  plan  B  CD  coupe  les  droites  b,  c ,  d  aux 
points  B',  C',  D' ;  les  triangles  BCD,  B'C'D'  sont  homolo- 
giques  et  orthologiques;  le  centre  de  la  conique  associée  à  ces 
triangles  est  sur  le  rayon  o  du  système  réglé  (hahbhchd). 

10.  L’hyperbole  gauche  A1  (7)  contient  le  centre  des  qua¬ 
driques  homofocales  2  ;  ce  point  est  sur  le  rayon  o  du  système 
réglé  (, hahbhchd )  le  seul  point  de  \±  ;  donc  si  l’on  prend 
pour  A1  l’hyperbole  gauche  équilatère  (AB CDG),  on  a  G  =  Q. 
Par  conséquent, 

Une  quadrique  quelconque  circonscrite  à  l’hyperbole  gauche 


427 


C.  Servais.  —  Tétraèdres  réciproques  orthologiques. 


équilatère  (ABC DO)  et  passant  par  la  directrice  s  du  système 
réglé  (hahbhchd)  issue  du  point  O  rencontre  une  seconde  fois 
les  droites  a ,  b,  c,  d  en  des  points  Aï,  Bï,  Cï,  D'ï  tels  que  les 
tétraèdres  ABCD,  AÏBÏCÏDÏ  sont  réciproques  relativement  à 
une  sphère  de  centre  O. 

Dans  ce  cas  les  points  O,  OÏ,  centres  d’orthologie  des 
tétraèdres  ABCD,  AÏBÏCÏDÏ,  sont  nécessairement  identiques. 
Donc 

La  directrice  s  du  système  réglé  (bahbhchd)  est  aussi  une  direc¬ 
trice  du  système  réglé  des  hauteurs  du  tétraèdre  AÏBÏCÏDÏ  (2). 

Les  rayons  de  ces  systèmes  issus  du  point  O  sont  tangents  à 
la  quadrique  (A Aï,  BBÏ,  CCÏ,  DDÏ). 

11.  Les  propriétés  (1),  .(2),  (3),  (4),  (5),  (7)  subsistent  en 
géométrie  cayléenne;  la  démonstration  (1)  subit  seule  une 
légère  modification  pour  établir  que  le  centre  d’orthologie  O 
du  tétraèdre  ABCD  appartient  à  l’hyperboloïde  des  hauteurs 
cayléennes  de  ce  tétraèdre. 

Soit  PaPpPyPs  le  réciproque  du  tétraèdre  ABCD  relative¬ 
ment  à  la  quadrique  fondamentale  d>;  les  droites  At  Pa,  B4Pp, 
CAPy,  DaPs  concourent  au  centre  d’orthologie  O  du  tétraèdre 
ABCD.  L’enveloppe  des  plans  polaires  du  point  O  relativement 
aux  quadriques  du  faisceau  tangentiel  (S,  <t>)  (quadriques  homo- 
focales  cayléennes  de  21)  est  une  cubique  gauche  (P)  osculatrice 
aux  faces  du  tétraèdre  ABCD  et  à  celles  du  tétraèdre  conjugué 
QQdQ2Q3  commun  aux  quadriques  (2  <t>)  (tétraèdre  principal 
cayléen  de  2). 

La  polaire  réciproque  de  (P)  relativement  à  la  quadrique  d> 
est  une  cubique  gauche  F  circonscrite  aux  tétraèdres  PaPpPyPs, 
ÛQ1Q2ü3  et  passant  par  le  point  O.  Elle  est  équilatère  cayléenne 
et  appartient  à  l’hyperboloïde  des  hauteurs  cayléennes 

(APJ,  BPp,  CPr,  DP*) 
des  tétraèdres  PaPpPyPs,  ABCD. 


C.  Servais.  —  Tétraèdres  réciproques  orthologiques. 


12.  La  cubique  gauche  (P)  (11)  est  harmoniquement  inscrite 
à  la  quadrique  d>;  les  droites  a,  b ,  c,  d  (7)  sont  respectivement 
OPa,  OPp,  OPy,  OP§.  Quand  le  point  O)  de  la  courbe  (7), 
centre  d’orthologie  cayléen  du  tétraèdre  Ai Bi Ci  Di,  est  l’un  des 
sommets  Ü  du  tétraèdre  Q^QgQg,  les  points  Ai,  Bi,  Ci,  Di  sont 
dans  la  face  opposée  Q^Qg  (5)  osculatrice  à  la  courbe  (P)  (11). 
On  obtient  ainsi  la  propriété  suivante  : 

Soient  AB  CD  un  tétraèdre  dont  les  faces  a,  (3,  y,  8  sont 
osculatrices  à  une  cubique  gauche  (P)  harmoniquement  inscrite 
à  une  quadrique  <ï>;  PaPpPyPs  et  T  les  figures  réciproques  de 
AB  CD  et  (P)  relativement  à  <t>;  O  un  point  quelconque  de  la 
courbe  T. 

Un  plan  <j  osculateur  à  la  courbe  (P)  rencontre  les  droites 
0Pa,  OPp,  OPy,  OPa 

en  quatre  points  Ai,  Bi,  Ci,  Di  tels  que  les  droites  AAi,  BBi, 
CC'i,  DDi  sont  des  l'ayons  d'un  même  système  réglé  (a)  harmo¬ 
niquement  circonscrit  à  la  quadrique  <ï>. 

Si  les  plans  osculateur  s  cr,  a-1,  <r2,  <r3  de  la  courbe  (P)  sont  les 
faces  d’un  tétraèdre  conjugué  à  la  quadrique  <ï>,  les  systèmes 
réglés 

("),  K>,  (**),  (*8),  (AP.,  BP3,  CPt,  DP  a) 

ont  une  génératrice  commune  et  passent  par  une  même  cubique 
gauche  circonscrite  au  tétraèdre  (o-aya-gOg). 

Les  couples  d’éléments 

(OP.,  a),  (OPp,  P),  (0PT,  y),  (OPa,  8) 

sont  conjugués  à  une  infinité  simple  de  faisceaux  tangentiels. 
La  quadrique  S  fait  partie  de  chacun  de  ces  faisceaux. 

Les  faces  des  tétraèdres  conjugués  respectivement  à  ces 
faisceaux  sont  osculatrices  à  la  courbe  (P)  ;  leurs  sommets  sont 
des  points  de  la  cubique  T. 
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Notes  de  Géométrie, 


par  J.  NEUBERG,  membre  de  l’Académie. 

I.  —  Projection  orthogonale  d’un  tétraèdre  sur  un  plan. 

AjAgA^  eee  Ta  et  =  Tb  étant  deux  tétraèdres  quel¬ 

conques,  appelons  aif  a2,  a3 ,  a4  les  perpendiculaires  abaissées 
des  sommets  de  Ta  sur  les  faces  correspondantes  (34,  p2,  (33,  (34 
de  Tô,  et  b±,  b2 ,  b3 ,  64  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets 
de  T6  sur  les  faces  correspondantes  oq,  a2,  a3,  a4  de  Ta.  En 
général, 

1°  Si  l’un  des  quadruples  aia2a3a4,  bLb2b3b±  est  conique, 
l’autre  l’est  également  (*)  ; 

2°  Si  l’un  d’eux  est  hyperboloïdique,  l’autre  l’est  égale¬ 
ment  (**). 

Un  troisième  cas  se  présente  dans  le  théorème  suivant,  que 
j’ai  énoncé  dans  Mathesis ,  1888,  page  50  : 

Soient  B1?  B2,  B3,  B4  les  projections  orthogonales  des  sommets 
du  tétraèdre  Ta  sur  un  plan  quelconque  (3,  et  soient  C4,  C2,  C3,  C4 
les  orthocentres  des  triangles  B2B3B4,  B3B4B1?  B4B4B2,  B^Bg. 
En  général , 

1°  Les  perpendiculaires  br,  cr  abaissées  des  points  Br,  Cr  sur 
'  la  face  opposée  ar  de  Ta  appartiennent  à  un  même  hyperbo- 
loïde  W  ; 

2°  Les  perpendiculaires  abaissées  des  milieux  des  segments 
BrCr  sur  la  face  opposée  de  Ta  concourent  au  centre  de  W. 


(*)  Steiner,  Journal  de  Crelle,  t.  II,  p.  287  ;  Gesammelte  Werke,  1. 1,  p.  155. 

(**)  J.  Neuberg,  Mémoire  sur  le  Tétraèdre.  (Mémoires  in-8°  de  l’Académie  royale 
de  Belgique,  1884,  p.  27.) 
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1.  Ce  théorème  comportant  des  compléments,  je  vais,  pour 
plus  de  clarté,  en  reproduire  ma  démonstration  (*)  : 

Par  la  droite  b2 ,  qui  est  perpendiculaire  à  la  droite  A3A4  du 
plan  a2,  on  peut  mener  un  plan  12  perpendiculaire  à  A3A4;  la 
trace  de  12  sur  le  plan  [3  est  perpendiculaire  à  la  projection  B3B4 
de  A3A4  sur  [3.  De  même,  les  plans  X3,  \  menés  respectivement 
par  les  droites  b3 ,  b4  normalement  aux  droites  A4A2,  A2A3  sont 
normaux  aux  droites  B4B2,  B2B3.  Par  conséquent,  les  trois 
plans  X2,  X3,  \  passent  par  les  hauteurs  B2C4,  B3C4,  B4C4  du 
triangle  B2B3B4  et  se  coupent  suivant  la  droite  c4  perpendicu¬ 
laire  au  plan  afÉ  Cette  droite  s’appuie  évidemment  sur  sa  paral¬ 
lèle  b±  et  sur  les  droites  b2,  b3,  b4  des  plans  X2,  )v3,  “X4.  Par 
analogie,  chacune  des  droites  c2,  c3,  c4  s’appuie  sur  les  quatre 
droites  b±,  b2 ,  ô3,  b4.  Concluons  de  là  que  ces  dernières  droites 
sont  des  génératrices  d’un  même  mode  d’un  hyperboloïde  W, 
que  les  génératrices  parallèles  de  l’autre  mode  sont  c4,  c2,  c3,  c4 
et  que  le  centre  de  W  est  à  l’intersection  des  parallèles  équi¬ 
distantes  des  couples  ô4c4,  b2c2,  b3c3 ,  b4c4. 

2.  Une  translation  parallèle  du  plan  (3  imprime  la  même 
translation  à  l’hyperboloïde  W. 

L’hyperbole  équilatère  qui  passe  par  les  quatre  points  B4,  B2, 
B3,  B4,  passe  aussi  par  les  points  C4,  C2,  C3,  C4  ;  cette  conique 
constitue  la  section  de  W  par  le  plan  (3. 

3.  Supposons  que  b2  et  b3  se  coupent  en  un  point  D.  Le 
plan  b2b3  étant  perpendiculaire  à  l’intersection  A4A4  des  plans 
a 2  et  a3,  la  droite  B2B3  est  perpendiculaire  à  la  projection  B4B4 
de  A4A4  sur  (3.  De  cette  relation  entre  B2B3  et  B4B4,  on  peut 
aussi  conclure  que  les  droites  b4  et  b4  ont  un  point  commun  E. 
Si  le  quadrangle  complet  B4B2B3B4  n’a  pas  d’autres  côtés 


(*)  Mathesis  (toc.  cit.)  a  aussi  publié  des  démonstrations  de  la  propriété  des 
droites  bu  b%,  63,  bi}  par  MM.  Van  Dorsten  et  Léon  Meurice  (Liège). 
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opposés  rectangulaires,  les  points  D  et  E  sont  distincts  ;  ci  passe 
par  D  et  rencontre  b4;  c4  passe  par  E  et  rencontre  b±  ;  enfin, 
c2  et  c3  aussi  s’appuient  sur  les  quatre  droites  b±,  b2,  b3 ,  b4. 

Pour  définir  la  position  du  plan  (3  par  rapport  au  tétraèdre 
menons  par  l’origine  O  d’axes  rectangulaires  deux 
droites  quelconques  OT  et  O  T  et  cherchons  l’enveloppe  d’un 
plan  8  sur  lequel  l’angle  TOT  se  projette  suivant  un  angle 
droit  UOUX  Soient  (cos  X,  cos  p,  cos  v)  et  (cos  X',  cos  pf,  cos  y') 
les  coordonnées  des  points  T  et  T',  les  distances  OT  et  OT  étant 
supposées  égales  à  l’unité,  et  soit  Lx  — )—  Mf/  — ]—  =  0  l’équa¬ 

tion  de  8.  Les  coordonnées  de  U  résultent  du  système 


x  —  cos  X  y  ~  cos  p  z  —  cos  v 


L 

on  trouve 

x  =  cos  X 

où 


Lx  +  My  +  N*  ==  0  ; 

Myi 

■ - ,  y  =  cOS  l X - » 

L2  +  M2  +  N2  y  r  L2  +  M2  +  N2 
Nt) 


U 


L2  +  M2  +  JN'2 
7j  =  I,  cos  X  -f  M  cos  p  +  N  cos  v. 

Par  analogie,  si 

V  =  L  cos  V  +  M  cos  pf  -f  N  cos  v', 
les  coordonnées  de  Ur  sont 

L  V  ,  My/ 


;  =  COS  V  - 


L2  +  M2  +  N2 
z  =  cos  v'  — 


L2  +  M2  -f  N2 


Nr/ 


L2  +  M2  +  N2 

Pour  que  les  droites  OU,  OU'  soient  rectangulaires,  on  doit 
avoir 


VfcosX - _ VyfcosV-- - ^ - \Lo, 

Z-I  Vs  L2  +  M2  +  Ny  \  L2  +  M2  +  N2/ 

condition  équivalente  à 

(1)  (L2  +  M2  +  N2)  S  cos  1  cos  V  —  S  L  cos  1 .  S  L  cos  V  =  0. 
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Dans  le  cas  où  l’angle  TOT'  est  droit,  l’équation  (1)  donne 
S  L  cos  a  =  0  ou  X  L  cos  V  =  0  ;  le  plan  8  passe  alors  par  01 
ou  par  OT',  conclusion  facile  à  prévoir. 

Si  l’angle  TOT'  n’est  pas  droit,  le  plan  8,  d’après  l’équa¬ 
tion  (1),  enveloppe  un  cône  quadratique.  Cette  proposition  peut 
s’établir  géométriquement.  En  effet,  si  deux  plans  rectangulaires 
mobiles  passent  l’un  par  OT  et  l’autre  par  OT',  leur  inter¬ 
section  g  engendre  un  cône  T.  Or,  un  plan  8  mené  en  0 
perpendiculairement  à  g  enveloppe  le  cône  supplémentaire  de  F 
et  rencontre  les  plans  (g,  OT),  (g,  OT')  suivant  deux  droites 
rectangulaires  qui  sont  les  projections  de  OT  et  OT'  sur  le 
plan  8. 

Soient  w  l’angle  TOT',  cp  et  cp'  les  inclinaisons  des  droites  OT 
et  OT'  sur  le  plan  8;  l’équation  (1)  revient  à 

(2)  cos  «  =  sin  cp  sin  cp\ 

En  voici  une  démonstration  trigonométrique  :  La  sphère 
unitaire  de  centre  0  coupe  les  plans  TOT'  et  UOU'  suivant  deux 
arcs  de  grand  cercle  TT'  et  VV'.  Si  les  points  V  et  V'  sont  situés 
sur  les  rayons  OU  et  OU',  les  plans  TOU  et  TOU',  perpen¬ 
diculaires  au  plan  UOU',  rencontrent  la  sphère  suivant  des  arcs 
de  grand  cercle  TV  et  T'V'  perpendiculaires  au  grand  cercle  VV' 
et  égaux  à  cp  et  cp'.  TV  et  T'V'  se  rencontrent  au  pôle  P  du  grand 
cercle  VV',  et  puisque  l’arc  VV'  est  égal  à  un  quadrant,  le 
triangle  PTT'  est  rectangle  en  P  et  l’on  a 

cos  TU  =  cos  PT  cos  PU,  ou  cos  w  =  sin  cp  sin  cp'. 

Concluons  maintenant  de  ce  qui  précède  que  les  plans  (8  sur 
lesquels  les  arêtes  opposées  A2A3  et  A4A4  de  Ta  se  projettent 
suivant  deux  droites  rectangulaires  sont  parallèles  aux  plans 
tangents  d’un  certain  cône  quadratique;  cependant,  si  ces  arêtes 
elles-mêmes  sont  rectangulaires,  les  plans  (3  sont  parallèles  à 
l’une  ou  l’autre  de  ces  arêtes. 


433 


./.  Neuberg.  —  Noies  de  géométrie. 


4.  Le  quadrangle  B4B2B3B4  peut  être  orthogonal ,  c’est-à-dire 
que  chaque  sommet  est  l’orthocentre  du  triangle  des  trois  autres 
sommets.  Alors  les  quatre  droites  bi9  b2 ,  b3,  ô4  concourent  en 
un  même  point.  Le  plan  (3  est  parallèle  à  l’un  des  quatre  plans 
tangents  communs  à  deux  certains  cônes  quadratiques  de  même 
sommet. 

Si  le  tétraèdre  A4A2A3A4  est  orthocentrique,  sa  projection 
sur  un  plan  quelconque  parallèle  à  Lune  des  faces 
jouit  de  la  propriété  que  les  droites  b1,  b2,  b3,  ô4  concourent  en 
un  même  point. 

5.  L’hyperboloïde  W  présente  un  intérêt  particulier,  lorsqu’on 
projette  un  tétraèdre  quelconque  A4A2A3A4  sur  un  plan  [3  perpen¬ 
diculaire  à  une  face,  par  exemple  à  la  face  A2A3A4.  Les  points 

b3,  b4  sont  alors  les  projections  des  sommets  A2,  A3,  A4  sur 
la  droite  (3a.  Les  points  C2,  C3,  C4  sont  situés  sur  la  perpen¬ 
diculaire  B4K  abaissée  de  sur  la  droite  (3a4,  et  le  point  C4  se 
transporte  à  l’infini  sur  la  droite  BJv.  Les  perpendiculaires 
menées  par  B2,  B3,  B4  aux  droites  A3A4,  A4A2,  A2A3  se  ren¬ 
contrent  en  l’orthopôle  Q  de  la  droite  (3aA  par  rapport  au 
triangle  A2A3A4  et  la  perpendiculaire  en  Q  sur  le  plan  aA  est  une 
génératrice  du  second  mode  de  W.  Cette  quadrique  rencontre 
le  plan  (3  suivant  les  deux  droites  rectangulaires  BAK  et  B2B3B4. 


IL  —  Une  SURFACE  DU  QUATRIEME  ORDRE. 

1.  Dans  Y  Educational  Times ,  1913,  page  83,  j’ai  proposé  la 
question  suivante  : 

On  donne  trois  points  A1?  A2,  A3  et  une  droite  b  non  située 
dans  le  plan  A4A2A3.  B  étant  un  point  quelconque  de  b,  on  mène 
par  chaque  arête  du  trièdre  BAjAgAg  un  plan  perpendiculaire  à 
la  face  opposée  ;  ces  trois  plans  se  coupent  suivant  une  même 
droite  d.  Trouver  la  surface  A  engendrée  par  d. 


454 


J.  Neuberg.  —  Noies  de  géométrie. 


Comme  il  n’y  a  pas  eu  de  réponse  et  que  le  problème  pré¬ 
sente  un  intérêt  suffisant,  j’en  publie  ma  solution  : 

Soient  ■=  arx  4-  bry  -f-  cr  —  O  (r  =  1,  2,  3)  les  équations 
des  droites  A2A3,  A3A1,  AaA2  par  rapport  à  deux  axes  rectan¬ 
gulaires  O  jj,  O  y  du  plan  A^gAg.  (k  étant  un  troisième  axe  per¬ 
pendiculaire  à  ce  plan,  les  équations  des  plans  BA2A3,  BAgAj, 
BA^  sont  de  la  forme 


(1  )  S*  -f- 4^  —  0,  S2  -f-  l2z  —  0,  S3  -f-  l3z  =  0. 

Si  (a,  (3,  y),  (a',  (3',  y')  sont  les  coordonnées  de  deux  points 
fixes  de  b ,  celles  du  point  variable  B  sont 

ma  -f-  m'af  m[ 3  +  m'[ 3'  my  +  m'y' 

m  +  m'  m  -f-  m'  m  - f-  m' 


En  faisant  passer  les  plans  (1)  par  B  et  posant  pour  abréger 

Gr0L  -f~  brfl  -}-  Cy  =  y\yt  tt-yCL  ~j-  b  y  fl  “J-  Cy  =  T|  y, 


on  trouve 

(2) 


mr\  y  +  mrrty 
my  +  m'y' 


Le  plan  mené  par  BA1  perpendiculairement  au  plan  BA2A3 
peut  être  représenté  par 

(3)  S2  +  4*  +  (^3  4“  4*0  —  b  î 


le  paramètre  ni  se  déduit  de  la  condition  de  perpendicularité 


(a2  +  iha3)ai  +  (b2  +  nb3)b±  -f-  (/2  +  ni 3)  li  —  0  ; 
de  sorte  que 


n  _ _ 4  +  44 

4  +  44 

où 

4  =  +  h  h2,  4  =  fl3«l  +  Mi- 
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En  substituant  la  valeur  de  ni  dans  l’équation  (8)  on  voit 
facilement  que  la  droite  d  vérifie  les  équations 

(4)  (f±  +  44)  (pi  +  4M  —  (4  +  44)  (<4  +  4*)  =  (4  +  44)  (83  +  4M* 

Développons  les  trois  produits  (4).  Après  avoir  supprimé  le 
terme  commun  l±l2t 3z,  remplaçons  l±,  /2,  /3  par  leurs  valeurs  (2); 
chassons  les  dénominateurs  et  désignons  par  W  la  valeur  com¬ 
mune  des  trois  résultats.  Nous  aurons  l’équation 

fi(my  +  m'y’ )  [(my  +  m'y')^  —  (mt\r  +  mKr\r)z\ 

+  (mr\2  +  (mri3  +  m%)\  =  W 

et  deux  autres  analogues. 

En  les  ordonnant  par  rapport  à  m  et  m’  on  obtient 
trois  équations  de  la  forme 

(5)  G rm*  +  H rmm'  +  G rm'2  =  W,  (r  =  1,  2,  3) 


où,  par  exemple, 

Gi  =  (Uf  +  —  fa\ C[*>  g;  ==  (Ay'2  +  ^3) \  —  jMy'*, 

Hi  =  (2/iyy'  +  ï)2^3  +  8)  K  —  A(*n  iy  +  *uy')*- 

On  voit  que  les  coefficients  des  équations  (5)  sont  de  la  forme 

Gÿ*  —  Qr^r  ïlf% ,  G|«  —  h/y%  f  H,»  —  4*^0*  j • 

Si  l’on  n'écrit,  de  chaque  déterminant,  que  sa  première 
ligne,  les  équations  (5)  donnent 


— HÆüb 


I  G,  H,  1  | 

!  g4  h,  g;  1 


w, 


i  G4  1  G{  | 

mW  ^|Gl  HlGîi  W- 

Par  suite,  l’équation  de  la  surface  A  est 

|  G,  H,  4  ||  1  H±  G;  |  =  |  G  1  GM*. 


2.  Elle  est  de  la  forme 

UU'  =  T2, 

où  U,  U',  T  sont  du  second  degré  en  x,  y,  z. 

La  surface  engendrée  par  d  est  donc  du  quatrième  ordre  ;  les 
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points  communs  aux  trois  quadriques  U,  U',  T  en  sont  des 
points  doubles.  Elle  est  le  lieu  des  courbes  U  =  XT,  XU'  =  T, 
1  étant  un  paramètre  variable.  Elle  est  aussi  l’enveloppe  des 
quadriques  X2U  —  2  XT  -f-  U'  =  0;  les  génératrices  rectilignes 
d’une  telle  quadrique  sont  bitangentes  à  A. 

L’intersection  A4  de  A  avec  le  plan  A^Ag  vérifie  l’équation 

!  gA^A  1  II  i  iA  1  I  =  I  g  A  i  g  A  i2, 

qui  revient  à 

U*  AA  +  p£A  +  p  AA)  (pAA  3  +  pAA±  +  pAA)  ■ 

—  0/Âs3  +  g  +  ^A)2? 

Pn  Pi»  •••  étant  des  constantes. 

Représentons  par  U1?  U*,  les  quantités  hpAh’ 

Eqq B283.  Les  coniques  Ud,  Ui,  T'  sont  circonscrites  au  triangle 
A^Ag;  par  conséquent,  les  sommets  de  ce  triangle  sont  des 
points  doubles  de  la  quartique  Aa.  Pour  expliquer  cette  cir^ 
constance,  considérons,  par  exemple,  deux  plans  rectangulaires 
mobiles  qui  passent  l’un  par  AaA2  et  l’autre  par  AaA3;  leur 
intersection  engendre  un  cône  quadratique  qui  rencontre  la 
droite  donnée  b  en  deux  points  S  et  S'  :  les  droites  SAa  et  S'A1 
sont  deux  positions  de  ci. 

Lorsque 

fl*  +  bt  =  a2z  +  b\  =  a\  +  b\  =  1, 

81?  ù2  et  83  sont  les  coordonnées  normales  absolues  du  point 
(æ,  y)  par  rapport  au  triangle  A1A2A3,  et  si  l’on  pose 

Ê1  •  Z2  :  £3  =  ^2°3  +  ^1  + 

e± ,  s2,  s3  sont  les  coordonnées  normales  de  l’inverse  triangulaire 
du  même  point.  On  voit  facilement  que  la  quartique  A1  est  la 
transformée  par  inversion  triangulaire  de  la  conique 

{Pih  +  Pfr  +  W  3)  (pie  1  +  PA  +  pA)  =  +  q2h  +</3e  s)2- 

Pour  plus  de  détails,  on  peut  consulter 
Salmon-Cïiemin,  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions , 
t.  III,  p.  99,  et  Courbes  planes ,  p.  357. 
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par  Fréd.  SWARTS,  membre  de  l’Académie. 

Les  homologues  vrais  ou  faux  du  fluorure  de  méthyle  que 
l’on  connaît  sont  peu  nombreux.  Le  fluorure  d'éthyle  a  été 
décrit  par  Moissan,  les  fluorures  de  propyle  et  d’isopropyle  par 
M.  Meslans,  de  même  que  le  fluorure  d’isobutyle.  Pour  les 
homologues  plus  élevés  la  série  est  très  incomplète. 

Paterno  a  décrit  un  fluorure  d’hexyle,  obtenu  par  l’action  du 
fluosilicate  d’argent  sur  l’iodure  d’hexyle  secondaire,  et  qui  est 
probablement  un  mélange  de  fluor  hexane  2  et  3,  ainsi  que 
le  fluorure  d’octyle  normal,  préparé  de  la  même  manière.  Young 
a  cherché  à  obtenir  le  fluorure  d’isoamyle  par  éthérification 
directe  de  l’alcool  amylique  de  fermentation,  mais  on  reconnaît 
aisément  que  le  produit  qu’il  décrit  comme  fluorure  d’amyle 
n'en  est  pas.  En  vue  de  recherches  thermo-  et  spectrochimiques, 
j’ai  été  amené  à  préparer  quelques  homologues  du  fluorure  de 
méthyle  qui  fussent  liquides  à  la  température  ordinaire. 

Mes  recherches  ont  porté  essentiellement  sur  les  fluorures 
d’amyle,  d’heptyle  et  d’octyle  normaux;  au  cours  de  ces  travaux 
j’ai  obtenu  les  fluorures  de  décyle  et  de  cétyle  normaux.  J’ai 
préparé  également  le  fluorure  d’octyle  secondaire  et  le  fluorure 
d'isoamyle,  qui  avait  échappé  à  Sidney-Young. 

La  rareté  des  dérivés  normaux  en  C6  m’a  empêché  de  com- 
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pléter  la  série  par  la  préparation  du  fluorure  d’hexyle  normal. 

J’avais  commencé  ce  travail  avant  la  guerre;  il  fut  inter¬ 
rompu  par  l’occupation  ennemie,  et  après  que  mon  laboratoire 
m’eût  été  rendu,  je  n’ai  pu  reprendre  l’étude  incomplète  de 
plusieurs  des  dérivés  fluorés  que  j’avais  obtenus,  en  raison 
notamment  de  la  difficulté  de  me  procurer  les  matières  pre¬ 
mières  indispensables  et  de  la  perte  de  plusieurs  produits 
précieux.  Il  en  fut  notamment  ainsi  en  ce  qui  concerne  le 
fluorure  d’octyîe  secondaire. 

Le  fluorure  d’ainyle  normal  est  celui  des  dérivés  fluorés  que 
j’ai  pu  étudier  le  plus  complètement.  Depuis  que  l’alcool 
butylique  normal  est  aisément  accessible,  la  préparation  de 
l’alcool  amylique  normal,  lequel  était  une  véritable  rareté,  est 
devenue  commode,  et  j’ai  pu  me  préparer  une  quantité  assez 
importante  de  bromure  d’amyle  normal.  Le  travail  ayant  été 
effectué  après  1918,  j’ai  su  le  mener  à  bonne  fin. 

Exécutée  surtout  en  vue  d’obtenir  quelques  hydrocarbures 
fluorés  devant  servira  des  recherches  physico-chimiques,  la  con¬ 
tribution  que  j’apporte  à  l’histoire  des  fluorures  d’alkyles  est 
certainement  fort  incomplète.  Je  me  suis  décidé  à  la  publier 
néanmoins,  en  raison  du  fait  que  je  ne  pouvais  prévoir  quand 
il  me  serait  possible  de  poursuivre  cette  étude. 

Comme  méthode  de  préparation,  j'ai  utilisé  l’action  des 
fluorures  d’argent  ou  de  mercure  secs  sur  les  bromures  ou  les 
iodures  alcooliques  correspondants.  Malgré  son  équivalent  chi¬ 
mique  plus  faible,  le  fluorure  d’argent  est  d’un  emploi 
beaucoup  moins  avantageux  que  le  fluorure  mercureux,  et  ce 
dernier  est  vraiment  le  réactif  de  choix  dans  la  préparation  des 
dérivés  fluorés  aux  dépens  des  dérivés  bromés  et  iodés  mono- 
substitués. 

Sans  compter  sur  la  difficulté  d’obtenir  du  fluorure  d’argent 
rigoureusement  sec,  cet  agent  de  fluoruration  présente  le  grave 
inconvénient  de  se  combiner  à  Liodure  d’argent  formé  pour 
donner  un  sel  double,  très  aisément  fusible. 


30 
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La  masse  compacte  qui  se  produit  ainsi  ne  réagit  plus  sur 
le  bromure  ou  l’iodure  alcoolique.  Le  plus  souvent,  comme 
on  est  obligé  de  chauffer,  ce  sel  double  fond,  enrobant  le 
fluorure  d’argent  en  excès,  ce  qui  rend  la  réaction  encore  plus 
difficile.  En  outre  le  fluorure  d’argent,  plus  que  le  fluorure  de 
mercure,  provoque  l’élimination  d’acide  fluorhydrique,  réaction 
secondaire  sur  laquelle  je  reviendrai  plus  loin. 

La  nécessité  d’employer  deux  molécules  de  fluorure  d’argent 
pour  une  molécule  d’éther  haloïde,  déjà  signalée  par  Moissan 
et  ses  collaborateurs,  supprime  en  fait  l’avantage  que  présente 
le  fluorure  d’argent  sur  le  fluorure  mercureux  en  raison  de  son 
poids  moléculaire  plus  faible.  Le  fluorure  mercureux,  dont  j’ai 
pour  la  première  fois  préconisé  l'emploi  à  propos  de  la  prépa¬ 
ration  de  l’acide  fluoracétique,  est  d’une  obtention  et  d’un 
emploi  incomparablement  plus  commodes. 

J’ai  été  amené,  au  cours  de  mon  travail,  à  rechercher  si  en 
provoquant  la  formation  d’une  petite  quantité  de  fluorure 
mercurique,  il  ne  serait  pas  possible  d’activer  la  réaction  du 
fluorure  mercureux  sur  les  bromures  ou  les  iodures  alcooliques. 
J’ai  reconnu  ainsi  que  l’addition  d’iode,  en  faible  proportion 
(environ  !  °/0  du  poids  de  fluorure  mercureux),  catalyse  très 
énergiquement  la  substitution  fluorée.  Le  mécanisme  de  la 
catalyse  est  le  même  que  celui  que  j’ai  décrit,  il  y  a  longtemps, 
pour  la  substitution  fluorée  à  l’intervention  du  trifluorure 
d’antimoine,  en  présence  du  brome. 

L’emploi  de  l’iode  dans  le  cas  actuel  présente  l’avantage  de 
ne  pas  donner  lieu  à  un  phénomène  de  substitution  de  l’hydro¬ 
gène,  comme  il  arrive  parfois  lorsqu’on  utilise  le  brome  comme 
catalyseur. 

La  préparation  des  homologues  élevés  du  fluorure  de  méthyle 
aux  dépens  des  bromures  et  des  iodures  donne  toujours  lieu  à 
des  réactions  secondaires.  A  côté  de  l’éther  fluoré,  on  obtient 
l’hydrocarbure  éthylénique  correspondant,  comme  Paterno 
l’avait  déjà  reconnu.  Cette  formation  d’hydrocarbure  éthylé- 
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nique  s’accompagne  d’un  dégagement  plus  ou  moins  important 
d’acide  fïuorhydrique,  ce  qui  rend  l’emploi  d’un  appareil  en 
platine  presque  inévitable. 

Mais  il  se  fait  en  outre,  lorsqu’on  emploie  le  fluorure  d’argent 
comme  agent  de  fluoruration,  une  réaction  synthétique;  l’éli¬ 
mination  d’une  molécule  d’hydracide  aux  dépens  de  deux  molé¬ 
cules  d’éther  haloïde  en  Cn  donne  naissance  à  un  dérivé  fluoré 
C2nH4n-f  i  Fl.  C’est  ainsi  que  par  l’action  du  fluorure  d’argent 
sur  le  bromure  d’amyle,  j’ai  obtenu  du  fluorure  de  décyle;  de 
même  dans  la  préparation  du  fluorure  d’octyle,  j’ai  isolé  le 
fluorure  de  cétyle.  Cette  réaction  peut  même  être  prépondé¬ 
rante  au  point  de  vue  quantitatif. 

Les  fluorures  d’alkyles  ne  sont  pas  aussi  robustes  que  la 
plupart  des  dérivés  organiques  fluorés.  Il  en  est  particuliè¬ 
rement  ainsi  pour  les  fluorures  secondaires  et  ceux  dont  la 
chaîne  n’est  pas  normale.  A  la  distillation,  les  fluorures  de  ces 
types  subissent  une  décomposition  partielle  en  hydrocarbure 
éthylénique  et  acide  fïuorhydrique.  Il  n’en  est  pas  de  même 
pour  les  fluorures  normaux. 

C’est  à  l’extraordinaire  stabilité  de  l’acide  fïuorhydrique, 
à  l’affinité  énorme  du  fluor  pour  l’hydrogène  qu’il  faut 
attribuer  cette  tendance  à  la  production  d’hydracide.  Comme 
j’ai  eu  l’occasion  de  le  montrer  dans  une  étude  sur  la 
thermochimie  des  combinaisons  fluorées,  les  données  ther¬ 
mochimiques  concordent  absolument  avec  les  constatations 
expérimentales. 

Par  contre,  la  résistance  à  l’action  des  bases  est  con¬ 
sidérable  :  les  fluorures  normaux  ne  sont  pas  entamés  par 
la  soude  alcoolique.  De  même  l’amalgame  de  sodium  ne  les 
réduit  pas. 

L’acide  sulfurique  concentré  provoque,  même  à  froid,  une 
décomposition  des  fluorures  d’alkyles,  avec  dégagement  d’acide 
fïuorhydrique. 
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Partie  expérimentale. 

Fluorure  d’amyle  normal. 

J’ai  préparé  ce  fluorure  aux  dépens  du  bromure  d’amyle  nor¬ 
mal.  Ce  dernier  a  été  obtenu  en  faisant  agir  l’acide  bromhy- 
drique  à  refus  sur  l’alcool  amylique  normal.  J’ai  préparé  l’alcool 
amylique  par  l’action  du  trioxyméthylène  sur  le  bromure  de 
butylmagnésium. 

Le  bromure  d’amyle  fut  soigneusement  rectifié  à  la  colonne 
Sydney-Young  ;  son  point  d’ébullition  était  de  129°-129°5. 

Préparation  à  l’aide  du  fluorure  mercureux.  —  Dans  un 
ballon  de  platine,  j’introduis  le  fluorure  mercureux,  le  bromure 
d’amyle  en  excès  et  de  l’iode,  ce  dernier  à  raison  de  1  à  1.5  % 
du  poids  de  fluorure  mercureux  mis  en  œuvre.  Le  ballon  porte 
un  tube  en  platine  coudé  à  angle  droit,  relié  à  un  réfrigérant 
descendant.  La  branche  montante  du  tube  coudé,  longue  de 
20  centimètres  environ,  joue  le  rôle  de  réfrigérant  .ascendant. 

Le  ballon  est  chauffé  au  bain  d’huile  à  100°.  Lorsque  cette 
température  est  atteinte,  la  distillation  commence  régulière  et 
après  une  heure  elle  est  terminée.  Le  produit  distillé  est  recueilli 
dans  une  rallonge  plongée  dans  de  la  glace.  La  distillation 
s’accompagne  d’un  dégagement  d’acides  bromhydrique  et  fluor- 
hydrique. 

En  portant  ensuite  la  température  du  bain  d’huile  progres¬ 
sivement  jusqu’à  200°,  j’extrais  le  bromure  d’amyle  inaltéré  et 
les  autres  produits  éventuellement  formés.  Cette  extraction  est 
rendue  complète  en  achevant  la  distillation  sous  pression  réduite. 

Le  fluorure  d’amyle  brut  est  lavé  à  Peau  glacée,  puis  à  l’aide 
d’une  solution  légèrement  alcaline  et  rectifié. 

Je  recueille  séparément  le  produit  distillant  au-dessous  de 
75°;  ce  produit,  fortement  refroidi,  est  additionné  progressive- 
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ment  d’une  solution  titrée  de  brome  dans  KBr  à  10  °/0.  J’em¬ 
ploie  une  solution  tenant  0gr5  de  brome  au  centimètre  cube. 

L’addition  de  brome  est  poursuivie  jusqu’à  légère  coloration 
persistante. 

Il  est  ainsi  possible  de  titrer  l’amylène  formé. 

Le  fluorure  d’amyle  est  ensuite,  après  dessiccation,  séparé  du 
bromure  d’amylène  par  distillation.  Il  passe  entre  55  et  65°  et 
est  purifié  par  rectification. 

Le  bromure  d’amylène  peut  être  isolé  à  son  tour  par  distilla¬ 
tion  sous  pression  réduite. 

Dans  les  portions  distillant  au-dessus  de  75°,  je  n’ai  retrouvé 
que  du  bromure  d’amyle. 

Yoici  les  données  d’une  opération  faite  sur 

370  gr.  de  bromure  d'amyle,  soit  2.45  mol.  gr.  ; 

560  gr.  de  fluorure  mercureux,  soit  2.54  mol.  gr.  ; 

8  gr.  iode  : 

Obtenu  à  la  distillation  :  251  grammes  de  produit  total  qui, 
rectifié,  fournit  133  grammes  de  produit  passant  au-dessous  de 
75°  et  117  grammes  de  bromure  d’amyle  brut  ou  0.77  mol.  gr. 

Le  produit  bouillant  au-dessous  de  75°  absorba  8igr5  de 
brome,  correspondant  à  0.51  mol.  gr.  d’amylène,  soit  35gr7 
d’amylène. 

ü  devait  contenir  par  conséquent  97gr3  de  fluorure  d’amyle 
ou  1.08  mol.  gr.  La  rectification  m’en  a  fourni  85  grammes, 
soit  0.95  mol.  gr. 

Dans  une  seconde  opération  j’ai  majoré  considérablement 
l’excès  de  fluorure  mercureux,  mettant  en  œuvre  2.5  mol.  de  ce 
dernier  pour  1.72,  soit  260  grammes  de  bromure  d’amyle  :  les 
rendements  n’en  ont  guère  été  modifiés;  j’ai  obtenu 

0.4  mol.  gr.,  soit  28  gr.  d’amylène  ; 

0.72  mol.  gr.,  soit  65  gr.  de  fluorure  d’amyle; 

0.55  mol.  gr.,  soit  82  gr.  de  bromure  d’amyle  inaltéré, 
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ce  qui  correspond  à  un  rendement  de 


CbHmFI.  HH*. 

Opération  I.  39  %  20,8  % 

Id.  II.  41,8%  23,4% 


Le  fluorure  d’amyle  a  été  purifié  par  rectification  à  la  colonne. 
En  raison  de  la  chaleur  latente  de  vaporisation  très  faible  de  ce 
corps,  la  détermination  exacte  du  point  d’ébullition  est  assez 
difficile.  Après  10  rectifications  à  la  colonne  Crismer  je  suis 
parvenu  à  fixer  le  point  d’ébullition  à  62°8. 

Analyse.  —  0&f2035  de  substance  ont  donné  0^r4974  C02 
et  0,2209  H20. 


Calculé  pour  C5Hdl  Fl. 


Trouvé, 

66.63 

12.07 


C  66.59 
H  12.31 


Le  fluorure  d’amyle  normal  est  un  liquide  mobile  très  volatil, 
d’odeur  agréable,  ne  se  solidifiant  pas  à  — 80°.  Sa  densité  à 
10°5  est  de  0.7900,  de  0,7880  à  20°.  Ses  indices  de  réfraction 
à  20°  sont 


«a  1.35622 
nP  1.36183 
ny  1.36533 


Sa  résistance  à  l’action  de  la  soude  alcoolique  est  absolue. 
L’amalgame  de  sodium  ne  ,1e  réduit  pas  en  solution  alcooli¬ 
que.  Je  n’ai  pu  reconnaître,  ni  dans  l’action  de  la  soude,  ni  dans 
celle  de  l’amalgame  de  sodium,  la  formation  d’ions  FIL 

Par  contre,  il  se  décompose  rapidement  au  contact  de  l’acide 
sulfurique  concentré.  Lorsqu’on  ajoute  à  ce  dernier  du  fluorure 
d’amyle,  on  ne  tarde  pas  à  constater  une  élévation  très  sensible 
de  température  ;  il  se  dégage  abondamment  de  l’acide  fïuorhy- 
drique,  en  même  temps  que  le  liquide  brunit.  Cette  réaction 
est  commune  à  tous  les  fluorures  d’alkyles  que  j’ai  isolés. 
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Action  du  magnésium .  —  Le  fluorure  d’amyle  réagit  sur  le 
magnésium  en  présence  de  l’éther  absolu  avec  une  grande  len¬ 
teur.  Il  est  nécessaire  d’activer  le  magnésium  par  addition  d’une 
proportion  assez  forte  d’iode. 

J’ai  chauffé  sous  réfrigérant  ascendant  6  grammes  de  magné¬ 
sium  avec  22§r5  de  fluoiure  d’amÿle  et  100  c3  d’éther.  Après  une 
heure  de  chauffe,  aucune  réaction  ne  se  produisant,  j’ai  ajouté 
0gr2  d’iode  dissous  dans  10  c3  d’éther;  l’attaque  s’amorçant 
mal,  j’ai  introduit  une  deuxième  fois  la  même  quantité  d’iode. 

Le  magnésium  s’attaque  lentement,  l’éther  prenant  un  aspect 
louche.  L’opération  fut  poursuivie  pendant  100  heures;  le  ma¬ 
gnésium  n’avait  pas  complètement  disparu.  La  solution  éthérée 
était  trouble  et  visqueuse;  au  fond  du  ballon  s’était  rassemblé  un 
précipité  peu  abondant. 

J’ai  refoulé  par  de  l’hydrogène  sec  la  solution  éthérée  à  l’aide 
d’un  siphon  dans  un  ballon  distillatoire.  La  branche  montante 
du  siphon  était  terminée  par  un  évasement  fermé  par  de  la  gaze 
fine  et'  bourré  d’ouate,  de  manière  à  filtrer  le  liquide.  La  solu¬ 
tion,  louche  et  visqueuse,  fut  distillée  au  bain-marie  dans  un 
courant  d’hydrogène.  J’obtins  un  résidu  solide  amorphe,  impré¬ 
gné  d’une  petite  quantité  d’un  liquide  très  peu  volatil  et  que  j’ai 
repris  par  l’éther  absolu.  Il  s’y  dissout  presque  intégralement, 
mais  la  solution  était  d’une  telle  viscosité  qu’il  me  fut  impossible 
de  la  filtrer,  même  par  aspiration  à  la  trompe. 

Traitée  par  l’eau,  elle  ne  donna  pas  lieu  à  une  réaction 
violente  :  le  dégagement  de  chaleur  est  médiocre.  U  se  précipita 
une  gelée  abondante  de  fluorure  basique  de  magnésium. 

La  solution  éthérée,  séparée  par  essorage,  fut  rectifiée  à 
la  colonne  au  bain-marie.  Je  ne  retrouvai  pas  de  fluorure 
d’amyle. 

Il  n’était  pas  facile  de  l’isoler  de  la  grande  masse  d’éther  qui 
l’accompagnait  ;  quant  au  pentane  qui  eût  pu  se  former,  je  ne 
pus  Je  séparer  de  l’éther,  en  raison  de  l’écart  insignifiant  des 
points  d’ébullition.  Pour  mettre  sa  formation  en  évidence,  j’ai 
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traité  l'éther  par  P205,  de  manière  à  le  transformer  en  acide 
éthylphosphorique.  Après  dix  jours,  j’ai  chauffé  au  bain-marie, 
de  manière  à  volatiliser  le  pentane  inaltéré.  Les  vapeurs  étaient 
conduites  à  travers  un  tube  à  P205  maintenu  à  70°,  puis  dans 
un  petit  serpentin  fortement  refroidi.  J’ai  condensé  ainsi 
quelques  centimètres  cubes  d’un  liquide  qui  renfermait  encore 
l'éther,  que  j’ai  enlevé  par  agitation  avec  H2S04  concentré.  Il 
m’est  resté  très  peu  d’un  liquide  ayant  l’odeur  du  pentane, 
bouillant  vers  40°,  mais  que  je  n’ai  pu  identifier  davantage 
en  raison  de  la  masse  trop  faible  de  produit  obtenu. 

La  distillation  au  bain-marie  laissa  un  résidu  assez  important, 
qui  avait  une  odeur  très  prononcée  d’alcool  amylique;  frac¬ 
tionné  dans  un  petit  appareil  distillatoire,  il  distilla  essentiel¬ 
lement  entre  130°  et  170°. 

Agité  avec  de  l’acide  sulfurique  concentré,  il  s’y  dissout  en 
partie.  En  neutralisant  après  addition  d’eau  par  BaC03,  j’ai 
obtenu  par  évaporation  de  la  solution  aqueuse  filtrée  une  belle 
cristallisation  d’amylsulfate  de  baryum. 

La  formation  d’alcool  amylique  dans  la  réaction  du  magnésium 
sur  le  fluorure  d’amyle  s’explique  par  la  durée  fort  longue  de 
l’opération.  Le  contenu  de  l’appareil  n’étant  pas  protégé  du 
contact  de  l’air,  il  s’est  fait  une  oxydation  lente  de  l’organo- 
magnésien,  avec  production  d’amylate  de  fluormagnésium.  Le 
résidu  insoluble  dans  l’acide  sulfurique  concentré  est  du  décane, 
que  j’ai  identifié  par  son  point  d’ébullition  (173°)  et  sa  densité 
(0.738  à  17°). 

La  formation  du  décane  implique  la  production  de  fluorure 
de  magnésium  et  la  disparition  de  deux  molécules  de  fluorure 
d’amyle  pour  un  atome-gramme  de  magnésium.  Et  de  fait, 
sur  les  G  grammes  de  magnésium  mis  en  oeuvre,  j’en  ai  retrouvé 
2,6  inaltérés. 

Le  fluorure  de  magnésium  reste  en  partie  comme  résidu 
insoluble;  la  plus  forte  partie  se  dissout  dans  l’éther  en  formant 
une  solution  colloïdale. 
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L’analyse  du  produit  d’évaporation  de  la  solution  éthérée 
séché  à  100°  dans  un  courant  d’hydrogène  donne,  en  effet, 
22  %  de  magnésium,  alors  que  le  fluorure  d’amylmagnésium 
n’en  renfermerait  que  18.41. 

Or,  comme  il  s’était  fait  une  certaine  quantité  d’amylate  de 
fluormagnésium,  la  teneur  en  magnésium  doit  être  abaissée  de 
ce  chef  et  l’excédent  de  8.4  °/0  de  magnésium  est  dû  à  la  présence 
de  MgF2.  On  ne  saurait  invoquer  la  présence  d’hydroxyde,  car 
dans  toutes  les  manipulations,  l’humidité  a  été  soigneusement 
évitée. 

J’ai  déjà  eu  l’occasion  de  signaler  récemment  cette  propriété 
curieuse  du  fluorure  de  magnésium  de  former  des  solutions 
colloïdales  fort  stables  dans  l’éther  (*). 

Je  n’ai  pas  étendu  aux  autres  fluorures  d’alkyles  cette  étude 
de  l’action  du  magnésium;  il  ressort  des  observations  faites  sur 
le  fluorure  d’amyle  que  les  fluorures  d’alkyles  réagissent  sur  le 
magnésium  comme  les  autres  éthers  haloïdes,  mais  avec  une 
très  grande  lenteur.  La  longue  durée  de  la  réaction  a  pour  con¬ 
séquence  de  permettre  à  l’organo-magnésien  formé  de  réagir  sur 
l’éther  haloïde  encore  présent.  Si  l’on  n’opère  pas  à  l’abri  de 
l’air,  Torgano-magnésien  passe  en  partie  à  l’état  d’alcoolate. 

Action  du  fluorure  df  argent  sur  le  bromure  d’amijle. 

Fluorure  de  décyle  normal. 

En  remplaçant  le  fluorure  mercureux  par  le  fluorure  d’argent 
dans  la  préparation  du  fluorure  d’amyle,  j’ai  obtenu  des  résul¬ 
tats  un  peu  différents. 

Tout  d’abord,  en  raison  de  l’enrobage  du  fluorure  d’argent 
par  le  fluobromure  d’argent,  la  réaction  est  très  incomplète  et 
la  majeure  partie  du  bromure  d’amyle  se  retrouve  inaltérée. 


(*)  Voir  Bulletin  de  la  Soc.  Chnn.  de  France ,  1919,  t.  25,  p.  145. 
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Le  rendement  en  fluorure  d’amyle  est  mauvais  :  aux  dépens 
de  1.2  moi.  gr.  de  bromure  d’amyle  (182  grammes),  je  n’ai 
obtenu  que  14gr3  de  fluorure  d’amyle,  soit  13.5  °/0  du 
rendement  théorique  ;  il  se  fait,  par  contre,  peu  d’amylène.  Je  n’ai 
fixé  que  7gr25  de  brome  sur  le  produit  distillant  au-dessous 
de  75°;  ils  équivalent  à  3gr17  d’amylène,  soit  3.2  °/0. 

Après  avoir  distillé  au  bain-marie  l’amylène  et  le  fluorure 
d’amyle,  j’ai  extrait  de  la  masse  de  sels  d’argent  les  produits  non 
volatils  au  bain-marie,  par  distillation  au  bain  d’huile  sous 
pression  réduite. 

En  rectifiant  le  liquide  recueilli,  j’ai  isolé  d’abord  une  forte 
proportion  de  bromure  d’amyle  inaltéré  :  95  grammes  de  pro¬ 
duit  distillant  entre  124  et  130°,  soit  environ  52  °/0  du  bromure 
mis  en  oeuvre.  J’ai  vu  ensuite  le  thermomètre  s’élever  rapide¬ 
ment  au-dessus  de  170°  et  j’ai  obtenu  23  grammes  d’un  liquide 
distillant  de  175  à  187°,  le  résidu  de  distillation  étant  négli¬ 
geable  (lgl'3). 

Par  de  nouvelles  rectifications,  j’ai  séparé  du  distillât  recueilli 
de  175  à  187°,  18gr2  d’un  corps  à  point  d’ébullition  constant 
de  183°5-183°7  plus  2  grammes  de  têtes  et  2gr5  de  résidu. 

L’analyse  de  ce  produit  a  démontré  qu’il  était  constitué  de 
fluorure  de  décyle.  C10H21F1. 


0&r1379  de  substance  ont  donné  0^1941  H20 
et  0*4329  C02. 


Calculé  pour  C10Hdl  Fl. 


Trouvé. 

74.73 

13.60 


C  74.93 

H  13.23 


Le  fluorure  de  décyle  constitue  le  produit  principal  de  la 
réaction  du  fluorure  d’argent  sur  le  bromure  d’amyle  :  en 
comptant  comme  tels  les  23  grammes  de  substance  distillant  de 
175°  à  187°,  on  reconnaît  qu’ils  correspondent  à  24  °j0  du  bro¬ 
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mure  d’amyle  mis  en  œuvre,  alors  que  la  formation  du  fluorure 
d’amyle  n’avait  affecté  que  13.5  °/0  du  bromure. 

Le  fluorure  de  décyle  est  un  liquide  assez  mobile,  d’une 
odeur  peu  prononcée.  Sa  densité  est  de  0.792  à  10°2;  il  se 
solidifie  dans  un  mélange  d’alcool  et  de  C02  solide.  Je  n’en  ai 
pas  obtenu  des  quantités  suffisantes  pour  pouvoir  fixer  avec 
précision  ses  constantes  physiques. 

11  distille  sans  décomposition  sous  la  pression  atmosphé¬ 
rique.  Comme  les  autres  fluorures  d’alkyles,  il  se  décompose 
sous  l’action  de  l’acide  sulfurique  concentré. 

Fluorure  d’isoamyle. 

Ce  corps  a  été  décrit  par  Sydney-Young  (*)  comme  un  liquide 
bouillant  de  72°-92°.  A  priori  on  peut  déjà  affirmer  que  le  corps 
décrit  par  le  savant  anglais  n’est  pas  du  fluorure  d’amyle,  car 
l’acide  fluorhydrique  ne  s’unit  pas  aux  liaisons  éthyléniques. 

J’ai  essayé  de  préparer  le  fluorure  d’isoamyle  par  l’action  des 
fluorures  d’argent  et  de  mercurosum  sur  l’iodure  d’amyle, 
obtenu  par  l’action  de  l’iodure  de  phosphore  sur  l’alcool  amy- 
lique  de  fermentation.  J’ai  chaufïé  au  bain  d’huile  à  130°  le 
fluorure  mercureux  avec  un  excès  d’iodure  d’amyle  dans  l’appa¬ 
reil  décrit  plus  haut. 

Au  début,  il  distille  assez  rapidement  un  liquide  très  volatil, 
mais  après  quelques  heures  de  chauffe,  la  réaction  se  ralentit 
très  sensiblement,  et  j’ai  porté  la  température  du  bain  successi¬ 
vement  à  100°  puis  à  190°.  Après  12  heures,  dont  8  heures  de 
chauffe  à  130°,  la  réaction  est  terminée.  Le  dégagement  d’acide 
fluorhydrique  est  assez  peu  important. 

Aux  dépens  de  250  grammes  de  matière  d’amyle  j’ai  obtenu 
105  grammes  de  produit' brut. 


(4)  Sydney-Young,  Journ.  of  the  Chimical  Society,  1°,  T.  39,  490. 
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Ce  dernier,  après  lavage  par  l’eau  et  par  une  solution  alcaline, 
a  été  séché  et  rectifié.  La  distillation  commence  à  43°  et  le 
thermomètre  monte  lentement  à  57°,  température  qui  n’est  pas 
dépassée,  tant  qu’on  chauffe  au  bain-marie.  Le  résidu  est  de 
l’iodure  d’isoamyle  inaltéré.  J’ai  obtenu  70gr5  de  produit  bouil¬ 
lant  de  43  à  57°.  Il  absorba  20gr8  de  brome  et  renfermait,  par 
conséquent,  9grl  d’amylène.  Après  traitement  par  le  brome,  j’ai 
lavé  au  sulfite,  séché  et  distillé  le  fluorure  d’amyle  à  la  colonne 
de  Sydney-Young.  J’ai  obtenu  57gr5  de  produit  distillant  de  52° 
à  56°3,  qui  fut  soumis  à  une  série  de  rectifications. 

La  distillation  s’accompagne  d’un  dégagement  d’acide  fluorhy- 
drique,  aisément  reconnaissable  à  la  corrosion  de  la  colonne. 
J’ai  séparé  ainsi  un  liquide  ayant  un  point  d’ébullition  sensible¬ 
ment  constant  de  53°5. 

Mais  en  le  soumettant  à  une  nouvelle  rectification,  j’ai  observé 
que  la  distillation  commençait  à  50°  et  que  les  têtes  de  distilla¬ 
tion  absorbaient  du  brome. 

Quel  que  fut  le  soin  mis  à  éliminer  l’amylène  par  un  traite¬ 
ment  à  l’eau  de  brome,  j’ai  constaté  que  chaque  distillation 
entraînait  une  nouvelle  production  d’amylène  et  d’acide  fluorhy- 
drique. 

La  quantité  de  fluorure  d’isoamyle  ainsi  décomposée  n’est 
pas  considérable,  mais  elle  est  néanmoins  trop  importante  pour 
que  l’on  puisse  considérer  le  fluorure  d’isoamyle  ainsi  préparé 
comme  un  individu  chimique. 

Une  combustion  du  produit  bouillant  à  53°5  a  donné  les 
teneurs  en  carbone  et  hydrogène  : 


G  67.05 
H  12.44 


Calculé  pour  CgH^  Fl.  66.63 
12.07 


La  présence  d’une  petite  quantité  d’amylène  augmente  légère¬ 
ment  les  teneurs  en  carbone  et  en  hydrogène.  On  peut  cepen- 
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dant  reconnaître  que  le  produit  distillant  à  53°5  est  du  fluorure 
d’isoamyle  presque  pur. 

Ce  travail  ayant  été  fait  en  vue  d’obtenir  des  éthers  fluorés 
rigoureusement  définis  destinés  à  des  recherches  physico-chi¬ 
miques,  je  n’ai  pas  poursuivi  l’étude  de  la  préparation  des  fluo¬ 
rures  d’isoamyle,  les  résultats  obtenus  n’étant  pas  assez  encou¬ 
rageants  pour  tenter  la  préparation  de  ce  corps  aux  dépens  de 
l’alcool  isoamylique  pur.  Il  y  a  lieu,  en  effet,  de  remarquer  que 
si  même  je  n’eusse  pas  rencontré  les  difficultés  résultant  de  la 
décomposition  à  la  distillation,  le  produit  obtenu  eût  encore  été 
un  mélange  de  fluorure  de  méthylbutyle  2  et  de  méthylbutyle  3. 


Fluorure  d’Iieptyle  normal . 


J’ai  préparé  ce  fluorure  aux  dépens  du  bromure  d’heptyle.  Ce 
dernier  a  été  préparé  en  faisant  agir  l’acide  bromhydrique 
gazeux  à  refus  sur  l’alcool  heptylique  normal  chauffé  à  100°. 
J’ai  obtenu  l’alcool  heptylique  lui-même  par  réduction  de  l’iiep- 
tylate  d’éthyle  par  la  méthode  de  Bouvault. 

Le  bromure  d’heptyle  a  été  soumis  à  une  série  de  rectifications 
jusqu’à  constance  absolue  du  point  d’ébullition.  Celui-ci  est  de 
179°4-179°5  >corr.)  sous  758  millimètres  (Cross  donne  178°5, 
Nogert  175°5-177°5). 

En  chauffant  pendant  quarante-huit  heures  au  réfrigérant 
descendant  165  grammes  de  bromure  d’heptyle  avec  220  grammes 
de  fluorure  mercureux  à  100°,  en  présence  de  10  grammes  d’iode, 
j’ai  obtenu  95  grammes  de  produit  distillé.  Le  dégagement 
d’acides  fluorhydrique  et  bromhydrique  fut  moins  important 
que  dans  la  préparation  du  fluorure  d’amyle. 

Après  lavage  à  l’eau  et  à  Na2C03,  suivi  de  dessiccation,  j’ai 
rectifié  à  la  colonne  de  Sydney-Young.  La  distillation  commence 
à  1 10°  ;  le  thermomètre  monte  rapidement  à  110°  et  se  fixe  entre 
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118°  et  119°,  ne  dépassant  pas  124°.  Rendement  :  86  grammes. 
Pertes  dans  la  colonne  et  résidu  :  9  grammes. 

Le  produit  distillé  absorba  16gr3  de  brome,  correspondant  à 
10  grammes  d’heptylène. 

En  rectifiant  une  seconde  fois,  j’ai  isolé  73gr4  de  fluorure 
d’heptyle  brut,  distillant  entre  116°5  et  120°5.  Le  rendement 
s’élève  donc  à  67.2  °/0 ,  tandis  que  la  formation  d’heptylène 
n’atteint  que  11.8  °/0. 

Ces  rendements  sont  bien  meilleurs  que  ceux  que  j’ai  réalisés 
dans  la  préparation  au  fluorure  d’amyle. 

En  substituant  le  fluorure  d’argent  au  fluorure  mercureux 
j’ai  obtenu  des  résultats  beaucoup  moins  satisfaisants  : 

Dans  une  opération  faite  sur  195  grammes  de  bromure  d’hep¬ 
tyle,  chauffé  avec  150  grammes  de  fluorure  d’argent  pendant 
quarante- quatre  heures  à  140°,  et  puis  à  170°,  j’ai  obtenu 
61  grammes  de  fluorure  d’heptyle,  soit  46.8  °/0,et  25gr6  d’hepty¬ 
lène,  soit  23.5  %• 

Le  fluorure  d’heptyle,  soumis  à  cinq  tours  de  rectification, 
donna  finalement  un  produit  bouillant  constant  à  H9Ü7-119°9, 
sans  formation  d’acide  fluorhydrique. 

J’en  ai  achevé  la  purification  par  cristallisation  :  plongé  dans 
un  mélange  d’alcool  et  d’anhydride  carbonique  solide,  le 
fluorure  d’heptyle  cristallise;  les  cristaux  commencent  à  fondre 
à  74°.  En  séparant  les  eaux  mères  et  en  répétant  plusieurs  fois 
la  congélation,  j’ai  obtenu  des  cristaux  dont  le  point  de  fusion 
restait  constant  à  —  73°,  sans  que  je  garantisse  cependant  ce 
point  de  fusion,  étant  donné  que  j’ai  dû  mesurer  cette  tempé¬ 
rature  avec  un  thermomètre  pour  lequel  je  ne  possédais  pas  de 
table  de  correction. 

Analyse  :  0sr1876  de  substance  ont  donné  0»r2 120  1LO 


et  0sr4883  CO,. 

Calculé 

pour  C71J15  FL 

Trouvé. 

C 

71.12 

71.00 

H 

12.80 

12.63 
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Le  point  d’ébullition  du  fluorure  d’heptyle  purifié  par  cristal¬ 
lisation  est  de  il 9°  sous  755  millimètres. 

Sa  densité  à  21°  est  de  0.8029. 

Ses  indices  à  21°5  sont  respectivement  de 

1.38358 
1.3855 
1.3899 
1.39358 

Sa  chaleur  de  combustion  est  de  9475.2  cal.  par  gramme, 
soit  de 


7la. 

D  . 

nv 


1119.5  cal.  sous  volume  constant  ; 

par  mol.  gr.  (*). 

1121.5  cal.  sous  pression  constante  ] 

Sa  résistance  à  l’action  de  la  potasse  est  remarquable  : 
5  grammes  de  fluorure  d’heptyle  ont  été  traités  à  froid  par 
25  grammes  de  potasse  alcoolique  à  16  %  pendant  vingt  heures. 
11  ne  se  fit  pas  de  fluorure  de  sodium.  J’ai  chauffé  ensuite  en 
tubes  scellés  pendant  quatre  heures  à  120°.  Le  contenu  du  tube 
fut  traité  par  l’eau;  le  liquide  insoluble  séparé  n’absorbe  pas 
0gr05  de  brome. 

Agité  avec  de  l'acide  sulfurique  concentré,  il  se  décompose  en 
brunissant,  avec  dégagement  d’acide  fluorhydrique,  mais  la 
réaction  est  moins  rapide  que  pour  le  fluorure  d’amyle,  et 
l’attaque  ne  se  fait  facilement  qu’à  chaud. 

L’amalgame  de  sodium,  en  présence  d’alcool  à  80  °/0,  ne  le 
réduit  pas. 


(*)  F.  Swarts,  Études  thermo-chimiques  sur  les  combinaisons  fluorées.  (Journal 
de  Chim.  Phys.,  t.  lxxxvii,  4919,  p.  1.) 
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Fluorure  cToctyle  normal. 

Ce  fluorure  a  été  décrit  par  Paterno  (*),  qui  l’a  obtenu  par 
l’action  du  fluorure  d’argent  sur  l’iodure  d’octyle  normal.  Le 
savant  italien  a  constaté  qu’il  se  formait  en  même  temps 
une  proportion  importante  d’octylène.  Il  décrit  le  fluorure 
d’octyle  comme  un  liquide  bouillant  de  130°  à  134°,  d’une 
densité  de  0°798  à  0°. 

J’ai  opéré  dans  les  mêmes  conditions  que  lui,  dans  un  appareil 
de  verre,  et  en  mélangeant  de  sable  le  fluorure  d’argent.  J’ai 
cbauiïe  pendant  deux  heures  au  bain-marie,  puis  entraîné  à  la 
vapeur  d’eau.  Le  produit  entraîné  fut  traité  à  froid  par  le 
brome  et  lavé  ensuite  au  sulfite  et  au  carbonate  de  soude. 

En  rectifiant  dans  le  vide  j’ai  obtenu  aux  dépens  de 
100  grammes  d’iodure  d’octyle  17  grammes  de  produit  bouillant 
au-dessous  de  80°  sous  30  millimètres  et  30  grammes  de  bromure 
d’octylène. 

Le  liquide  bouillant  au-dessous  de  80°,  rectifié  sous  la  pression 
atmosphérique,  distille  intégralement  de  140°  à  145°,  avec  point 
fixe  compris  entre  142°  et  142°5. 

C’est  le  fluorure  d’octyle,  comme  le  démontre  l’analyse. 

0sri920  de  substance  ont  donné  0er5100  C02  et  0&r2245  H20. 

Soit  G  72.45%  Calculé  G  72.65 

H  12.99%  H  12.97 

Quelques  constantes  du  fluorure  d’octyle  ont  été  déterminées 
sur  un  échantillon  de  50  grammes,  provenant  de  rectifications 
répétées  du  produit  de  quatre  opérations. 


(*)  A  thi.  d.  R.  Acad,  d .  Lenceit  1907,  p.  165. 
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Densité  à  14°,  0.81200,  de  0.8036  à  21°. 

Point  d’ébullition  142°5  sous  75mm. 

Indice  de  réfraction  à  14°1. 

na . 1.3952 

nD . 1.3970 

np . 1.40175 

wr .  1.43565 

Sa  chaleur  de  combustion  (*)  est  de  9602.1  calories  par 
gramme;  de  1268.7  calories  sous  volume  constant,  de  1271  calo¬ 
ries  sous  pression  constante,  par  molécule  gramme. 

Paterno  assigne  au  fluorure  d’octyle  un  point  d’ébullition  de 
130-134°  ;  il  y  a  probablement  là  une  erreur  de  transcription. 
La  densité  que  donna  le  savant  italien  est  sensiblement  inférieure 
à  celle  que  j’ai  trouvée. 

Le  fluorure  d’octyle  distille  sans  décomposition;  l’acide  sulfu¬ 
rique  concentré  l’attaque  avec  dégagement  d’acide  fluorhydrique. 
L’amalgame  de  sodium  ne  le  réduit  pas. 

Fluorure  de  cétyle.  —  J’ai  constaté  que  dans  la  réaction  se 
formait  un  liquide  très  diflicilement  entraînable  par  l’eau;  je 
l’ai  enlevé  par  l’éther  et  rectifié. 

Il  distille  sans  décomposition  entre  285°  et  289°,  et  une 
deuxième  rectification  m’a  donné  un  produit  bouillant  à  la  tem¬ 
pérature  constante  de  287°5. 

Il  se  solidifie  à  la  température  ordinaire;  je  n’ai  pu  déterminer 
son  point  de  fusion,  l’échantillon  ayant  disparu  de  mon  labora¬ 
toire  pendant  son  occupation  par  les  suppôts  de  l’ennemi. 


(*)  Voir  F.  Swarts,  Journal  de  Chimie  physique,  1.  c. 


1921.  SCIENCES. 
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L’analyse  de  ce  corps  a  prouvé  que  c’était  le  fluorure  de 
cétyle  : 

Qgr2001  de  substance  ont  donné  0,5749  C02  et  0,2435  H20 

C  H 

Calculé  pour  C16H33  Fl.  78.59  13.63 

Trouvé  78.40  13.56 

Le  fluorure  de  cétyle  est  un  liquide  presque  inodore,  d’une 
densité  de  0.809  à  17°5.  Il  bout  à287°5  sous  la  pression  atmo¬ 
sphérique,  à  181°  sous  24  millimètres 

Sous  l’action  de  l’acide  sulfurique  concentrée,  il  se  décompose 
en  brunissant  et  dégage  de  l’acide  fluorhydriqne. 

Fluorure  d’octyle  secondaire. 

Je  l’ai  préparé  par  l’action  du  fluorure  d’argent  sur  l’iodure 
correspondant.  La  réaction  étant  très  violente  et  s’accompa¬ 
gnant  d’un  dégagement  abondant  d’acides  iodhvdrique  et  fluor- 
hydrique,  j’ai  chercher  à  la  modérer  en  ajoutant  le  fluorure 
d’argent  par  petites  portions  à  l’iodure,  maintenu  froid. 

Voici  le  détail  d’une  opération  : 

A  220  grammes  d’iodure  3’octyle  j’ai  ajouté  par  portions  de 
10  grammes  110  grammes  de  fluorure  d’argent  sec.  Chaque 
introduction  de  fluorure  argentique  donne  lieu  à  une  élévation 
de  température  très  marquée.  L’addition  de  fluorure  fut  faite 
en  cinq  heures.  J’ai  chauffé  ensuite  au  reflux  à  150°  pendant 
deux  heures,  puis  distillé  au  bain  d’huile  à  180°.  J’ai  recueilli 
ainsi  86  grammes  de  produit  passant  à  la  distillation  entre  110 
et  150°.  La  distillation  s’accompagne  d’un  dégagement  d’acide 
fluorhydrique. 

En  rectifiant,  j’ai  recueilli  : 

2  gr.  au-dessous  de  127° 

74  gr.  de  127°  à  136° 

8  gr.  distillant  de  136  à  145°. 

Un  résidu  insignifiant. 
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Il  ne  se  fait  donc  pas  de  condensation  avec  formation  d’un 
noyau  en  C16. 

Tous  ces  produits  absorbaient  du  brome  ;  la  quantité  totale 
de  brome  fixée  fut  de  73gr4,  correspondant  à'  51grl  d’octylène. 

La  décomposition  est  donc  très  importante  :  pour  1  molécule 
fluorure  d’octyle  secondaire,  il  se  fait  2  molécules  d’octylène. 

Pour  séparer  le  fluorure  d’octyle,  j’ai,  après  lavage  au  sulfite 
et  dessiccation,  distillé  sous  pression  réduite;  j’ai  obtenu  ainsi 
33  grammes  de  produit  bouillant  au-dessous  de  60°  sous  40,nm, 
puis  du  bromure  d’octylène  distillant  à  136°  sous  40mm  de  pres¬ 
sion. 

Le  fluorure  d’octyle  rectifié  quatre  fois  m’a  fourni  finalement 
une  portion  à  point  d’ébullition  de  139°3. 

Analyse  :  0&r27705  de  substance  ont  donné  0sr7319  CO2 
et  0er3239  H20. 


Calculé  pour  C8H17  Fl. 


Trouvé, 

72.29 

12.94 


C  72.45 

H  42.99 


L’étude  de  ce  composé  a  été  interrompue  par  les  événements 
de  la  guerre  et  n’a  pas  été  reprise  :  je  n’ai  pu  me  procurer  le 
matériel  expérimental  nécessaire.  Si  je  communique  néan¬ 
moins  ces  quelques  données,  c’est  afin  de  montrer  combien  les 
dérivés  secondaires  ont  une  tendance  plus  prononcée  à  passer  à 
l’état  d’alkylène  sous  l’action  des  agents  de  fluoruration. 


Laboratoire  de  Chimie  générale 
de  l’Université  de  Gand. 
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Physico-chimie.  —  Réduction  des  oxydes  métalliques 
par  l’effluve  électrique 

(quatrième  communication), 

r 

par  A.  de  HEMPTINNE,  membre  de  l’Académie. 

Nous  avons  vu  qu’en  opérant  à  une  pression  assez  réduite 
et  en  plaçant  des  électrodes  à  une  distance  suffisante,  on  peut 
réaliser  une  effluve  uniforme  sans  interposer  de  diélectriques. 
L’expérience  a  prouvé  que  dans  ces  conditions  il  est  possible 
d’utiliser  un  courant  continu  si  les  substances  sur  lesquelles  on 
opère  n’offrent  pas  une  résistance  trop  grande  au  passage  de 
l’électricité.  L’emploi  du  courant  continu  permet  de  distinguer 
l’action  des  particules  positives  et  négatives,  et  à  cet  égard  son 
usage  est  particulièrement  intéressant. 

Au  début,  nous  avons  utilisé  comme  source  de  courant  con¬ 
tinu  une  machine  statique  de  Whimshurstà  quatre  plateaux;  le 
débit  en  est  très  régulier  si  elle  est  actionnée  par  un  moteur 
à  vitesse  constante,  mais  le  courant  n’a  qu’une  faible  intensité; 
pour  ce  motif  il  a  été  nécessaire  de  réduire  la  dimension  de 
l’appareil  à  effluve.  Dans  la  suite  nous  avons  pu  utiliser  le 
courant  continu  du  réseau  de  la  ville  mis  en  série  avec  une 
batterie  d’accumulateurs.  Nous  disposions  ainsi  de  660  volts 
environ.  Même  lorsque  le  courant  passe  à  un  potentiel  relative¬ 
ment  bas  il  faut  utiliser  un  potentiel  assez  élevé  pour  amorcer 
le  passage  de  l’effluve  dans  le  gaz.  De  fortes  résistances  liquides 
placées  dans  le  circuit  permettent  de  régler  l’intensité  du 
courant. 
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L’appareil  à  effluve  (fig.  1)  se  compose  d’un  récipient  en 
verre  de  34  millimètres  de  diamètre  et  de  70  millimètres  de 
hauteur,  fermé  par  un  couvercle  B  soigneusement  rodé;  ce 
dernier  porte  l’électrode  E  de  25  millimètres  de  diamètre  sur 
laquelle  se  trouvent  placés  de  petits  récipients  contenant  de 
l’anhydride  phosphorique.  La  seconde  électrode  F,  placée  à 
25  millimètres  de  la  première,  est  formée  d’une  pièce  métallique 
de  25  millimètres  de  diamètre  enchâssée  dans  un  cylindre  en 
verre  de  5  millimètres  de  hau¬ 
teur.  La  substance  sur  laquelle 
on  opère  recouvre  la  surface 
de  cette  électrode.  Le  courant 
y  est  amené  par  un  fil  de  pla¬ 
tine  C  et  par  l’intermédiaire 
d’une  petite  quantité  de  mer¬ 
cure  sur  lequel  repose  l’élec¬ 
trode.  Des  précautions  doivent 
être  prises  et  tout  doit  être 
disposé  de  manière  à  réaliser 
le  passage  de  l’effluve  entre 
l’électrode  E  et  la  surface  de 
la  substance,  en  évitant  toute 
perte  par  un  passage  direct 
entre  l’électrode  E  et  la  partie  inférieure  de  l’électrode  F  ou  le 
mercure.  Le  tube  U  met  l’appareil  en  communication  avec  la 
source  d’hydrogène  et  la  jauge  de  Mac  Leod.  L’observation  de  la 
variation  de  la  pression  permet  de  calculer  le  nombre  N  de  molé¬ 
cules  d’hydrogène  fixées  sous  forme  d’eau.  Un  galvanomètre 
Deprez  d’Arsonval,  placé  dans  le  circuit,  indique  l’intensité  du 
courant;  on  en  déduit  le  nombre  de  coulombs  utilisés.  Un  volta¬ 
mètre  minuscule  donne  des  indications  analogues  ;  elles  ne  doivent 
cependant  être  prises  en  considération  qua  titre  d’indication. 

En  effet,  la  mesure  d’un  dégagement  électrolytique  d’hydro¬ 
gène  de  quelques  millimètres  cubes  est  sujette  à  erreur,  de  petites 


Fig.  1. 
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bulles  restées  adhérentes  à  l’électrode  n’ont  peut-être  pas  un 
volume  négligeable  comparé  à  celui  que  l’on  mesure,  et  il  y  a  de 
ce  chef  un  déficit  ;  de  plus  un  tube  de  dimensions  réduites  se 
prête  mal  à  des  mesures  exactes,  à  cause  des  effets  de  capillarité. 

Nous  avons  donc  basé  tous  nos  calculs  sur  les  mesures  gal- 
vanométriques. 

Provisoirement  nous  admettrons  que  les  ions  sont  formés  par 
le  départ  d’un  électron  de  la  molécule  d’hydrogène.  Nous  dési¬ 
gnerons  par  N;  le  nombre  d’ions  positifs  ainsi  formés  et  par 
Ne  le  nombre  d’électrons;  dans  cette  hypothèse  N~Ne  et  chaque 
ion  porte  une  charge  égale  à  celle  de  l’ion  électrolytique.  Un 
coulomb  dégage  0CC,1 16  d’hydrogène,  soit  0,116  X  3,1019  molé¬ 
cules  ou  0,116  X  6.1019  ions.  Nous  admettrons  aussi  à  titre 
d’hypothèse  que  chaque  ion  positif,  c’est-à-dire  la  molécule 
d’hydrogène  privée  de  son  électron,  est  capable  de  fixer  directe¬ 
ment  un  atome  d’oxygène,  si  tel  est  le  cas  et  si  N  désigne  le 
nombre  de  molécules  d’hydrogène  fixées  : 


de  même  si  nous  admettons  que  chaque  électron  libère  un  atome 
d’oxygène  qui  se  combine  à  son  tour  à  une  molécule  d’hydro¬ 
gène,  on  aura 


On  peut  évidemment  encore  faire  d’autres  hypothèses,  par  exemple 
que  l’ion  d’hydrogène  est  la  conséquence  du  départ  de  deux  élec¬ 
trons  :  sa  charge  sera  alors  double,  et  si  nous  désignons  par 
N'f  et  N'e  le  nombre  d’ions  et  d’électrons  ainsi  formés  on  aura 


Ni 


■ .  jn:  =  N, .  N  M  N' 


Dans  cette  hypothèse 


N 


OU 


=  0,6, 


N  __  N 

We  ~  ÎNc 
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Mais  on  peut  encore  supposer  que  deux  électrons  sont  néces¬ 
saires  pour  libérer  un  atome  cl’oxygène  en  saturant  les  valences 
du  métal;  cela  semble  logique  étant  donné  la  bivalence  de 
l’oxygène  ;  alors 

I  =  0)S  ou  1  =  0,5, 

car  Ne  &=  NV 

Ce  sont  les  résultats  expérimentaux  qui  doivent  nous  ren¬ 
seigner  sur  la  valeur  respective  des  hypothèses  précédentes. 

Recherches  sur  le  bioxyde  de  plomb. 

Cette  substance  se  prête  bien  aux  recherches  ;  elle  ne  semble 
pas  offrir  une  trop  forte  résistance  au  passage  de  l’électricité  et 
elle  permet  d’obtenir  une  effluve  régulière  entre  les  deux  élec¬ 
trodes.  Les  tableaux  suivants  résument  les  résultats  des  expé¬ 
riences.  Dans  la  première  colonne  se  trouve  le  temps  exprimé 
en  minutes  ;  dans  la  seconde  les  pressions  ;  dans  la  troisième  la 
différence  des  pressions  constatées  entre  deux  observations  suc¬ 
cessives  divisée  par  le  temps. 

Ce  quotient  donne  une  idée  de  la  vitesse  relative  de  transfor¬ 
mation  pendant  le  temps  considéré. 

Dans  la  quatrième  la  différence  de  potentiel  entre  les  deux 
électrodes. 


ï.  —  Intensité  moyenne  du  courant  :  1.9.10 ~5  ampères . 
L'électrode  inférieure  est  reliée  au  pôle  positif. 


Temps. 

Pressions. 

Variation 
par  minute  X  105. 

Volts. 

— 

— 

— 

... 

0 

0,569 

285 

30 

0,534 

1 

290 

60 

0,496 

1.2 

295 

90 

0,463 

1.1 

300 

120 

0,441 

1.2 

305 

150 

0,417 

0.7 

310 
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Le  volume  d’hydrogène  disparu  a  été  de  30mm3.  Il  y  a  eu 
18mm3L  dégagés  au  voltamètre;  d’après  les  coulombs  utilisés 
on  aurait  dû  avoir  19,8.  Dans  le  cas  actuel  le  bioxyde  de  plomb 
est  soumis  à  l’action  des  électrons  négatifs  ^  =  0,78. 

La  valeur  de  ce  rapport  est  sans  doute  au-dessous  de  la  réalité, 
si  l’on  tient  compte  du  fait  que  pendant  les  trente  dernières 
minutes,  il  y  a  eu  un  ralentissement  dans  la  vitesse  de  trans¬ 
formation. 

IL  —  Intensité  moyenne  du  courant  1.8.10~5  ampères. 

Électrode  inférieure  reliée  au  pôle  négatif. 


Temps. 

Pressions. 

Variation  de  la  pression 
par  minute  X  103. 

Volts. 

— 

— 

— 

— 

0 

0,540 

470 

30 

0,456 

1.4 

» 

60 

0,393 

1.5 

» 

90 

0,348 

1.5 

550 

120 

0,310 

1.27 

» 

130 

0,304 

0.6 

800 

'  130 

Réintroduit  de  l’hydrogène. 

0,630 

475 

160 

0,577 

1.7 

470 

190 

0,524 

1.7 

» 

Hydrogène  absorbé:  61mm36.  Hydrogène  dégagé  au  voltamètre  : 
20mm34  ;  calculé  d’après  les  coulombs  :  23,8.  Le  rapport  ^.  =  1,5. 

On  remarquera  qu’à  partir  de  90'  environ,  la  tension  com¬ 
mence  à  croître  et  la  vitesse  de  transformation  à  diminuer  ;  ces 
effets  s’accentuent  très  rapidement  vers  120'  :  c’est  que  l’on 
s’approche  de  la  pression  critique;  l’effluve  passe  avec  une 
difficulté  croissante  entre  les  électrodes;  elle  tend  à  les  con¬ 
tourner;  c’est  sans  doute  pour  ce  motif  que  la  transformation 
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diminue.  La  réintroduction  d’hydrogène,  qui  a  pour  effet  d’aug¬ 
menter  la  pression,  accroît  de  nouveau  la  vitesse  de  transforma¬ 
tion.  Il  est  encore  prématuré  de  tirer  des  conclusions  des 
valeurs  obtenues  avant  d’avoir  multiplié  les  recherches  en  modi¬ 
fiant  les  conditions  expérimentales.  On  peut  faire  varier  la 
pression  du  gaz  et  l’intensité  du  courant. 

Il  y  a  lieu  de  rechercher  les  conditions  pour  lesquelles  l’éner¬ 
gie  cinétique  des  particules  est  la  plus  petite  possible,  mais 
suffisante  pour  pénétrer  dans  l’orbite  des  électrons  qui  entou¬ 
rent  les  atomes  et  la  molécule  afin  d’y  déterminer  la  transfor¬ 
mation  chimique.  On  élimine  dans  ces  conditions  les  effets 
calorifiques  éventuels  et  l’on  ne  se  trouve  plus  en  présence  que 
d’actions  électriques.  Ces  conditions  sont  réalisées  pour  une 
distance  suffisante  des  électrodes  et  une  pression  assez  réduite, 
pas  trop  voisine  cependant  de  la  pression  critique.  La  variation 
de  l’intensité  du  courant  est  en  relation  avec  la  différence  de 
potentiel  entre  les  électrodes;  celle-ci  n’est  intéressante  qu’à 
titre  d’indication  ;  on  sait,  en  effet,  quelle  est  la  somme  des 
différences  des  diverses  régions  de  la  décharge,  et  en  particulier 
de  la  chute  de  potentiel  plus  ou  moins  brusque  au  voisinage  des 
électrodes,  chute  cathodique,  chute  anodique,  dont  dépend 
principalement  l’énergie  cinétique  des  ions  positifs  et  négatifs. 
Il  y  aura  donc  un  potentiel  de  réduction,  de  même  qu’il  y  a 
un  potentiel  d’ionisation.  Pour  le  moment  l’appareil  n’étant 
pas  approprié  à  la  détermination  de  la  chute  de  potentiel  au 
voisinage  immédiat  de  l’électrode,  nous  nous  sommes  contenté 
de  rechercher  s’il  y  a  une  limite  de  courant  au-dessous  de 
laquelle  le  phénomène  de  réduction  n’a  plus  lieu  et  si  cette 
limite  varie  avec  la  nature  des  particules  électrisées  et  avec  la 
substance.  Les  tableaux  suivants  résument  les  résultats  des 
expériences.  La  première  colonne  contient  le  numéro  d’ordre  de 
chaque  expérience;  dans  la  seconde  se  trouve  inscrite  la  durée  de 
chaque  expérience  distincte  exprimée  en  minutes;  dans  la 
troisième  la  pression  au  commencement  et  à  la  fin  de  chaque 
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expérience  ;  dans  la  quatrième  les  intensités  exprimées  en  ampères; 
dans  la  cinquième  la  tension  exprimée  en  volts;  dans  la  sixième 
la  valeur  des  rapports  ^  ou  îj-,  suivant  que  l’électrode  inférieure 
est  reliée  au  pôle  positif  ou  négatif. 

Les  expériences  trois  et  six  du  tableau  III  ont  été  faites  avec 
le  courant  de  la  machine  statique,  les  suivantes  avec  le  courant 
continu  de  la  ville  et  de  la  batterie  d’accumulateurs.  Le  bio¬ 
xyde  de  plomb  a  été  renouvelé  à  différentes  reprises,  afin  d’éviter 
un  ralentissement  trop  grand  de  la  réduction  dû  à  la  dégrada¬ 
tion  de  la  surface  active. 


Bioxyde  de  plomb  Pb02. 

111.  —  Électrode  inférieure  positive. 


*X103 

N 

T 

P 

ampères. 

V 

Ne 

1) 

60'  .  . 

0,344 
*  •  0.344 

0,081 

328 

0 

2) 

40'  .  . 

0,334 
•  ‘  0,334 

0,16 

352 

0 

3) 

40'  .  . 

0,439 
•  *  0,439 

0,43 

273 

0 

4) 

120'  .  . 

0,630 

0,610 

0,56 

354 

0,35 

5) 

30'  . 

0,334 
‘  *  0  324 

0,6 

382 

0,7 

6) 

20'  .  . 

0360 
”  0,347 

1,7 

275 

0,9 

7) 

30'  . 

0,600 

0,370 

1,7 

377 

0,8 

8) 

13'  .  . 

0,310 
*  •  0,472 

3,34 

370 

1,1 

9) 

5'  .  . 

0,364 
*  .  0,339 

7 

325 

1,1 

L’aspect  de  l’effluve  entre  les  électrodes  varie  avec  la  pression 
et  l’intensité  du  courant;  on  y  trouve  les  régions  caractéristiques 
plus  ou  moins  accentuées  :  luminescence  négative,  espace  sombre, 
colonne  positive.  On  sait  que  la  chute  anodique  varie  peu  ou 
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même  décroît  avec  l’intensité  du  courant,  sauf  pour  les  courants 
très  faibles,  pour  lesquels,  comme  l’a  montré  Wilson,  elle  décroît 
rapidement  avec  l’intensité.  Il  est  probable  que  dans  ce  cas 
l’énergie  cinétique  des  électrons  est  réduite  au  point  de  n’être 
plus  suffisante  pour  agir  sur  la  molécule,  ce  qui  explique  la 
valeur  nulle  du  rapport  ^  dans  les  cas  1,2,3,  et  la  valeur  réduite 
pour  4,  5;  à  partir  de  l’intensité  1,  7,  10~5  la  valeur  du  rapport 
se  rapproche  sensiblement  de  ïhinité,  même  pour  des  intensités 
très  différentes. 


Bioxyde  de  plomb  Pb02. 


IY.  - 

-  Électrode 

;  inférieure 

négative 

i  X  105 

N 

T 

P 

ampères. 

V 

Wi 

1) 

120'  .  . 

.  0,544 
•  '  0,526 

0,081 

485 

2,7 

2) 

70'  .  . 

0,520 
*  *  0,512 

0,16 

487 

1,6 

3) 

48'  .  . 

0,610 

•  '  0,600 

0,36 

463 

1,6 

4) 

10'  .  . 

0,431 
•  •  0,427 

1,2 

346 

1,7 

3) 

20'  .  . 

0,547 
*  0,513 

1,7 

358 

1,4 

6) 

10'  . 

0.55 
•  *  0,51 

3,34 

492 

1,5 

7) 

5'  .  . 

0,405 
*  *  0,364 

7 

398 

1,6 

La  valeur  du  rapport  qui  atteint  2,7  pour  un  courant  très 
faible,  décroît  ensuite  pour  atteindre  une  valeur  moyenne 
d’environ  1,5.  Nous  insistons  sur  le  fait  que  la  valeur  Y  de  la 
différence  de  potentiel  entre  les  deux  électrodes  ne  nous  renseigne 
en  rien  sur  la  chute  de  potentiel  au  voisinage  immédiat  de  l’élec¬ 
trode  qui  seule  nous  intéresse;  la  différence  Y  ne  dépend  pas  seu- 
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lement,  en  effet,  de  la  pression  du  gaz  et  de  l’intensité  du  courant, 
mais  encore  de  l’épaisseur  de  la  couche  de  l’oxyde  métallique,  et 
l’épaisseur  de  celle-ci  a  plus  ou  moins  varié  d’une  expérience 
à  l’autre. 

Comme  nous  le  verrons  plus  loin  à  propos  de  la  réduction  de 
l’oxyde  de  fer  magnétique,  on  obtient  également  pour  les  inten¬ 
sités  très  faibles  des  valeurs  relativement  élevées  pour  le  rapport 
Ces  faits  semblent  anormaux  $t  à  première  vue  difficilement 
explicables  si  l’on  admet  que  la  réaction  ne  s’effectue  que  pour 
une  certaine  énergie  cinétique  des  ions  correspondant  à  un 
potentiel  déterminé.  Les  phénomènes  peuvent  cependant  s’inter¬ 
préter  de  la  manière  suivante  :  Dans  la  couche  de  gaz  en  contact 
avec  l’oxyde  métallique,  il  existe  un  certain  nombre  de  molécules 
qui  ont  subi  le  choc  des  ions  sans  être  ionisées;  l’état  vibratoire 
des  atomes  et  des  électrons  de  l’édifice  moléculaire  en  est  ainsi 
modifié  et  de  ce  chef  l’activité  chimique  de  ces  molécules  est 
accrue;  si  le  nombre  des  molécules  ainsi  prédisposées  est  rela¬ 
tivement  grand  comparé  à  celui  des  ions,  la  valeur  du  rapport 
^  croîtra. 

Elle  décroîtra  pour  des  courants  plus  intenses  pour  lesquels 
le  nombre  des  molécules  actives  non  ionisées  devient  relativement 
petit  comparé  au  nombre  des  molécules  ionisées. 

Oxyde  de  cuivre  GuO. 

Y.  —  Électrode  inférieure  positive. 

i  X  10*  N 


T 

V 

ampères. 

V  - 

Ne 

t) 

30'  .  . 

0,47 
•  *  0  47 

0,45 

413 

0 

2) 

60'  .  . 

0,472 
*  •  0,468 

1,8 

430 

0,02 

3) 

30'  .  . 

0,579 
•  *  0,470 

3,3 

447 

0,06 

4) 

20'  .  . 

0,470 
*  '  0,435 

6,9 

406 

0,4 
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YI. 

—  Électrode 

inférieure  négative. 

i  x  10* 

N 

T 

P 

ampères. 

V 

Wi 

1) 

20'  . 

.  .  .  0,52 

0,45 

549 

0 

2) 

40'  . 

0,520 
•  '  •  0,500 

1,8 

575 

0,12 

3) 

40'  . 

0,500 
•  •  ’  0,480 

3,3 

645 

0,3 

4) 

126'  . 

0,530 
*  •  *  0,510 

6,9 

680 

0,4 

Oxyde  de  fer  magnétique  Fe304. 

VII. 

—  Électrode 

inférieure  positive. 

i  x  10* 

N 

T 

P 

ampères. 

V 

We 

1) 

120'  . 

0,473 
•  •  0.466 

0,054 

379 

1,4 

2) 

60'  . 

0,480 
•  •  •  0,473 

0,14 

348 

1,1 

3) 

30'  . 

0  444 
•  ‘  •  0,438 

0,55 

410 

1,4 

VIII. 

—  Électrode 

inférieure  négative. 

1) 

50'  . 

0,456 
*  *  •  0,448 

0,054 

541 

11 

2) 

50'  . 

0,534 

•  *  *  0,518 

0,06 

458 

8 

3) 

21'  . 

0,408 
•  ’  •  0,395 

0,24 

609 

3 

4) 

15'  . 

0,425 
•  *  '  0,408 

0.59 

589 

3 

Comme  nous  l’avons  dit  précédemment,  ce  sont  les  résultats 
expérimentaux  qui  doivent  nous  renseigner  sur  la  valeur  respec¬ 
tive  des  hypothèses.  Le  fait  que  pour  l’oxyde  de  cuivre  on 
obtient  pour  et  ?L  des  valeurs  voisines  de  0,5  tend  à  faire 
croire  que  les  ions  sont  formés  par  le  départ  de  deux  électrons 
de  la  molécule  d’hydrogène  et  que  deux  électrons  sont  néces¬ 
saires  pour  libérer  un  atome  d’oxygène.  Mais,  d’autre  part,  les 
résultats  obtenus  pour  le  bioxyde  de  plomb  et  l’oxyde  de  fer  ne 
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s’accordent  pas  à  première  vue  avec  cette  manière  de  voir,  puis¬ 
que  les  valeurs  de  ^  et  ^  sont  supérieures  à  Il  est  vrai  que 
l’on  peut  expliquer  ces  résultats  par  l’intervention  de  molécules 
non  ionisées  mais  devenues  plus  actives  grâce  à  un  état  vibra¬ 
toire  plus  intense  communiqué  à  l’édifice  moléculaire  par  le 
choc  des  particules  électrisées.  Cependant,  s’il  est  vrai  que 
l’atome  d’hydrogène  ne  contient  qu’un  électron,  il  nous  semble 
peu  probable  que  l’ionisation  réalisée  dans  une  effluve  très 
faible  puisse  détacher  d’emblée  les  deux  seuls  électrons  de  la 
molécule  d’hydrogène.  Mais  il  faut  alors  expliquer  pourquoi 
dans  presque  toutes  nos  expériences,  soit  avec  courant  continu, 
soit  avec  courant  alternatif,  nous  avons  toujours  obtenu  pour 
l’oxyde  de  cuivre  et  l’oxyde  de  plomb  des  valeurs  se  rapprochant 
de  la  moitié  de  celles  obtenues  dans  les  mêmes  conditions  pour 
le  bioxyde  de  plomb.  Il  suffira  pour  cela  d’admettre  que  les 
deux  corps  en  question  ne  contenant  qu’un  atome  d’oxygène 
pour  un  atome  de  métal,  l’application  de  la  règle  de  probabilité 
la  plus  simple  sera  que  la  moitié  seulement  des  électrons  et  des 
ions  viendra  en  contact  avec  l’oxygène  de  l’oxyde  métallique, 
l’autre  moitié  abandonnant  sa  charge  sans  rencontrer  d’oxygène 
et,  par  suite,  sans  exercer  d’effet  réducteur.  On  s’explique  ainsi 
pourquoi  les  effets  réducteurs  sont  notablement  plus  intenses 
pour  les  composés  riches  en  oxygène. 

En  résumé,  la  première  hypothèse  nous  semble  la  plus  pro^ 
bable,  mais  il  est  en  outre  nécessaire  d’admettre  l’intervention 
de  molécules  actives  non  ionisées  dans  le  voisinage  de  la  couche 
d’oxyde  métallique  et  de  tenir  compte  du  nombre  d’atomes 
d’oxygène  qui  entourent  le  métal. 

Les  molécules  actives  sont  peut-être  de  l’hydrogène  actif  H3 
dont  J. -J.  Tomson  a  révélé  la  présence  dans  les  rayons  positifs 
et  dont  Wendt  et  Landauer  (*)  semblent  avoir  prouvé  l’existence 
dans  d’autres  conditions. 


(*)  J.  Amer.  Cti.  Soc.,  42, 4920,  p.  930. 
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Physique.  —  Sur  une  relation  entre  les  températures 
absolues  de  fusion,  d’ébullition  et  critiques  des 
corps, 

par  Edm.  VAN  AUBEL,  membre  de  la  Classe. 

M.  Maurice  Prud’homme  a  fait  connaître  (*)  la  relation 
suivante  : 

=  =  (b 

dans  laquelle  Ty,  Te,  et  Tc  désignent  respectivement  les  tem¬ 
pératures  absolues  de  fusion,  d’ébul  ition  (sous  la  pression 
ordinaire)  et  critique  d’un  corps.  Cette  relation,  obtenue  empi¬ 
riquement,  et  que  l’on  peut  établir  à  priori,  paraît  être  l’ex¬ 
pression  d'une  loi  générale  ;  la  quantité  r  est  sensiblement 
constante  pour  plusieurs  groupes  d'éléments  sur  lesquels 
M.  Maurice  Prud’homme  a  fait  porter  la  vérification,  et  no¬ 
tamment  pour  les  chlorures  des  métaux  du  groupe  IY  et  des 
métalloïdes  du  groupe  Y.  Le  rapport  r  est  généralement  compris 
entre  1  et  1.1.  Quand  il  est  égal  à  \ , 

Tc  =  Te  +  T  r» 

c’est-à-dire  que  la  température  critique  absolue  est  égale  à  la 
somme  des  températures  absolues  d’ébullition  et  de  fusion. 
C’est  la  règle  des  trois  températures. 

L’exactitude  de  la  relation  (1)  a  été  vérifiée  encore  par  le 


(*)  Journal  de  Chimie  physique,  t.  XVIII,  1920,  pp.  307  et  359. 
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physico-chimiste  qui  l’a  découverte  dans  le  cas  des  métaux,  le 
fer,  le  cuivre  et  l’argent.  Les  températures  critiques  qui  ont 
servi  dans  ses  calculs  étaient  celles  qui  avaient  été  indiquées  par 
Guldberg,  Heilbronn  et  Kreichgauer  en  se  basant  sur  la  théorie 
des  états  correspondants,  en  se  servant  d’une  relation  avec  la 
chaleur  latente  de  fusion,  etc.  Les  températures  Te  et  Ty  étaient 
connues  par  des  mesures  antérieures.  Les  valeurs  du  rapport  r 
de  la  formule  (1)  qui  en  résultaient  se  rapprochaient  de  celles 
que  donnaient  les  autres  corps.  Il  m’a  semblé  intéressant,  vu 
l’importance  de  ces  résultats,  d’examiner  comment  le  mercure 
se  comportait  par  rapport  à  la  formule  (1).  On  sait,  en  effet, 
que  le  mercure  est  le  seul  métal  pour  lequel  nous  possédons 
quelques  indications  expérimentales  de  sa  température  critique. 

Adoptons  pour  le  mercure  les  valeurs 

Tr  =  234°15  absolus  (*)  I8  =  630°25  absolus  (*) 

et  admettons  que  sa  température  critique  n’est  pas  inférieure  à 
1400°G,soit  1673°  absolus  (**).  Nous  trouvons  alors  r=  0,512. 

Le  mercure  ne  satisfait  donc  pas  à  la  relation  (I). 

Je  me  suis  proposé  ensuite  d’examiner  de  la  même  manière 
les  dérivés  halogénés  du  mercure. 

Léon  Rotinjanz  et  Wladimir  Suchodski  (***),  d’une  part,  et 
Hermann  Rassow  (IV),  d’autre  part,  ont  déterminé  les  tempé¬ 
ratures  critiques  de  ces  composés.  Le  tableau  suivant  montre 
la  concordance  de  leurs  résultats. 


(*)  Landolt-Bôrnstein,  Physikalisch-Chemische  Tabellen,  4e  édit.,  p.  199. 

(**)  H.  Rassow,  Zeitschrift  far  anorganische  und  allgemeine  Chemie,  vol.  CXIV, 
1920,  nos  1  et  2,  p.  149;  et  J. -J.  Van  Laar,  Koninklijke  Akademie van  Wetenschappen 
te  Amsterdam ,  Proceedings,  vol.  XXIII,  1920,  p.  268. 

(***)  Zeitschrift  fiir  physikalische  Chemie ,  t.  LXXXVII,  1914,  p.  253. 

(iv)  Zeitschrift  für  anorganische  und  allgemeine  Chemie ,  t.  CXIV,  1920,  p.  117. 
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Températures  critiques  absolues . 


Rotinjanz 

et  Suchodski. 

Rassow. 

Chlorure  mercurique  . 

.  .  .  .  976 

977 

Bromure  id.  .  . 

.  .  .  .  1011 

1011 

Iodure  id.  .  . 

.  .  .  .  1072 

1070 

Les  températures  absolues  d’ébullition  Te  données  par 
E.  Prideaux  (*)  sont 


ehlorure  mercurique  .  577,4 

bromure  id.  . 593,2 

iodure  id.  .  626,5 


et  les  Tables  physico-chimiques  de  Landolt-Bôrnstein,  4e  édition, 
p.  226,  donnent  pour  les  températures  absolues  de  fusion 


du  chlorure  mercurique .  550°, 

du  bromure  id.  .  508°, 

de  l’iodure  id.  .  523°. 


On  déduit  de  ces  résultats  les  valeurs  suivantes  de  r  qui  sont 
concordantes  : 


pour  le  chlorure  mercurique . 1,01, 

id.  le  bromure  id.  .......  1,03, 

id.  l’iodure  id . 1,03. 


L.  Rotinjanz  et  Suchodski  (**)  ont  aussi  déterminé  les  tempé¬ 
ratures  critiques  des  chlorures,  bromures  et  iodures  d’aluminium 
et  d’antimoine.  Le  calcul  de  la  quantité  r,  à  l’aide  de  leurs 
résultats  et  des  valeurs  des  températures  de  fusion  et  d’ébullition 
qui  se  trouvent  dans  les  Tables  de  Landolt-Bôrnstein,  permet 
de  dresser  le  tableau  suivant  : 


T  r 

Te 

Te 

r 

SbCl3  .  .  . 

346 

496 

797 

1,04 

SbBr3  .  .  . 

367,2 

553 

904,5 

1,01 

Al2Br6  .  .  . 

366 

533 

772 

1,16 

ai*i6  .  .  . 

458 

623 

955 

1,10 

(*)  Journal  of  the  Chemical  Society.  London,  vol.  XCVII,  1910,  p.  2038. 
(**)  Loc.  cit.,  p.  635. 


1921.  SCIENCES. 
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Ainsi  les  dérivés  halogénés  examinés  ici,  dont  les  tempé¬ 
ratures  critiques  surpassent  d’ailleurs  celles  des  corps  considérés 
par  M.  Maurice  Prud’homme,  satisfont  à  la  règle  énoncée  par 
lui,  mais  le  mercure  métallique  donne  une  valeur  de  r  tout  à  fait 
anormale,  égale  à  0,512. 


Physique.  —  Variation  de  l’indice  de  réfraction  des 
liquides  avec  la  température.  Comparaison  numé¬ 
rique  des  différentes  formules  proposées, 

par  E.  HENRIOT  et  R.  CROMBEZ  (*). 


L’un  de  nous  a  étudié  cette  question  théoriquement  dans  une 
note  parue  dans  ce  Bulletin  (**)..  Nous  adopterons  dans  ce  travail 
les  notations  et  les  hypothèses  qui  y  ont  été  données.  La  for¬ 
mule  qui  relie  l’indice  de  réfraction  et  le  nombre  de  molécules  N 
par  centimètre  cube  s’écrit  sous  la  forme  suivante  (que  l’on 
obtient  immédiatement  à  partir  des  formules  (1)  et  de  la 
formule  ?  =  —  J)  : 


N 


n2  +  2 
«2  —  1 


3m  .  „  , 


(9) 


Pour  une  longueur  d’onde  donnée  de  la  lumière  incidente, 
le  premier  membre  doit  donc  rester  constant.  On  peut  poser 


N  =  «p, 

p  étant  la  densité;  la  formule  (9)  prend  alors  la  forme 
n 2  4-  2 

p - -  —  bp2  =  const.,  (10) 

k  n2  —  1 

où 

ÏÏ-. 

pN„ 


(*)  Présenté  par  M.  Th.  De  Donder. 

(**)  E.  Henriot.  Bull.  Acad.  roy.  de  Belgique ,  mars  1921. 
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La  constante  b  de  cette  formule  doit  être  indépendante  de  la 
longueur  d’onde,  et  il  est  facile  de  montrer  que  ceci  est  réalisé 
toutes  les  fois  que  le  critérium  exprimé  par  l’équation  (2)  est 
satisfait. 

Le  coefficient  b  est  relié  à  l’indice  d’inversion  par  la  relation 
suivante  que  l’on  obtient  en  égalant  à  zéro  la  dérivée  de  n  par 
rapport  à  p  : 

M-  in) 

-p  n\—i 

Une  formule  du  type  (10)  a  été  utilisée  empiriquement  par 
Philips  pour  représenter  la  variation  de  l’indice  de  l’acide  carbo¬ 
nique  avec  la  densité  (*) . 

Pour  la  comparaison  numérique  des  différentes  formules  pro¬ 
posées,  nous  avons  utilisé  surtout  les  séries  de  nombres  donnés 
par  Evkman  (**).  Les  nombres  qu’on  trouve  habituellement  dans 
les  tables  de  constantes  sont  généralement  peu  utilisables,  les 
densités  et  les  indices  ayant  été  mesurés  sur  des  échantillons 
différents  par  des  observateurs  différents  avec  des  précisions 
douteuses.  Au  contraire,  les  nombres  d’Eykman,  portant  sur  une 
vingtaine  de  corps  organiques  dont  les  indices  de  réfraction  sont 
aussi  divergents  que  possible,  où  des  fonctions  chimiques  très 
différentes  sont  représentées,  sont  un  matériel  précieux  pour 
une  étude  de  ce  genre. 

Les  densités  sont  mesurées  avec  une  précision  qui  atteint  tout 
au  plus  la  quatrième  décimale;  nous  verrons  qu’à  cet  ordre 
de  grandeur  près,  la  formule  d’Eykman 

n2  —  1  1 

— ——  •  -  =  const. 
n  +  0,4  p 

représente  bien  les  phénomènes.  Cependant  quelques  corps  font 
exception  à  cette  règle  ;  ce  sont  également  des  corps  qui  ne 


(*)  Philips.  Proc.  Roy.  Soc.,  1920,  p.  97. 

(**)  Eykman,  Recherches  réfractométriques ,  édité  par  Hollman,  1919,  Haarlem,  de 
Erven  Loosjes. 


473 


E.  Uenriot  et  Crombez.  —  Variation  de  l'indice  de  réfraction 


satisfont  pas  an  critérium  exprimé  par  l’équation  (2).  Les  indices 
d'Eykman  sont  mesurés  pour  les  raies  Ha  et  Hp  de  l’hydrogène. 

Le  tableau  I  montre,  pour  les  corps  étudiés  par  Eykman,  dans 
quelle  mesure  ce  critérium  est  satisfait.  Deux  substances  de  la 
série  sont  très  loin  de  satisfaire  à  ce  critérium  :  ce  sont  le  cétène 
et  la  quinoléine.  Pour  ces  substances  aucune  formule  proposée 
ne  donne  de  résultat  satisfaisant.  Nous  nous  proposons  de 
rechercher  ultérieurement  pourquoi  ces  substances  n’obéissent 
pas  à  la  loi  commune.  Il  est  vraisemblable  que  ces  substances 
possèdent  plusieurs  périodes  propres,  l’une  d’entre  elles  étant 
peu  éloignée  du  spectre  visible  étudié. 

Dans  tous  les  tableaux  qui  suivent  nous  mettrons  à  part  les 
substances  anormales. 

Pour  contrôler  l’exactitude  d’une  formule  du  type 


n2  —  1 
n2  —  n\ 


1 

-  =  const., 
P 


(12) 


nous  avons  procédé  de  deux  manières  : 

1°  Utilisant  les  nombres  expérimentaux,  nous  avons  calculé 
la  valeur  n \  qui  est  telle  que,  pour  deux  valeurs  différentes  de  la 
densité  p  et  p'  et  pour  une  longueur  d’onde  donnée,  on  ait  exac¬ 
tement 

n2  —  l  1  n'2  —  1  1 
n 2  —  n\  p  n'2  —  n\  p' 

Nous  désignerons  dans  le  tableau  II  ces  valeurs  de  n \  sous 
le  nom  de  n\  expérimentaux.  Ces  nombres  varient  entre  —  3  et 
—  4  pour  les  différentes  substances  de  la  série.  La  valeur 
moyenne  de  tous  ces  n]  étant  —  3,  4,  cela  montre  qu’une  for¬ 
mule  du  type 

n2  —  11 


doit  représenter  convenablement  les  faits.  Cette  formule  est 
pratiquement  équivalente  à  celle  d’Eykman. 
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2°  Nous  avons  ensuite  obtenu  par  extrapolation  les  valeurs 

1  1 

ni  —  1  +  3’ 

correspondant  à  une  longueur  d’onde  infinie  (*). 

Le  produit 

donne  des  nombres  qui  ne  semblent  plus  subir  de  variation 
systématique  et  dont  la  valeur  moyenne  est  0,13.  Si  l’on  utilise 
l’équation 


on  arrive  à  une  série  de  valeurs  de  n\  que  nous  désignerons  dans 
le  tableau  II  sous  le  nom  n\  calculés. 

Les  deux  dernières  colonnes  du  tableau  II  correspondent  à 
une  formule  du  type  (10). 

Il  est  certain  que,  d’après  l’inspection  de  ces  tableaux,  les 
valeurs  de  n\  calculés  avec  la  formule  (13)  et  introduites  dans 
une  formule  du  type  (12)  doivent  donner  des  résultats  plus 
exacts  que  l’emploi  de  la  valeur  moyenne  —  3,4. 

Cependant,  au  degré  de  précision  des  mesures,  la  formule 
d’Eykman  suffit  à  rendre  compte  des  phénomènes.  L’emploi 
des  formules  (12)  et  (13)  donne  des  résultats  qui  sont  un  peu 
meilleurs,  mais  sensiblement  équivalents. 


(*)  Pour  !e  calcul  de  — - h  -  on  a  pris  l’indice  moyen;  mais  une  fois  le  fac- 

nï>  —  1  d 

teur  0,13  déterminé,  il  est  évident  que  dans  l’équation  (13)  il  faut  prendre 

11^ 

3  ca^cu^  Par  extrapolation  à  la  température  la  plus  basse,  car  c’est  dans 
de  pareilles  conditions  que  l’on  opérera  en  pratique. 
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Densités  p. 

Poids 

moléculaires 

M. 

«« 

Wp 

M  («p-^^-l)406- 

— . 

ü:95 

Œ 

86 

8® 

itft 

11 

Acide  propionique  .... 

É 

o|i 

74 

s® 

1;1S 

1? 

Mélhylhexylcétone  .... 

£3 

3S 

128 

» 

!» 

i 

Id.  .... 

bi 

» 

128 

8® 

!:» 

il 

Laurate  d'élhyle  .... 

m 

P 

228 

#1 

!;S 

æ 

Éthylène  glycol . 

8 

!;S 

62 

» 

m 

ii 

Cétène . 

@1 

224 

a® 

» 

» 

Paiafl,ne . 

il:3 

322 

ifH 

!:Œ 

Id . 

il:4 

Si 

460 

88S 

!;S 

il 

Adde°léiqUe . 

Æ 

o;lf| 

282 

8® 

!;1S 

* 

rpthène . 

■âti 

W 

dOO* 

iïloÊÏ  ] 

,*« 

--  I 

'Lapine  . 

0.85U3 

.00, 

«  ! 

» 

-  \ 

jlloduredecétyle . 

i!l:f 

n 

170 

8® 

1 

Carvol . 

1300»4 

Œ 

150 

«85  | 

1  a 

| 

Phénétol . 

!:76 

S 

122 

» 

» 

! 

Eugénate  d'éthyle  .... 

4» 

a 

192 

a 

a 

Dibromure  de  trimélhylène.  . 

I?:6 

æ 

202 

as 

ÎJooso 

i 

Eugénate  de  méthyle  .  .  . 

8?:i 

« 

178 

a 

a 

n 

Chavicol . 

sa 

a 

134 

a 

a 

UE 

Benzylloluène . 

J:7 

» 

182 

a® 

æ 

11 

Iseugénate  de  méthyle.  .  . 

Æ 

« 

178 

w 

a 

il? 

Id.  ■  •  • 

il?:! 

» 

178 

Î:S 

138 

B 

Id.  -  .  ■ 

£& 

a 

178 

sa 

îül 

Isosafrol  . 

i«S 

»■ 

162 

Œ 

'» 

il 

Diphényléthylène . 

« 

a 

180 

a 

8® 

11 

Tétrahydroquinoléine  .  . 

ill:î 

a 

133 

a 

il 

Benzophénone  . 

«% 

a 

182 

* 

a 

il 

" - 

il?:2 

a 

129 

æ 

il 
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cG^t^aOCO^COCOt—  CO 

5  t-  20  t-  CD  20  CO  CO  20  CD 

çj  ©  o  o  o  o  o  o  o  o 

« 

0,75 

.  oocooo^^coeo-çHi— 

COCDG^OCOC-OI—  QO 

■  GS  -H 

c  o"  o  o  o  ©  o  o  o  o” 

I  ;  • 

1,623 

0,740 

co 

T-l 

o 

"  ~  1 

-  3,6 

-  3,7 

-  3,7 

-  3,8 

-  3,8 

-  3,8 

-  3,9 

-  3,9 

-  3,9 

co  o 

co 

i  i 

R 

0,129 

0,127 

0,170 

0,141 

0,121 

0,141 

0,141 

0,125 

0,140 

£S9‘0 

(C 

« 

1,153 

1,141 

1,117 

1,096 

1,128 

1,111 

1,063 

1,071 

1,055 

1,363 

1,039 

* 

0  20  20^  20  ©  ^  OO  O  CD  O 

C  COCO'*=$«'cOeOCO**ÿ'cO*=+ 

1  1  J  1  1  1  1  1  1 

+  0,1 

+  70 

« 

Dibromure  de  triméthylène  . 

Eugénate  de  méthyle  .  . 

Chavicol  ....... 

Benzyltoluène . 

Iseugénate  de  méthyle  .  .  . 

Isosafrol . 

Diphényléthylène  ... 

Tétrahydroquinoléine  .  .  . 

Benzophénone  . 

Gétène ........ 

Quinoléine  .  .  .  .  . 

GO2 

Mesures  de  Philips. 
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Tableau  II. 


SUBSTANCES. 

n\  expérim. 

1  +  1 

[n  moyen]. 

lj  3/\n^— i  '  3/ 
[wf  expérim.] 

n?  cale. 

b 

n2  +2 

Hexane  . 

-  3,2 

1,806 

0,139 

-  3,1 

0,216 

0,63 

Acide  propionique  .... 

-  3,2 

1,488 

0,1 

-  3,1 

0,152 

066 

Méthylhexylcétone  .... 

-  3,1 

1,447 

0,127 

-  3,2 

0,172 

0,57 

Laurate  d’éthyle . 

-  3,3 

1,380 

0,135 

-  3,3 

0,180 

0,60 

Éthylène  glycol . 

-  3,2 

1,363 

0,127 

-  3,3 

0,130 

0,57 

Paraffine . 

-  3,0 

1,361 

0,113 

-  3,3 

0,168 

0,51 

Acide  oléique . 

-  3,4 

1,298 

0,138 

-  3,4 

0,188 

0,63 

Naphtène . 

-  3,2 

1,283 

0,121 

-  3,4 

0,177 

0,57 

lodure  de  cétyle . 

-  3,4 

1,287 

0,132 

-  3,8 

0,147 

0,60 

Carvol  ....... 

-  3,4 

1,228 

0,132 

-  3,5 

0.178 

0,60  II 

1  Phénétol . 

-3.5 

M93 

0.130 

-3,6 

M»  / 

■Lx 

'CSS! .... 

_  ... 

0,118 

-3,e 

\ 

0.66 

Dibromure  de  triméthylène  . 

-  3, S 

1,153 

0,129 

-  3,6 

0,108 

0,72 

Eugénate  de  méthyle  .  . 

-  3,8 

1,141 

0,127 

-  3,7 

0,166 

0,57 

Chavicol . 

-  4,8 

1,117 

0,170 

-  3,7 

0,228 

0,75 

Benzyltoluène . 

-  3,9 

1,096 

0,141 

-  3,8 

0,204 

0,63 

Iseugénate  de  méthyle  .  .  ■ 

-  3,4 

1,128 

0,121 

-  3,8 

0,162 

0,54 

Isosafrol . 

-  3,8 

1,111 

0,141 

-  3,8 

0,176 

0,63 

Diphényléthylène  .  .  . 

-  4,0 

1,063 

0,141 

-  3,9 

0,203 

0,63 

Télrahydroquinoléine  .  .  . 

-  3,6 

1,071 

0,125 

-  3,9 

0,171 

0,57 

Benzophénone  . 

-  4,0 

1,088 

0,140 

-  3,9 

0,187 

0,63 

Cétène . 

+  0,1 

1,363 

» 

-  3,3 

1,623 

» 

Quinoléine . 

+  7,0 

1,039 

0,655 

-  4,0 

0,740 

* 

CO* 

Mesures  de  Philips. 

» 

” 
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SUBSTANCES. 

rfi  —  1 

n  —  1 

rc2  —  1  1 

n2  —  1  1 

n2  —  1  1 

P 

P 

w2  +  2  p 

n-\-  0,4  p 

n*-\-  3,4  p 

Hexane  .  . 

1,3482 

i,3358 

0,56712 

0,56597 

0,34597 

0,34694 

0,75858 

0,75888 

0,25452 

0,25442 

Acide  propionique  .  .  . 

0,9273 

0,9143 

0,38835 

0,38716 

0,23618 

0,23726 

0,51867 

0,51905 

0,17411 

0,17403 

Méthylhexylcttone  .  .  . 

1,2219 

1,1860 

0,50619 

0,50251 

0,30553 

030805 

0,67362 

0,67380 

0,22631 

0,22591 

Laurate  d’éthyle  .  .  . 

1,2134 

1,1815 

0,49878 

0,49577 

0,29940 

0,30193 

0,66206 

0,66259 

0,22254 

0,22237 

Éthylène  glycoL  .  . 

0,9410 

0,9222 

0,38708 

0,38520 

0,23248 

0,23385 

0,51393 

0,51403 

0,17273 

0,17258 

Paraffine  ..... 

1,3584 

1,3289 

0,55825 

0,55498 

0,33504 

0,33688 

0,74094 

0,74053 

0,24905 

0,24863 

Acide  oléique  .... 

1,2671 

1,2387 

0,51489 

0,51237 

0,30649 

0,30893 

0,68091 

0,68151 

0,22896 

0,22898 

Naphtène.  ..... 

1,3466 

1,3136 

0,54620 

0,54275 

0,32468 

0,32713 

0,72187 

0,72066 

0,24274 

0,24248 

Iodure  de  cétyle  .  .  . 

1,0616 

1,0359 

0,42828 

0,42586 

0,25358 

0,25565 

0,56507 

0,56529 

0,19002 

0,19000 

Carvol  . 

1,2937 

1,2588 

0,51766 

0,51440 

0,30456 

0,30747 

0,68120 

0,68150 

0,22907 

0,22912 

Phénétol . . 

1,3075 

0,52180 

0,30640 

0,68607 

0,23071 

1,2856 

0,51975 

0,30821 

0,68631 

0,23075 

Eugénate  d’éthyle  .  .  . 

1,3009 

1,2650 

0,51861 

0  51288 

0,30119 

0,30478 

0,67655 

0,67775 

0,22746 

0,22791 

Dibromure  de  triméthylène 

0,0619 

0,6520 

0,26285 

0,26192 

0,15376 

0,1547 

0,34508 

0,34511 

0,11603 

0,11606 
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rfi  —  1  1 

Yfi  —  n\  p 

Écarts  en  °/00. 

rfi  —  1 

n  —  1 

n~  —  1  1 

?i2  —  1  1 

722  —  1  1 

722  —  1  1 

P 

P 

n2  +  2  p 

72+0,4  p 

n%  +  3,4  p 

722 — ni  p 

0,26981  \ 

0,26985  1 

+  9 

..+  2 

-  3 

-  0,4 

+  0,4 

-  0,1 

0,18450 
0,18457  1 

+  14 

+  3 

-  5 

-  0,7 

+  0,4 

-  0,3 

0,23501  j 
0,23485  1 

+  30 

+  7 

-  8 

-  0,3 

+  L7 

+  ,0,9 

0,22669 

0,22664 

+  27 

+  6 

-  8 

-  0,8 

+  0,7 

+  0,2- 

0,17596  | 

0,17588  ( 

!  +  20 

+  5 

-  6 

-  0,2 

+  0,9 

+  0,4 

0,25370  j 
0,25337  j 

>  +  22 

+  6 

-  6 

+  0,6 

+  1,7 

+  1,3 

0,22897  , 

0,22898  < 

|  +  23 

+  5 

-  8 

-  0,9 

0 

0 

0,24273  \ 

0,24248  < 

|  +  25 

+  6 

-  8 

+  1,7 

+  1,0 

+  1,1 

0,18669  J 
0,18657  1 

|  +  24 

+  6 

-  8 

-  0,4 

0 

+  0,5 

0,22508  J 
0,22502  1 

|  +  27 

+  6 

-  9 

-  0,4 

-  0,2 

+  0,5 

0,22284 

0,22276 

|  +  17 

+  4 

-  6 

-  0,3 

-  0,2 

+  0,3 

0,21978 

0,21998 

|  +  28 

+  11 

-  12 

-  1,8 

-  2,0 

-  0,8 

0,11210 

0,11207 

j  +  15 

+  4 

-  7 

-  0,1 

-  0,3 

+  0,4  ! 
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SUBSTANCES. 

w2  —  1 

n —  1 

n2  -  1  1 

w2  -  1  1 

n2  — 1  1 

P 

P 

rc2-{-2  p 

rc  +  0,4  p 

7î2  — j-  3,4  p 

Eugénate  de  méthyle  .  . 

1,2967 

1,2764 

0,61214 

0,61012 

0,29831 

0,30006 

0,67120 

0,67119 

0,22664 

0,22671 

Chavicol . 

1,3484 

1,3312 

0,63037 

0,62967 

0,30793 

0,31021 

0,69421 

0,69661 

0,23333 

0,23390 

Benzyltoluène  .... 

1,4638 

1,4244 

0,66973 

0,66664 

0,32801 

0,33192 

0,74332 

0,74430 

0,24968 

0,26028 

Iseugénate  de  méthyle.  . 

1,3679 

1,3237 

0,63400 

0,62966 

0,30817 

0,31164 

0,69732 

0,69683 

0,23428 

0,23433 

Isosafrol ...... 

1,3072 

1,2686 

0,60838 

0,60620 

0,29261 

0,29617 

0,66312 

0,66382 

0,22273 

0,22321 

Diphényléthylène  .  .  . 

1,6182 

1,4747 

0,68468 

0,68123 

0,33372 

0,33801 

0,76037 

0,76127 

0,26618 

0,26689 

Tétrahydroquinoléine .  . 

1,4434 

1,4016 

0,66721 

0,66316 

0,31868 

0,32211 

0,72618 

0,72486 

0,24343 

0,24367 

Benzophénone  .... 

1,4102 

1,3724 

0,64196 

0,63899 

0,30881 

0,31266 

0,70438 

0,70616 

0,23636 

0,23700 

Cétène . 

1,4340 

1,3302 

0,68776 

0,66669 

0,36206 

0,33842 

0,77942 

0,74336 

0,26201 

0,24964 

Quinoléine . 

1,4702 

1,6333 

0,66187 

0,69966 

0,31868 

0,34668 

0,72906 

0,78361 

0,24449 

0,26326 
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MS  (suite). 


— — - — 

Écarts  en  °/00. 

722  —  1  1 

rt2  -  n\  p 

rc2— 1 

n  —  1 

«2  —  1  1 

—  1  1 

w2  —  1  1 

w2  —  1  1 

P 

P 

w2  +  2  p 

n-\-  0,4  p 

n2  -j-  3,4  p 

w2  —  n\  p 

0,21805 

0,21800 

+  17 

+  4 

-  6 

0 

-  0,3 

+  0,4 

0,22182 

0,22218 

+  13 

+  2 

-  7 

-  2,0 

-  2,4 

-  1,6 

0,23374 

0,23384 

+  27 

+  5 

-  12 

-  1,3 

-  2,4 

-  0,3 

0,21925  j 
0,21884  j 

|  +  33 

+  8 

-  11 

+  0,7 

-  0,2 

+  1,6 

0,20852  , 

0,20854  ( 

j  +  30 

+  6 

-  12 

-  1,1 

-  2,1 

-  0,1 

0,23540  j 
0,23547  j 

!  +  29 

+  6 

-  13 

-  1,2 

-  2,7 

-  0,2 

0,22449  j 
0,22425  j 

|  +  29 

+  7 

-  11 

+  0,4 

-  1,0 

+  1,0 

0,21808  ( 
0,21816 

J  +  27 

+  6 

-  12 

-  1,1 

-  2,7 

-  0,3 

0,26689  j 
0,25431  \ 

|  +  75 

+  54 

+  39 

+  47 

+  49 

+  48 

0,22231  j 
0,23867  1 

|  -  42 

-  65 

-  84 

-  72 

-  5 

-  71 
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Tableau  IV» 


E.  Henriot  et  Crombez.  —  Variation  de  V indice  de  réfraction 
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Écart 
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températures. 
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CO  SO  CD  ©  CO 

SUBSTANCES. 

Hexane  . 

Laurate  d’éthyle  .  .  . 

Phénétol . 

Chavicol  ..... 

Tétrahydroquinoléine.  . 
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des  liquides  avec  la  température. 


Le  tableau  IÏI  résume  l’application  des  différentes  formules 
aux  nombres  d’Eykman.  La  seconde  partie  du  tableau  donne  les 
écarts  en  °/00  pour  les  valeurs  calculées. 

La  valeur  numérique  0,13  que  nous  avons  introduite  dans 
nos  calculs  est  sujette  à  retouche.  Elle  nous  est  fournie  ici 
comme  valeur  empirique,  la  valeur  théorique  étant,  suivant  les 
hypothèses  faites,  0,109  ou  0,154.  Il  serait  à  désirer  que  l’ap¬ 
plication  de  ces  formules  fût  faite  à  des  substances  plus  usuelles 
que  les  substances  dont  s’est  servi  Eykman,  de  façon  à  en  per¬ 
mettre  un  emploi  plus  général.  En  effet,  des  formules  de  ce  type 
permettent  de  calculer  l’indice  de  réfraction  à  une  température  t' 
quand  on  connaît  l’indice  à  une  température  t,  dès  qu’on  con¬ 
naît  les  densités  à  ces  deux  températures,  avec  une  précision  qui 
semble  être  sensiblement  du  même  ordre  de  grandeur  que  celle 
avec  laquelle  on  a  mesuré  les  densités;  c’est-à-dire,  pour  un 
intervalle  de  température  de  100°  et  plus,  quelques  unités  de  la 
quatrième  décimale  pour  l’indice,  comme  le  montrent  les  nom¬ 
bres  du  tableau  IV. 

Pour  des  écarts  plus  grands  des  températures,  une  formule 
du  type  (12),  qui  est  elle-même  approchée,  ne  suffit  plus.  Les 
considérations  théoriques  qui  ont  servi  de  base  à  ces  calculs 
montrent  immédiatement  quelle  est  la  formule  plus  générale  à 
employer  dans  ce  cas  où  probablement  la  formule  d’Eykman 
tomberait  en  défaut.  L’un  de  nous  se  propose  d’étudier  expéri¬ 
mentalement,  en  particulier,  sur  des  liquides  surfondus,  la 
validité  de  ces  hypothèses. 
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AVIS  IMPORTANT.  —  Il  est  rappelé  que  l’Académie  ayant  suspendu  ses  travaux  pen¬ 
dant  la  durée  de  l’occupation,  il  n’a  pas  été  publié  de  «  BULLETINS  »  pour  les  années  1 9 1 5  à  1919. 

Le  fonds  des  publications  académiques  ayant  été  systématiquement  pillé  par  les  Allemands, 
il  ne  sera  plus  possible  de  donner  suite  aux  demandes  de  combler  les  lacunes  antérieures 
à  1919. 
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Séance  du  samedi  6  août  1921. 


M.  G.  Cesàro,  directeur  de  la  Classe,  président  de  l’Académie. 

Sont  présents  :  MM.  Auguste  Lameere,  vice-directeur; 
J.  Deruyts,  Ch. -J.  de  la  Yallée  Poussin,  Max  Lohest,  Frédéric 
Swarts,  À.  Demoulin,  A.  Rutot,  P.  Stroobant,  G.  Lecointe, 
Émile  Marchai,  P.  Nolf,  E.  van  Aubel,  membres;  Th.  De  Don- 
der,  correspondant ,  et  le  Secrétaire  perpétuel. 

Absences  motivées  :  MM.  Léon  Fredericq,  A.  Gravis,  A.  de 
Hemptinne,  V.  Willem,  J.  Bordet,  membres;  P.  Fourmarier, 
correspondant. 

M.  le  Directeur  félicite,  au  nom  de  la  Classe,  MM.  Brachet, 
élu  correspondant  de  l’Académie  de  médecine  de  Paris  et  lauréat 
du  Prix  quinquennal  des  Sciences  médicales  (1911-1915); 
Lecointe,  élu  associé  de  la  Société  astronomique  de  Londres,  et 
Swarts,  nommé  Officier  de  la  Légion  d’honneur.  ( Applaudisse¬ 
ments .) 

CORRESPONDANCE. 

Le  Comité  d’organisation  du  Congrès  géologique  inter¬ 
national  annonce  que  la  prochaine  session  se  tiendra  à  Bruxelles 
au  cours  de  la  seconde  quinzaine  du  mois  d’août  19)22. 

La  Société  pour  favoriser  à  l’étranger  l’obtention  d’ouvrages 
scientifiques  néerlandais  annonce  qu’elle  se  propose  de  faciliter 
aux  institutions  scientifiques  étrangères  l’achat  des  périodiques 
néerlandais  aux  prix  d’avant-guerre. 
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Séance  du  6  août  1921. 


L’Union  des  Associations  internationales  annonce  la  réunion 
à  Bruxelles,  le  20  août  prochain,  du  Congrès  pour  l’organisa¬ 
tion  du  travail  intellectuel. 

Le  Musée  d’ Histoire  naturelle  de  Vienne  demande  à  reprendre 
les  relations  d’échange. 

M,  R.  Meusee,  à  Vienne,  offre  en  vente  des  insectes  ( Iclmeu - 
monidae ,  Braconidae ,  etc.). 

HOMMAGE  D’OUVRAGE. 

Observations  on  living  Gasteropods  of  New-England ,  par 
Edward  S.  Morse. 

—  Remerciements. 

CONSEIL  INTERNATIONAL  DE  RECHERCHES. 

La  Classe  décide  de  porter  à  l’ordre  du  jour  de  sa  séance 
d’octobre  l’inscription  éventuelle  des  questions  à  présenter  au 
Conseil  international  de  Recherches. 

COMITÉS  NATIONAUX. 

La  Classe  arrête  la  composition  du  Comité  national  de  Biblio¬ 
graphie  scientifique  et  décide  de  déterminer  la  composition  des 
Comités  de  Physique  et  de  Télégraphie  sans  fil  à  la  prochaine 
séance. 


LECTURES. 

Sur  les  quadriques  de  révolution,  par  C.  Servais.  —  Impres¬ 
sion  au  Bulletin. 

Synchronisme  des  mouvements  respiratoires  et  des  pulsations 
cardiaques  chez  les  Poissons ,  par  M.  Willem.  —  Impression 
au  Bulletin. 

Sur  les  surfaces  cerclées ,  par  A.  Demoulin.  —  Impression 
au  Bulletin. 
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La  détermination  par  la  photo- élasticimétrie  des  surtensions 
dues  à  certaines  discontinuités  internes  et  à  certaines  variations 
de  profil  extérieur  dans  les  pièces  sous  tension ,  parM.  J.  Heymans, 
présenté,  avec  rapport  verbal  favorable,  par  M.  de  la  Vallée 
Poussin.  —  Impression  dans  les  Mémoires  in-8°. 

Sur  l'acide  parafluormétanitrobenzoique ,  par  M.  Rouche, 
présenté,  avec  rapport  verbal  favorable,  par  M.  Swarts.  — 
Impression  au  Bulletin . 

Description  des  minéraux  du  Congo  (5e Mémoire),  par  M.  Butt- 
genbach,  présenté  parM.  Cesàro,  avec  rapport  verbal  favorable. 
—  Impression  dans  les  Mémoires  in-8°. 

CONCOURS  ANNUEL  POUR  1921. 

SCIENCES  MATHÉMATIQUES  ET  PHYSIQUES. 

Un  Mémoire  a  été  reçu  en  réponse  à  la  lre  question  :  Apporter 
une  contribution  à  l’étude  des  propriétés  des  fonctions  analy¬ 
tiques  qui  ne  prennent  pas  certaines  valeurs  dans  un  domaine 
donné.  —  Devise  :  «  La  vérité  a  un  front  d’airain  et  ceux  qui 
l’auront  aimée  seront  affrontés  comme  elle.  »  —  Commissaires  : 
MM.  de  la  Vallée  Poussin,  Deruyts  et  Demoulin. 

Un  Mémoire  a  été  reçu  en  réponse  à  la  2e  question  :  «  On 
demande  une  contribution  à  l’étude  des  transformations  Irra¬ 
tionnelles  dans  un  espace  à  plus  de  deux  dimensions)). —  Devise: 
«  On  n’a  jamais  fini  de  faire  son  devoir.  »  —  Commissaires  : 
MM.  Stuyvaert,  Neuberg  et  Servais. 

SCIENCES  NATURELLES. 

Un  Mémoire  a  été  reçu  en  réponse  à  la  3e  question  :  «  On 
demande  des  recherches  originales  sur  l’hérédité  dans  des  types 
végétaux)) . —  Devise  :  Primo  laborare,  deinde  philosophari.  — 
Commissaires  :  MM.  Marchai,  Gravis  et  Massart. 
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COMMUNICATIONS  ET  LECTURES. 


Sur  les  Quadriques  de  révolution, 

par  Clément  SERVAIS,  membre  de  l’Académie. 

L’intéressante  contribution  à  la  Géométrie  du  Tétraèdre, 
publiée  par  notre  savant  confrère  M.  J.  Neuberg  ( Bulletins  de 
l'Académie  royale ,  juillet  1921)  nous  a  suggéré  ce  complément 
à  nos  recherches  sur  les  tétraèdres  bilogiques. 

1.  —  Un  tétraèdre  donné  AB  CD  est  conjugué  à  une  infinité 
simple  de  quadriques  de  révolution  S.  L’axe  de  révolution  s  de 
Lune  quelconque  d’entre  elles  est  une  directrice  du  système 
réglé  des  hauteurs  ( hahbhchd )  ;  il  rencontre  les  faces  et  les  hau¬ 
teurs  correspondantes  du  tétraèdre  A  B  CD  en  des  couples  de 
points  conjugués  dans  une  même  involution  (A)  dont  les  élé¬ 
ments  doubles  sont  les  foyers  singuliers  F,  F'  de  la  quadrique 
considérée  S  (I,  1,  2)  (* (**)). 

D’un  point  O  choisi  arbitrairement  sur  la  droite  s,  on  abaisse 
les  perpendiculaires  a,  b ,  c,  d  sur  les  faces  a,  (3,  y,  3  du  tétraèdre; 
les  six  points 

(AB,  ab),  (AC,  ac),  (AD,  ad), 

(BC,  bc),  (BD,  bd),  (CD,  cd) 

sont  dans  un  même  plan  <r  perpendiculaire  à  l’axe  de  révolution 

*  (h,  i2)  n. 


(*)  Le  renvoi  (1, 1,  2)  indique  les  numéros  1,  2  de  la  note  Sur  les  Quadriques 
de  révolution  conjuguées  à  un  Tétraèdre.  (Bulletins  de  l’Académie  royale,  mars 
1921.) 

(**)  Le  'renvoi  (II,  12)  indique  le  numéro  12  de  la  note  Un  groupe  de  trois 
Tétraèdres.  (Bulletins  de  l’Académie  royale,  février  1921.) 
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Les  droites  FA,  F  B,  FC,  FD  rencontrent  les  perpendicu¬ 
laires  a,b,c,d  respectivement  aux  points  Â1,B1,C1,D1.  Les 
tétraèdres  orthologiques  A  B  CD,  AiB1C1D1  se  correspondent 
dans  une  homologie  (F,  a-)  (II,  11).  Leurs  centres  d’orthologie 
sont  respectivement  les  points  O,  Od  ;  le  point  04  conjugué  de  F 
dans  l’involution  (A)  (II,  16)  est  identique  à  F  ;  il  est  le  point 
de  rencontre  des  hauteurs  du  tétraèdre  orthocentriqueA^CiD^ 
Ainsi 

Les  droites  projetant  d’un  foyer  singulier  F  d'une  quadrique 
de  révolution  E  les  sommets  d’un  tétraèdre  AB  CD  conjugué  à 
cette  surface  sont  les  hauteurs  d’une  infinité  de  tétraèdres  ortho- 
centriques  semblables  A1B1C1D1. 

Le  plan  d’homologie  <7  des  deux  tétraèdres  ABCD,  A1B1C1  D1 
est  normal  à  l’axe  de  révolution  s  de  la  quadrique  2. 

Les  perpendiculaires  abaissées  des  points  A15  Bl5  Cl5  D1  sur 
les  faces  a,  p,  y,  8  du  tétraèdre  ABCD  concourent  en  un  point  O 
de  l’axe  s. 

2.  —  Le  plan  <7  rencontre  l’axe  de  révolution  s  et  la  droite 
A  F  Ai  aux  points  S,  A'.  Quand  le  point  O  se  meut  sur  l’axe  s, 
on  a  successivement  les  ponctuelles  semblables  (O)  et  (S)  (II,  21); 
(O)  et  (Ai);  (S)  et  (A');  (AJ  et  (A').  La  position  particulière 
du  point  O  à  l’intersection  des  droites  s ,  ha  donne  le  point 
double  A  des  ponctuelles  semblables  (AJ  et  (A'). 

La  trace  Ta  de  la  droite  a  sur  le  plan  a-  décrit  une  droite  d 
passant  par  le  point  double  E  à  distance  finie  des  ponctuelles 
semblables  (O)  et  (S).  Ce  point  E  est  le  centre  de  la  quadrique  S 
(I,  4).  La  droite  d  passe  nécessairement  par  le  point  double  A 
des  ponctuelles  semblables  (AJ  et  (A')  ;  par  conséquent, 

Les  droites  projetant  du  centre  E  d’une  quadrique  de  révolu¬ 
tion  2  les  sommets  d’un  tétraèdre  conjugué  ABCD  rencontrent 
un  parallèle  quelconque  <7  de  la  surface  en  quatre  points  Ta,  Tb, 
Tc,  Td  tels  que  les  perpendiculaires  abaissées  de  ces  points  respec- 
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tivement  sur  les  faces  oc,  (3,  y,  S  du  tétraèdre  concourent  en  un 
point  0  de  l’axe  de  révolution . 

Si  F  est  un  foyer  singulier  de  la  quadrique  2,  le  plan  a-  et  la 
droite  0Ta  rencontrent  le  rayon  F  4  en  deux  points  A\  A±  ;  le 
rapport  AA1  :  AA'  reste  constant  si  l'on  fait  varier  le  plan  or. 

Les  droites  EA,  0A1  se  coupent  au  point  Ta  du  plan  a;  donc 
les  points  E,  0  se  correspondent  dans  l’homologie  (F,  a-,  AAJ. 
Ainsi 

Si  le  centre  d' homologie  F  de  deux  tétraèdres  bilogiques 
ABCD,  A1B1  C.D,  est  un  foyer  singulier  d'une  quadrique  de 
révolution  2  conjuguée  au  tétraèdre  ABCD,  le  centre  E  de  cette 
quadrique  et  le  centre  d’orthologie  O  du  tétraèdre  ABCD  sont 
correspondants  dans  i homologie  de  ces  tétraèdres. 

3.  —  On  désigne  par  K  le  conjugué  harmonique  du  point  S 
relativement  aux  deux  points  O,  E;  la  parallèle  menée  par  le 
foyer  singulier  F  à  la  droite  TaK  coupe  TaE  en  un  point  T^.  La 
parallèle  a'  menée  par  Ta  à  la  droite  a  coupe  l’axe  de  révolution  s 
en  un  point  O'.  Les  droites  FA,  F  B,  FC,  FD  rencontrent  les 
perpendiculaires  a' ,  b' ,  c\  d' abaissées  du  point  O'  sur  les  faces 
a,  (3,  y,  8  du  tétraèdre  ABCD,  aux  points  Aj,  Bi, Cl,  DJ.  L’homo¬ 
logie  des  tétraèdres  bilogiques  ABCD,  Al  Bi  Ci  Di  est  harmo¬ 
nique.  Ainsi 

Parmi  l'infinité  simple  de  tétraèdres  orthocentriques  sem¬ 
blables  A1B1C1D1  (1)  il  existe  un  seul  tétraèdre  Ai  Bi  Ci  D^  tel 
que  l’homologie  des  tétraèdres  bilogiques  ABCD,  AiBiCiDi  soit 
harmonique. 

Les  développements  qui  précèdent  en  donnent  la  construction 
suivante  : 

On  mène  les  diamètres  d  =  EA,  ai  normal  à  la  face  B  CD  du 
tétraèdre  donné;  p±  normal  à  l’axe  de  révolution  dans  le 
plan  sa±  ;  p2  conjugué  harmonique  de  p1  relativement  au  couple 
(aif  d).  La  parallèle  menée  par  le  foyer  singulier  F  à  la  droite  p2 
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coupe  le  diamètre  d  au  point  T^.  Par  ce  point  on  mène  un  plan  a-' 
normal  à  l’axe  de  révolution  s  ;  le  tétraèdre  orthocentrique  cher¬ 
ché  est  l’homologue  du  tétraèdre  AB  CD  dans  l’homologie  har¬ 
monique  (F,  t')„ 

De  cette  construction  on  déduit  la  propriété  suivante  : 

Des  sommets  d’un  tétraèdre  AB  CD  conjugué  à  une  quadrique 
de  révolution  E,  on  abaisse  les  perpendiculaires  AA2,  BB2,  CC2, 
DD2  sur  l’axe  de  révolution  s.  Les  normales  menées  du  centre  E 
de  la  surface  E  sur  les  faces  a,  (3,  y,  8  du  tétraèdre  rencontrent 
les  droites  AA2,  BB2,  CC2,  DD2  respectivement  en  des  points 
A2,B2,  C2,  D2.  On  désigne  par  A3,B3,  C3,  D3  les  milieux  des  seg¬ 
ments  AA2,  BB2,  CC2,  DD2.  Les  parallèles  menées  par  le  foyer 
singulier  F  de  la  quadrique  E  aux  diamètres  E  A3,EB3,EC3,ED3 
rencontrent  les  diamètres  EA,  EB,  EC,  ED  en  quatre  points 
Ta,  Tb,  Té,  T^  situés  dans  un  même  plan  <s  normal  à  l’axe  de 
révolution. 

L’homologue  du  tétraèdre  AB  CD  dans  l’homologie  harmo¬ 
nique  (F,  <7  )  est  un  tétraèdre  orthocentrique. 

Si  O'  est  le  correspondant  du  centre  E  de  la  quadrique  E  dans 
l’Iiomologie  harmonique  (F,  <t'),  les  droites  O' Té,  O' Té,  O' Té, 
O' Té  sont  normales  respectivement  aux  faces  a,  (3,  y,  8  du 
tétraèdre  AB  CD. 

4.  —  Un  paraboloïde  de  révolution  E  a  un  foyer  singulier  F 
à  l’infini;  pour  cette  position  particulière  de  F,  les  points  A1, 
Ba,  Ca,  Dx  (1)  sont  les  traces  Ta,  Tfc,  Tc,  Td  des  droites  a,  b,  c,  d 
sur  le  plan  a-.  Car  les  points  E,  A,  Ta  sont  collinéaires  (2),  et 
dans  le  cas  actuel  le  centre  E  de  la  quadrique  E  se  confond  avec 
le  foyer  singulier  F. 

Le  quadrangle  A1B1C1D1  =  rTarîbTcTd  est  orthogonal;  car  la 
droite  A1B1  commune  aux  plans  ab,  a-  est  normale  au  plan  CD 
C1D1.  Par  conséquent, 

La  projection  orthogonale  A1B1C1D1  d’un  tétraèdre  AB  CD 
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conjugué  à  un  paraboloïde  de  révolution  2  sur  un  parallèle  de 
cette  surface  est  un  quadrangle  orthogonal. 

Les  perpendiculaires  abaissées  des  points  A1?  B15  C19  DA  sur 
les  faces  du  tétraèdre  A  B  G  D  concourent  en  un  point  0  de  l’axe 
de  révolution. 

Si  la  projection  orthogonale  d’un  tétraèdre  donné  A  B  G  D  sur 
un  plan  <7  est  un  quadrangle  orthogonal  A1B1G1  Bi,  le  plan  a-  est 
normal  à  une  direction  asymptotique  de  la  biquadratique  de 
Schroeter  relative  au  tétraèdre  ABGD  (*). 

Car  les  plans  ABA1B1  et  CDG^,  ACA1G1  et  BDB^^ 
ADA1D1  et  BCBiG1  sont  rectangulaires  et  le  point  à  l’infini 
des  droites  AA1?  BB1?  CCl5  1) I)1  appartient  aux  trois  hyperbo- 
loïdes  orthogonaux  (AB,  GD),  (AG,  BD),  (AD,  B  G). 

5.  —  Dans  le  cas  où  la  quadrique  2  est  un  paraboloïde  de 
révolution,  les  ponctuelles  semblables  (O)  et  (S)  (2)  sont  direc¬ 
tement  égales;  car  le  point  double  E  centre  de  S  est  alors  à 
l’infini.  Il  en  résulte  la  propriété  suivante  : 

Les  hauteurs  (hahbhchd)  d’un  tétraèdre  ABGD  conjugué  à  un 
paraboloïde  de  révolution  rencontrent  l'axe  aux  points  Ha,  Hb, 
Hc,  Hd.  Si  Pa,  Pb,  Pc,  Pd  sont  les  projections  orthogonales  des 
sommets  À,  B,  C,  D  sur  cet  axe ,  on  a 


H«Pa  =  H&P&=Hc  Pc  =  EdPd. 

6.  —  Dans  le  cas  d’une  quadrique  de  révolution  quel¬ 
conque  S  (1),  le  pôle  du  plan  ABF  est  sur  la  droite  GD  et  sur  la 
perpendiculaire  élevée  en  F  sur  le  plan  AB  F.  Les  deux  plans 
ABF,  GDF  sont  donc  rectangulaires  et  le  foyer  singulier  F  est 
un  point  de  la  biquadratique  de  Schroeter  relative  au  tétraèdre 
ABGD.  Par  suite  (1), 

De  tout  point  de  la  biquadratique  de  Schroeter  d'un  tétraèdre 


(*)  Comparer  :  J.  Neuberg  ( loc .  cit.,  n°  4). 
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donné  AB  CD,  on  projette  les  sommets  A,  B,  C,  D  suivant  les 
hauteurs  d’une  infinité  de  tétraèdres  orthocentriques  semblables . 

Démarque  I.  —  Si  la  projection  orthogonale  d’un  tétraèdre 
ABCD  sur  un  plan  c  est  un  quadrangle  orthogonal,  le  plan  <r 
est  un  parallèle  d’un  des  quatre  paraboloïdes  de  révolution  con¬ 
jugués  au  tétraèdre  ABCD. 

Remarque  II.  —  La  polaire  réciproque  de  la  quadrique  S  par 
rapport  à  une  sphère  (F)  de  centre  F  est  une  sphère  (Q)  conju¬ 
guée  au  tétraèdre  A'B'C' D'  réciproque  de  ABCD  relativement 
à  la  sphère  (F).  La  droite  FQ  est  l’axe  de  révolution  de  la  qua¬ 
drique  S.  Donc 

Le  tétraèdre  réciproque  du  tétraèdre  ABCD  relativement  à 
une  sphère  qui  a  pour  centre  un  point  F  de  la  biquadratique  de 
Schroeter  est  orthocentrique  (*). 

L’orthocentre  Q  est  sur  la  directrice  du  système  réglé  (hahb 
hchd)  issue  du  point  F. 

7.  —  Les  droites  projetant  d’un  point  X  les  sommets  d’un 
tétraèdre  ABCD  rencontrent  un  plan  a-  aux  points  Ta,  Tb,  Tc,  Td. 

Si  les  perpendiculaires  a,  b,  c,  d,  abaissées  des  points  Ta,  Tb, 
Tc,Td  respectivement  sur  les  faces  a,  (3,  y,  8  du  tétraèdre ,  con¬ 
courent  en  un  point  O,  le  point  X  est  le  centre  d’une  quadrique 
de  révolution  2  conjuguée  au  tétraèdre  ABCD  et  ayant  pour  axe 
la  droite  OX. 

D’après  l’hypothèse  la  droite  OX  est  une  directrice  du 
système  réglé  des  hauteurs  (hahbhchd)  du  tétraèdre  ABCD.  Le 
plan  o-  passe  par  les  six  points 

(AB,  ah),  (AC,  ac),  (AD,  ad ), 

(BC,  bc ),  (BD,  bd),  (CD,  cd). 


(*)  J.  Neuberg,  Sur  la  Géométrie  du  Tétraèdre ,  n°  9.  (Axnales  de  la  Société 
SCIENTIFIQUE  DE  BRUXELLES,  1909. 
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Il  est  donc  normal  à  la  directrice  OX  (II,  12)  et  le  point  X  est 
le  point  central  de  l’involution  déterminée  sur  OX  par  les  faces 
et  les  hauteurs  correspondantes  du  tétraèdre  A  B  CD  (II,  17).  Ce 
point  central  est  le  centre  de  la  quadrique  de  révolution  conju¬ 
guée  au  tétraèdre  AB  CD  et  ayant  pour  axe  de  révolution  la 
droite  OX  (I,  2). 

8.  —  Un  rayon  fixe  h  et  une  directrice  variable  s  du  système 
réglé  ( hahbhchd )  rencontrent  la  biquadratique  de  Schroeter  aux 
points  (P,  Q),  (F,  F').  Les  conjuguées  h'  du  rayon  h  relative¬ 
ment  aux  quadriques  circonscrites  à  cette  biquadratique  sont  les 
rayons  d’un  système  réglé  (h')  dont  les  directrices  sont  les  axes 
des  faisceaux  des  plans  polaires  des  points  de  la  droite  h.  I/axe 
relatif  au  point  X  ==  (s,  h)  coupe  s  en  un  point  X'  tel  que 

(F  F' XX')  =  —  1. 

Le  lieu  de  ce  point  X'  est  une  cubique  gauche  intersection  des 
quadriques  (hahblichd)  et  [h!)  qui  ont  la  génératrice  commune  h. 

Les  directrices  du  système  réglé  ( hahbhchd )  issues  des  points 
A,  B,  C,  D  rencontrent  le  rayon  h  aux  points  Xa,  X6,  Xc,  Xd. 
Les  positions  particulières  Xa,  Xfe,  Xc,  Xd,  P,  Q  du  point  X 
montrent  que  la  cubique  gauche  (X')  passe  par  les  points  A,  B-, 
C,  D,  P,  Q.  Par  suite, 

Un  rayon  h  du  système  réglé  des  hauteurs  ha,hb,hc,  hd  d'un 
tétraèdre  AB  CD  r  encontre  la  biquadratique  de  Schroeter  en 
deux  points  P,  Q;  la  cubique  gauche  (AB  CD  P  Q)  appartient  à 
V hryperboloïde  (ha  hb  hc  hd) . 

Une  directrice  s  du  système  réglé  (hahbhchd)  rencontre  la 
biquadratique  aux  points  F,  F'  ;  le  rayon  h  au  point  X;  la 
cubique  gauche  (ABCDPQ)  au  point  X';  on  a 

(FF'  XX')  =  —  1. 
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9.  —  Si  le  point  X  est  le  milieu  du  segment  F  F'  la  droite  s 
est  une  direction  asymptotique  de  la  cubique  (ABCDPQ)  et 
réciproquement.  Donc, 

Une  cubique  gauche  F  circonscrite  au  tétraèdre  AB  CD  et 
ayant  pour  bissécantes  les  rayons  du  système  réglé  (hahbhchd)  a 
pour  directions  asymptotiques  trois  directrices  s,  s',  s"  de  ce 
système  réglé.  Ces  droites  sont  les  axes  de  révolution  de  trois 
quadriques  conjuguées  au  tétraèdre  A  B  C  D  ;  ces  trois  suif  aces 
appartiennent  à  un  même  faisceau,  tangentiel  (*)  ;  leurs  centres 
sont  situés  sur  un  même  rayon  h  du  système  réglé  (hahbhchd). 
Ce  rayon  h  rencontre  la  cubique  F  en  deux  points  P,  Q  de  la 
biquadratique  de  Schroeter. 

Remarque.  —  Si  le  rayon  h  décrit  le  système  réglé  (, hahblichd ), 
les  ponctuelles  (X),  (X')  sur  la  directrice  5  supposée  fixe  sont 
involutives  ;  par  conséquent, 

La  biquadratique  de  Schroeter  rapporte  projectivement  le 
système  réglé  (hahbhchd)  et  le  faisceau  des  cubiques  gauches  T 
circonscrites  au  tétraèdre  A  B  C  D  et  ayant  pour  bissécantes  les 
rayons  de  ce  système  réglé.  Deux  éléments  homologues  se  coupent 
en  deux  points  de  la  biquadratique. 

10.  —  Les  cubiques  gauches  F  (9)  déterminent  sur  un 
rayon  h  du  système  réglé  ( hahbhchd )  des  couples  de  points  con¬ 
jugués  d’une  involution.  Le  lieu  des  points  doubles  de  cette 
involution  quand  le  rayon  h  varie  est  une  biquadratique  gauche 


(*)  Cette  propriété  est  à  rapprocher  de  la  suivante  :  Une  cubique  gauche  A  cir¬ 
conscrite  au  tétraèdre  A  B  CD  et  ayant  pour  bissécantes  les  directrices  du  système 
réglé  (hahbhchd)  a  pour  directions  asymptotiques  trois  de  ces  directrices.  Ces  trois 
droites  sont  les  axes  de  révolution  de  trois  quadriques  conjuguées  au  tétraèdre  AB  CD  ; 
ces  trois  surfaces  appartiennent  à  un  même  faisceau  ponctuel.  ( Bulletins  de  l’Aca¬ 
démie  royale  de  Belgique,  1924,  p.  165.) 
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de  première  espèce  circonscrite  au  tétraèdre  AB  CD.  Les  tan¬ 
gentes  aux  points  A,  B,  C,  D  sont  respectivement  ha,  hb,  hc, hd. 

Le  rayon  h  rencontre  la  courbe  de  Schroeter  en  deux  points 
P,  Q  de  l’une  des  cubiques  T  (8)  ;  par  suite,  les  points  de  ces 
deux  biquadratiques  sur  le  rayon  h  forment  une  division  harmo¬ 
nique.  En  généralisant  par  homographie,  on  a  la  propriété 
suivante  : 

Les  sommets  drun  tétraèdre  AB  CD  inscrits  dans  un  hyper- 
boio'ide  (H)  forment  un  quadruple  commun  à  deux  biquadra¬ 
tiques  gauches  de  première  espèce  (G)  et  (L)  de  cette  surface. 
Une  génératrice  de  la  quadrique  (H)  rencontre  les  deux  courbes 
en  des  points  formant  une  division  harmonique. 

Les  biquadratiques  (G)  et  (L)  sont  conjuguées  à  un  même 
tétraèdre. 

Car  soient  ga,la  les  tangentes  en  A  aux  deux  courbes  (G)  et  (L)  ; 
l'a  une  génératrice  du  système  (/a)  tangente  à  (G)  ;  A'  son  point 
de  contact  ;  g'a  la  seconde  génératrice  passant  par  ce  point.  La 
division  harmonique  relative  à  la  génératrice  la  montre  que  le 
point  A'  appartient  à  la  courbe  (L)  ;  la  division  harmonique 
relative  à  la  génératrice  g'a  montre  que  cette  droite  est  tangente 
en  A'  à  la  courbe  (L).  Donc  le  quadruple  A'B'C'D'  complé¬ 
mentaire  de  AB  CD  pour  la  courbe  (G)  est  aussi  le  complémen¬ 
taire  de  AB  CD  pour  la  courbe  (L).  Ces  deux  courbes  sont  donc 
conjuguées  au  même  tétraèdre. 
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par  A.  DEMOULIN,  membre  de  l’Académie. 

1.  Imaginons  une  surface  engendrée  par  un  cercle  T  dépen¬ 
dant  d’un  paramètre  u .  Soient  A,  B,  G  les  intersections  de  T  et 
de  trois  trajectoires  orthogonales  quelconques  des  différentes 
positions  de  ce  cercle,  et  D  le  point  de  T  qui  est  conjugué  har¬ 
monique  de  G  par  rapport  aux  points  A  et  B. 

Désignons  par  S4,  S2  deux  sphères  orthogonales  quelconques 
passant  par  T;  par  S5  et  S4  les  sphères  qui  coupent  orthogona- 
lement  T,  la  première  aux  points  A,  B,  la  seconde  aux  points 
C,  D  ;  et  par  S3  la  sphère  orthogonale  aux  sphères  S4,  S2,  S4,  S5. 

Les  sphères  S4,  S2,  S3,  S4,  S5,  qui  sont  deux  à  deux  ortho¬ 
gonales,  forment  un  pentasphère  P  dont  nous  désignerons  les 
rotations  par  !•,  ?),  Ç,  p,  q ,  r,  X,  p.,  v,  p  (*).  Trois  de  ces  rota¬ 
tions  sont  milles,  à  savoir  Ç,  v,  p.  On  peut,  en  outre,  disposer 
de  S4  de  manière  que  r  soit  nulle. 

2.  Les  surfaces  cerclées  peuvent  être  réparties  en  trois 
classes  : 

Première  classe .  Il  n’y  a  pas  de  courbe  à  laquelle  le  cercle  P 
soit  constamment  tangent. 

Deuxième  classe .  Le  cercle  F  a  une  enveloppe  qu’il  touche 
en  un  seul  point. 

Troisième  classe.  Le  cercle  F  a  une  enveloppe  qu’il  touche  en 
deux  points.  La  surface  est  alors  un  périsphère. 


(*)  Nous  avons  exposé  d’une  manière  détaillée  la  théorie  du  pentasphère  à  un 
paramètre  dans  un  travail  intitulé  Recherches  sur  les  systèmes  triples  orthogonaux , 
qui  paraîtra  prochainement  dans  les  Mémoires  de  la  Société  royale  de  Liège, 
3e  série,  tome  XI« 
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Pour  que  la  surface  soit  un  périsphère,  il  faut  et  il  suffit  que 
l’on  ait 


T  est  alors  la  caractéristique  de  la  sphère  définie  par  l’équation 
œ±  —  hx 2  =  0, 

h  désignant  la  valeur  des  rapports  (1). 

Les  points  de  contact  de  T  avec  son  enveloppe  sont  distincts 
si  une  au  moins  des  inégalités 

ç+jf  +  KÆ  o,  t)2  +  p2  +  p^o 

est  vérifiée  et  coïncidents  si  l’on  a 

?2+42  +  *2  =  0,  + 

Posons 

A  =  (?  +  q*  +  l2)  (ï|2  +  f  +  P2)  -  (—  qp  +  b\  +  fy)2. 

La  surface  appartient  à  la  première  classe  si  A  est  ^  0,  et  à 
la  deuxième  classe  si  A  =  0,  sans  que  les  égalités  (1)  soient 
vérifiées. 


3.  Désignons  par  S  la  sphère  vers  laquelle  tend  la  sphère 
orthogonale  à  F  et  à  la  position  de  T  qui  répond  à  la  valeur 
u  -f-  A ii  du  paramètre  u ,  lorsque  A u  tend  vers  zéro.  L’équation 
de  la  sphère  S  est 


(2) 


x3  x4  x5 

q  5  >. 

—  p  7|  [x 


Cette  sphère  a  un  rayon  non  nul  lorsque  la  surface  appar¬ 
tient  à  la  première  classe.  Elle  se  réduit  au  point  de  contact  de 
T  avec  son  enveloppe,  si  la  surface  appartient  à  la  seconde 
classe.  Lorsque  la  surface  est  un  périsphère,  l’équation  (2) 
disparaît. 
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4.  Les  coordonnées  xi9  x2,  ...,  x5  d’un  point  quelconque  M 
du  cercle  Y  peuvent  s’exprimer  comme  il  suit  : 

(3)  x±  =  0,  x 2  =  0,  x3  =  2£,  x4  =  1  —  æ  =  i(  1  -J- 
et  l’on  a 

/  &r4  =  [i(l  —  t2)  +  A(1  +  t2)  +  Zqt]du, 
i  8æ?  =  [yi  (1  —  J2)  +  ip(i  +  J2)  —  %pt]  du, 

(4)  '  &r3  =  Ut, 

j  8æ4  =  —  %tdt, 

[  8æ5  =  %itdt. 

Soit  ai  l’inverse  du  rayon  de  la  sphère  Sz.  L’élément  ds  de 
l’arc  décrit  par  le  point  M  est  donné  par  l’égalité 

(a3x 3  +  a4x4  +  a^x^fds2  =  2  ox\. 

Celle-ci  peut  s’écrire,  en  tenant  compte  des  formules  (3)  et  (4), 
[U3t  +  04(1  —  t 2)  +  w5(l  +  l2)]2ds2 

=  { [(5  —  ti)t2  —  %qt  —  (5  +  A)]2 

+  [('0  —  i[k)l2  +  %pt  —  (r\  +  ?p)]2j  du2  -f  Adt2, 

ou,  en  désignant  par  F  (u,  t)  le  polynôme  du  quatrième  degré 
en  t  qui  est  entre  accolades, 

(5')  [U3t  -j-  a4(l  —  t2)  +  ia5(  1  +  t2)]2ds2  =  F  (u,  t)du2  +  Ut2. 

5.  En  nous  appuyant  sur  la  formule  précédente,  nous  allons 
démontrer  le  théorème  suivant,  dû  à  M.  Darboux  (*)  : 

Une  surface  cerclée  S  étant  donnée ,  il  existe  une  surface 
cerclée  Sf  dépendant  d’une  fonction  arbitraire  et  telle  que  l'on 
puisse  établir  entre  les  surfaces  S  et  une  correspondance  con¬ 
forme  conservant  les  génératrices  circulaires . 


(*)  C.  Darboux.  Leçons  sur  la  théorie  des  Surfaces,  4e  Partie,  note  IX. 
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Attachons,  comme  au  n°  1,  au  cercle  générateur  T  de  £  le 
pentasphère  P.  Le  ds 2  de  la  surface  2  sera  défini  par  l’égalité  (5). 
Soit  P'  un  pentasphère  dépendant,  comme  P,  du  paramètre  u 
et  désignons  par  Si,  S2,  S5  les  sphères  qui  le  composent. 
Les  sphères  S,-  et  Si  (i  =  1,  2,  5)  étant  supposées  homo¬ 
logues,  choisissons  le  pentasphère  P'  de  manière  qu’il  ait  les 
mêmes  rotations  que  P,  sauf  la  rotation  r  que  nous  désignerons 
par  v .  L’intersection  Tf  des  sphères  Si,  S2  engendre  une 
surface  2'.  Montrons  que  cette  surface  jouit  de  la  propriété 
indiquée  dans  l’énoncé. 

Les  coordonnées  x\,  ...,  #£  de  tout  point  M'  de  T’  peuvent 

s’exprimer  comme  il  suit  : 

x[  =  0,  x'2  =  0,  x3  =  %  x4  =  i  —  z2,  x's  =  i(l  +  Z2). 

Si  a'i  désigne  l’inverse  du  rayon  de  la  sphère  Si,  l’élément  ds' 
de  l’arc  décrit  par  le  point  M'  est  donné  par  la  formule 

Z  [2aÿ  -Mi(  1  —  Z2)  +  +  Z2)]'W* 

(6)  [(i  -  A)  t2  -  *qt  -  (5  +  Ù)f 

(  +  [(71  —  «»Z2  +  2/tZ  —  (ri  +  7*[A)]2}  du 2  +  4dZ2. 

Établissons  entre  les  surfaces  S  et  2'  la  correspondance  ponc¬ 
tuelle  dans  laquelle  M  et  M'  sont  deux  points  correspondants. 
Cette  correspondance  conserve  évidemment  les  génératrices 
circulaires  et  elle  est  conforme,  car  le  rapprochement  des 
égalités  (5)  et  (6)  montre  que  le  rapport  ^  est  indépendant 
de  du  et  de  dt.  Le  pentasphère  P'  dépendant  de  la  fonction 
arbitraire  X,  le  théorème  de  M.  Darboux  est  démontré  (*).  Pour 
déterminer  le  mouvement  de  P',  et  par  suite  la  surface  il  faut 
intégrer  un  système  de  cinq  équations  différentielles  linéaires. 


(*)  Nous  avons  déjà  implicitement  établi  ce  théorème  au  n°  15  de  notre  mémoire 
Sur  les  Surfaces  réglées ,  les  Surfaces  cerclées  et  les  Surfaces  à  ligne  de  courbure  planes 
dans  un  système ,  inséré  dans  le  Bulletin  de  la  séance  du  2  août  1919.  En  effet,  la 
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Comme  P  et  P'  ont  mêmes  rotations  £,  q ,  X,  p.,  p,  r i,  E  et 
appartiennent  à  la  même  classe  et,  si  ces  surfaces  sont  des 
périsphères,  les  points  de  contact  de  T  et  de  Tr  avec  leurs 
enveloppes  seront  simultanément  distincts  ou  coïncidents. 

6.  Nous  allons  présenter  une  nouvelle  solution  du  problème 
suivant,  qui  a  déjà  été  résolu  par  MM.  Demartres  et  Fubini  (*)  : 

Déterminer  les  surfaces  cordées  telles  que  les  génératrices 
circulaires  forment  une  famille  isotherme. 

Le  ds 2  d’une  surface  cerclée  peut  être  défini  par  l’égalité  (5) 
ou  (5').  Pour  que  les  lignes  u  =  const.  forment  une  famille 
isotherme,  il  faut  et  il  suffit  que  les  racines  de  l’équation 

(7)  F  (I,  if)  =  0, 

considérée  comme  déterminant  t,  soient  constantes  (Darboux, 
loc.  cit.). 

Cherchons  d’abord,  parmi  les  surfaces  répondant  à  la  question, 
celles  qui  ne  sont  pas  des  périsphères. 

surface  Q  dont  il  est  question  dans  le  dit  numéro  est  la  surface  cerclée  la  plus  géné¬ 
rale,  car  on  peut  identifier  l’équation  du  cercle  g  et  l’équation 

msxs  +  m&i  +  iiHXï  +  rriiXi  =  0 

d’un  cercle  quelconque  tracé  surS3.  L’identification  donne,  h  désignant  une  fonction 
arbitraire, 

vf  =  v  -f-  hms,  =  Ç  -f-  hm 4,  p’  =  p  +  hm 2,  q’  =  q  —  hm 4. 

Par  suite,  la  surface  Q'  dépend  d’une  fonction  arbitraire.  Les  surfaces  Q  et  Qf 
ayant  entre  elles  la  relation  indiquée  dans  l’énoncé  du  théorème  de  M.  Darboux, 
celui-ci  est  démontré. 

Nous  saisissons  la  présente  occasion  pour  signaler  un  passage  qui  a  été  omis  au 
n°  11  du  mémoire  cité  plus  haut.  Page  516,  ligne  2,  après  le  point ,  ajouter  ce  qui 
suit  :  Soient  M,Mf  deux  points  appartenant  respectivement  aux  cercles  K, K’  et  tels 
que  les  rayons  OM,  O'M'  soient  parallèles  et  de  même  sens  ou  de  sens  contraire, 
suivant  que  h  est  positif  ou  négatif.  Si  M  décrit  une  trajectoire  orthogonale  à  K,  M' 
décrira  une  trajectoire  orthogonale  à  K'. 

Signalons  aussi  une  correction  au  n°  14  du  même  mémoire  :  supprimer ,  dans 
l’équation  (2),  l’accent  qui  affecte  xi* 

(*)  Demartres,  Annales  scientifiques  de  l’École  normale  supérieure ,  années  1885 
et  1887. 

Fubini,  Annali  délia  R.  Scuola  normale  superiore  di  Pisa  (Scienze  fisiche  et  mate - 
matiche),  année  1904. 
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L’équation  (7)  peut  être  remplacée  par  les  suivantes  : 

(5  +  i*i)  0  ~  F)  +  2(0  —  ip)t  +  i(k  +  ip)  (1  +  t2)  =  0, 
(?  —  irr\)  (1  —  t2)  +  2(0  +  ip)t  +  i(k  —  *p)  (1  +  l2)  =  0. 


Les  racines  de  ces  équations  devant  être  constantes,  on  a 


(8; 


£  +  ir\  q  —  ip  ~k  -f- 
abc 
?  —  vr\  _  q  +  ip  X  —  ipi 
a'  b'  c' 


a,  b ,  c,  a',  b' ,  c '  désignant  des  constantes.  Ces  constantes  sont 
telles  que  les  déterminants  du  tableau 

abc 
a’  b’  c ' 


ne  sont  pas  tous  nuis  ;  car,  dans  le  cas  contraire,  les  relations  (1) 
seraient  vérifiées  et  la  surface  serait  un  péris phère. 

En  vertu  des  relations  (8),  l’équation  (2)  de  la  sphère  S  peut 
s’écrire 


(9) 


00 3  X-^ 

bac 
b'  a'  c' 


=  0. 


On  démontre  aisément  que  cette  sphère  est  fixe. 

7.  Si  la  surface  cherchée  appartient  à  la  deuxième  classe,  la 
sphère  S  se  réduit  à  un  point  du  cercle  F.  Or  ce  point  est  fixe. 
Donc,  parmi  les  surfaces  de  la  deuxième  classe,  celle  qui 
répond  à  la  question  est  l’inverse  de  la  surface  réglée  la  plus 
générale  telle  que  les  génératrices  rectilignes  forment  une 
famille  isotherme.  Si  cette  dernière  surface  n’a  pas  un  plan 
directeur  isotrope,  elle  est  le  lieu  des  binormales  d’une  courbe 
à  torsion  constante.  Il  y  a  aussi  des  surfaces  jouissant  de  la 
propriété  indiquée  qui  ont  un  plan  directeur  isotrope.  On  peut 
les  définir  par  des  formules  ne  contenant  que  des  quadratures. 
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8.  Cherchons  les  surfaces  de  la  première  classe  qui  répondent 
à  la  question.  Pour  ces  surfaces,  la  sphère  S  ne  se  réduit  pas  à 
un  point.  Prenons-la  pour  sphère  S5.  Alors,  l’équation  (9) 
devant  se  réduire  à  x5  =  0,  on  aura  c  =  c'  =  0,  et  les  équa¬ 
tions  (8)  donneront,  par  suite, 


X==0, 

TpOj 

£  + 

q  —  ij ) 

a 

b 

l  —  ir\ 

( l  +  jP 

(10) 


(H)  ‘ 

U/  U 

Â  ces  relations  entre  les  rotations  du  pentasphère  P,  il  faut 
joindre  les  suivantes,  indiquées  au  n°  1  :  Ç  =  0,  v  =  0,  p  =  0. 
Or,  les  équations  X  =  0,  p  =  0,  v  =  0,  p  =  0  expriment  que 
la  sphère  S5  est  fixe.  Par  suite,  le  problème  à  résoudre  revient 
à  déterminer  un  pentasphère  satisfaisant  aux  conditions  sui¬ 
vantes  :  la  sphère  S5  est  fixe,  la  rotation  Ç  est  nulle  et  les  rota¬ 
tions  Ç,  y),  p,  q  vérifient  les  relations  (10)  et  (11),  les  constantes 
a,  b,  a' ,  b'  satisfaisant  à  l’inégalité 
(12)  ab'  —  ba'  ^  0. 

9.  Le  cercle  F  étant  orthogonal  à  la  sphère  S5,  ses  foyers 
F,  F'  se  déplacent  sur  cette  sphère.  Soient  1,  i,  0,  0,  0  les 
coordonnées  du  point  F  et  1,  — i,  0,  0,  0  celles  du  point  FC 

Lorsque  les  égalités  (10)  et  a2  -j-  b2  =  0  sont  vérifiées,  le 
point  F  décrit  une  droite.  La  réciproque  est  vraie. 

Lorsque  l’égalité  (10)  et  l’inégalité  a 2  b2  ^  0  sont  vérifiées, 
le  point  F  décrit  une  courbe  dont  le  cercle  osculateur  passe 
par  F'.  La  réciproque  est  vraie. 

L’équation  (11)  donne  lieu  à  quatre  propositions  toutes  sem¬ 
blables  aux  précédentes  et  que  nous  nous  dispenserons  d’énoncer. 

On  voit  que  les  relations  (10)  et  (11)  expriment  des  pro¬ 
priétés  des  trajectoires  des  points  F  et  FC  Si  ces  relations  sont 
vérifiées,  ainsi  que  l’inégalité  (12),  le  cercle  T  dont  F,  F'  sont 
les  foyers  engendrera  une  surface  de  la  première  classe  répon- 
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dant  à  la  question;  car,  pour  satisfaire  à  la  condition  Ç  =  0,  il 
suffira  de  choisir  la  sphère  S4  de  manière  que  l’une  de  ses  inter¬ 
sections  avec  T  décrive  une  trajectoire  orthogonale  à  ce  cercle. 

10.  Cela  posé,  examinons  successivement  les  trois  cas  sui¬ 
vants  :  Premier  cas  :  Les  points  F  et  F'  décrivent  des  droites. 
Deuxième  cas  :  Le  point  F  décrit  une  courbe  et  le  point  F'  une 
droite.  Troisième  cas  :  Les  points  F  et  F'  décrivent  des  courbes. 

Premier  cas.  Si  F  et  F'  décrivent  des  droites  quelconques, 
les  relations  (10)  et  (11)  sont  vérifiées.  Four  que  l’on  ait 
ab'  —  ba '  ^  0,  il  faut  et  il  suffit  que  ces  droites  ne  se  coupent 
pas.  On  peut  évidemment  établir  entre  les  points  F  et  F'  une 
relation  quelconque.  Il  est  aisé  de  déterminer,  parmi  les  sur¬ 
faces  considérées,  celles  qui  sont  réelles. 

Deuxième  cas.  F  peut  décrire  une  courbe  quelconque  C  et  ¥' 
une  droite  quelconque  d' .  La  relation  entre  les  points  F  et  Fr 
s’obtient  comme  il  suit  :  F  étant  donné,  le  point  F'  est  l’inter¬ 
section  de  d' avec  le  cercle  osculateur  de  C  en  F.  Les  relations 
(10)  et  (11)  sont  vérifiées  et  l’on  a  ab'  —  ba1  ^  0. 

Les  surfaces  ainsi  obtenues  sont  nécessairement  imaginaires. 

Troisième  cas.  Supposons  que  F  et  F'  décrivent  respective¬ 
ment  des  courbes  C  et  C'.  Pour  que  les  relations  (10)  et  (11) 
soient  vérifiées,  il  faut  et  il  suffit  que  le  cercle  osculateur  de  C 
en  F  passe  par  F'  et  que  le  cercle  osculateur  de  Cf  en  F'  passe 
par  F.  Cette  double  condition  est  équivalente  à  la  suivante  : 
C  et  C'  sont  des  asymptotiques  de  la  surface  lieu  de  la  droite 
F  F'.  Celle-ci  ne  saurait  être  développable,  mais  elle  peut  se 
réduire  à  un  pian,  auquel  cas  C  et  C'  coïncideront  avec  un  cercle 
de  la  sphère  S5.  Alors,  et  alors  seulement,  on  aura  ab ’  — ba'  =  0. 
Donc,  pour  que  ab’  —  ba'  soit  7^  0,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
surface  lieu  de  F  F'  soit  gauche.  On  peut,  dès  lors,  énoncer  le 
théorème  suivant,  dû  à  M.  Deinartres  : 

Si  ion  coupe  la  sphère  S5  par  une  surface  gauche  de  manière 
que  les  deux  branches  C  et  G  de  la  courbe  d'intersection  soient 
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des  asymptotiques  de  la  surface  gauche,  les  intersections  F,  F' 
des  courbes  G,  G'  et  d’une  génératrice  rectiligne  variable  de  cette 
surface  seront  les  foyers  du  cercle  F  générateur  de  la  surface 
cherchée . 

On  peut  obtenir  celle-ci  par  le  raisonnement  suivant,  équiva¬ 
lent  à  celui  qui  a  été  indiqué  par  M.  Fubini  ( loc  cit.).  Soient 
A,  B  ies  intersections  de  F  et  de  S5.  La  surface  lieu  de  F  et  la 
surface  lieu  de  AB  se  correspondent  dans  la  transformation  de 
M.  Darboux,  pour  laquelle  la  sphère  S5  est  le  lieu  des  points 
doubles;  donc,  pour  que  les  cercles  F  forment  une  famille  iso¬ 
therme,  il  faut  et  il  suffît  que  les  droites  AB  forment  une 
famille  isotherme  dans  la  métrique  non  euclidienne  dont  S5  est 
la  sphère  fondamentale.  Or,  la  surface  réglée  la  plus  générale 
jouissant  de  cette  propriété  est  le  lieu  des  binormales  d’une 
courbe  à  torsion  non  euclidienne  constante  (Bianchi).  On  est 
donc  ramené  à  déterminer  les  courbes  à  torsion  non  euclidienne 
constante  (*). 

On  peut  établir  le  même  résultat  sans  faire  usage  de  la  trans¬ 
formation  de  M.  Darboux.  Pour  un  choix  convenable  des 
sphères  S4  et  S*,  on  a  rj  =  0,q  =  0  et  les  équations  (10)  et  (1 1) 
se  réduisent  à  |  =  const.  Alors  la  détermination  du  mouvement 
du  pentasphère  P  et  celle  des  courbes  à  torsion  non  euclidienne 
constante  sont,  au  point  de  vue  analytique,  deux  problèmes 
identiques. 

1 1 .  Il  reste  à  déterminer  les  périsphères  qui  répondent  à  la 
question.  La  méthode  du  pentasphère  mobile  conduit  au  résultat 
suivant  :  Les  périsphères  isothermiques  sont  les  surfaces  qu’on 
obtient  en  soumettant  les  cônes  et  les  cylindres  aux  oo10  trans¬ 
formations  conformes.  Parmi  ces  surfaces  figurent  les  surfaces 
de  révolution,  résultat  évident  a  priori. 


(*)  Pour  la  résolution  de  ce  problème,  nous  renvoyons  le  lecteur  au  mémoire 
de  M.  Fubini. 
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Physiologie.  —  Synchronisme  des  mouvements  respi¬ 
ratoires  et  des  pulsations  cardiaques  chez  les 
Poissons, 

par  Victor  WILLEM,  membre  de  J’Académie. 


Introduction. 

En  1893,  à  Naples,  K.  Sciioenlein,  alors  directeur  du  labora¬ 
toire  de  physiologie  de  la.  Station  zoologique,  et  moi  nous 
avons  étudié,  sur  des  Torpilles  surtout,  les  conditions  si  parti¬ 
culières  de  la  circulation  sanguine  chez  les  Poissons  :  c’étaient 
les  premiers  essais  méthodiques,  effectués  au  moyen  des  res¬ 
sources  de  la  technique  en  usage  pour  les  Mammifères,  qui 
éclairaient  les  phénomènes  généraux  de  cette  circulation.  Depuis 
lors,  une  question,  entre  autres,  a  particulièrement  intéressé  les 
quelques  physiologistes  qui  ont  continué  nos  recherches  : 
l’influence  des  mouvements  respiratoires  sur  la  progression  du 
sang  et  le  synchronisme  éventuel  du  rythme  respiratoire  et  du 
rythme  cardiaque.  L’opinion  des  observateurs,  sur  ce  dernier 
point  surtout,  a  évolué  d’une  manière  curieuse;  je  voudrais, 
à  l’occasion  d’expériences  nouvelles  que  j’ai  eu  l’occasion  de 
faire,  faire  ressortir  ce  que  nous  savons  actuellement  de  l’in¬ 
fluence  des  mouvements  respiratoires  sur  la  circulation  sanguine 
chez  les  Poissons  et  quels  sont  les  points  qui  attendent  un 
examen  plus  précis. 

Schoenlein  et  moi  nous  avions,  entre  autres  choses,  attiré 
l’attention  sur  l’influence  qu’ont  les  mouvements  inspiratoires 
et  expiratoires  sur  le  tracé  de  la  pression  artérielle  dans  les 
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vaisseaux  allant  du  cœur  aux  branchies.  Dans  ma  relation  (*)  de 
nos  expériences,  je  m’exprimais  à  peu  près  de  la  manière  sui¬ 
vante  (2)  :  Chez  la  Torpille,  lors  de  l’expiration,  l’eau  jaillit  des 
orifices  branchiaux  externes  :  il  règne  donc  dans  la  cavité  bucco- 
branchiale  une  pression  positive  (plus  grande  que  la  pression 
régnant  dans  le  milieu  extérieur)  ;  d’autre  part,  on  peut  constater 
facilement  que  les  mouvements  inspiratoires  créent  une  pression 
négative  dans  la  cavité  respiratoire  :  les  bords  antérieurs  minces 
des  fentes  branchiales  sont,  par  aspiration,  appliqués  sur  la 
paroi  postérieure  de  l’orifice,  qu’ils  ferment  ainsi  au  moment  où 
les  évents  s’ouvrent.  Comme  on  le  comprend  aisément,  ces 
variations  de  pression  se  transmettent  au  sang  qui  circule 
dans  le  réseau  branchial.  Et  si  nous  considérons  un  point  déter¬ 
miné  du  système  afférent  des  branchies,  tel  que  celui  que  nous 
avons  relié  à  un  manomètre  inscripteur  (le  tronc  commun  des 
artères  afférentes  branchiales  1  et  2),  nous  constatons  que  la 
pression  y  est  soumise,  d’un  côté  à  des  oscillations  dues  aux 
systoles  ventriculaires,  et  de  l’autre  côté  à  des  oscillations  cor- 


(!)  Un  mot  d’explication  est  ici  nécessaire.  La  plupart  de  nos  essais  et  expé¬ 
riences  ont  été  faits  en  commun;  puis  K.  Schoenlein  quittant  Naples  à  l’occasion 
d’un  congé,  j’ai  continué  seul  des  observations  sur  divers  points,  telle  l’influence 
du  vide  péricardique.  Plus  tard,  chacun  de  nous  a  rédigé,  en  se  fondant  sur 
'ensemble  des  graphiques  obtenus,  une  relation  particulière  des  expériences;  il 
se  fait  ainsi  que,  malgré  un  échange  des  rédactions  provisoires,  les  deux  collabo¬ 
rateurs  n’ont  pas  toujours  raconté  de  même  et  interprété  identiquement  des  obser¬ 
vations  faites  pour  la  plupart  en  commun. 

Les  physiologistes  qui  nous  ont  suivis  ont  utilisé  la  relation  de  K.  Schoenlein, 
publiée  dans  une  revue  allemande  de  physiologie  qu’ils  avaient  sous  la  main;  ma 
relation,  parue  dans  un  recueil  zoologique  français,  est  restée  ignorée.  Il  m’est 
bien  permis  de  dire  que,  si  on  l’avait  lue,  on  n’aurait  pas  fait  aux  conclusions  de  nos 
expériences  maintes  objections  qu’a  suscitées  la  rédaction  de  K.  Schoenlein.  Les 
quelques  divergences  de  nos  interprétations  sont  importantes  au  point  de  vue  de  la 
discussion  qui  va  suivre. 

G.  Schoenlein  et  V.  Willem,  Observations  sur  la  circulation  du  sang  chez  quelques 
Poissons.  (Bulletin  scientifique  de  la  France  et  de  la  Belgique,  t.  XXVI,  4894.) 
—  K.  Schoenlein,  Beobachtungen  über  Blutkreislauf  und  Respiration  bei  einigen 
Fischen.  (Zeitschrift  fur  Biologie,  Bd.  32,  4895.) 

(2)  Loc.  cit.,  chapitre  IV  :  Influence  de  la  respiration  sur  la  circulation  du  sang. 
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respondant  aux  mouvements  respiratoires.  Plusieurs  graphiques 
montraient  des  aspects  divers  de  cette  interférence  des  ondula¬ 
tions  dues  aux  systoles  ventriculaires  avec  celles  que  déterminent 
les  mouvements  respiratoires. 

Nous  n’avions  prêté  qu’une  attention  très  restreinte  aux 
périodicités  relatives  des  mouvements  respiratoires  et  des  pulsa¬ 
tions  cardiaques  que  nous  enregistrions.  Je  n’en  parle  point  dans 
ma  relation,  que  j’ai  voulue  aussi  concise  que  possible. 
K.  Schoenlein,  dans  un  passage  qui  a  été  reproduit  à  plusieurs 
reprises  par  d’autres,  donne  les  renseignements  assez  vagues 
que  voici  (pp.  523-524)  :  «  Nun  liegen  mit  nur  sehr  seltenen 
Ausnahmen  Puis-  und  Respirationszahlen  zum  nie  wenigsten 
immer  soweit  in  denselben  Grenzen,  dass  die  eine  Zahl  nie  mehr 
als  das  doppelte  (*)  der  anderen  betragt,  und  zumeist  ist  das 
Verhâltniss  dem  1/1  sehr  vie!  nàher.  Verânderungen  der  Frequenz 
vollziehen  sich  auch,  seien  sie  nun  spontan  oder  bei  einem  der 
beiden  Yorgânge  hervorgerufen,  immer  in  derselben  Rich- 
tung...  » 

Mais  l’année  suivante  parut,  d’un  médecin  norvégien, 
J.  Thesen,  qui  n’avait  d’ailleurs  pas  connaissance  de  nos  expé¬ 
riences,  un  mémoire  (2)  sur  la  contraction  du  cœur  chez  divers 
poissons  osseux  (3).  L’auteur  y  signale  accessoirement  (p.  108) 
qu’il  a  été  frappé  par  le  fait  que,  chez  ses  sujets  en  expérience 
(dont  il  arrosait  les  branchies  d'eau  fraîche  et  dont  il  avait  mis  le 
cœur  à  découvert),  la  pulsation  cardiaque  et  la  respiration 
étaient  constamment  de  même  fréquence.  Chez  un  sujet  qui 
s’agitait,  ou  sous  l’influence  d’une  douleur  forte,  les  mouve- 


p)  Lapsus  curieux,  huit  lignes  au-dessous  de  cette  affirmation  se  trouve  imprimé 
un  graphique  (fig.  2)  où  les  mouvements  respiratoires  sont  trois  fois  plus  fréquents 
que  les  pulsations  cardiaques. 

(2)  J.  Thesen,  Étude  sur  la  biologie  du  cœur  des  Poissons  osseux.  (Archives  de 
zoologie  expérimentale,  3e  série,  t.  IV,  1896.) 

(5)  Gadus  morrhua,  Crenilabrus  rupestris ,  Zoarces  viviparus,  Cottus  scorpius, 
Trigla  gurnardus,  Conger  conger,  Carassius  vulgaris. 
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ments  de  la  respiration  pouvaient  devenir  irréguliers  ;  mais  cette 
irrégularité  n’agissait  pas  sur  le  cœur.  Dès  que  le  Poisson 
redevenait  tranquille,  les  anciens  rapports  recommençaient  :  un 
mouvement  de  respiration  pour  chaque  battement  du  cœur 
(p.  109). 

Nous  allons  voir  comment  cette  notion  de  synchronisme, 
amorcée  si  sommairement,  va  progressivement  s'imposer,  mal¬ 
gré  des  constatations  contradictoires. 

Un  mémoire  intéressant  de  W.  Brünings  (*)  vient,  en  1889, 
apporter  des  faits  nouveaux.  L’auteur,  opérant  sans  intervention 
sanglante,  sur  des  Chevaines  ( Leuciscus  dobuia )  ficelés  dans  un 
baquet,  constate  chez  ses  exemplaires  une  grande  discordance 
entre  le  rythme  respiratoire  et  le  rythme  cardiaque  :  ordinaire¬ 
ment,  68  mouvements  respiratoires  et  18  pulsations  cardiaques 
par  minute.  Mais  il  fait  ressortir,  chez  le  Téléostéen  qu’il 
étudie,  un  fait  qui  m’avait  paru  accessoire  chez  la  Torpille,  où 
les  dispositions  anatomiques  de  la  cavité  péricardique  sont 
sensiblement  différentes  :  c’est  que  les  mouvements,  servant 
la  respiration,  du  pharynx  et  de  muscles  branchiaux  fixés  à  la 
ceinture  scapulaire  déterminent  des  variations  de  volume  de  la 
cavité  péricardique,  dont  iis  constituent  partiellement  les  parois. 
Les  mouvements  inspiratoires,  en  aspirant  du  sang  dans  l’oreil¬ 
lette;  les  mouvements  expiratoires,  en  expulsant  du  liquide  hors 
des  organes  contenus  dans  le  péricarde,  interviennent  efficace¬ 
ment  dans  la  progression  du  sang  et  renforcent  considérablement 
l’action  du  ventricule  cardiaque,  relativement  faible  chez  les 
Poissons  (2). 

On  inclinait  dès  lors  à  penser  que  ce  mécanisme  pût  avoir  son 


(4)  W.  Brünings,  Zut  Physiologie  des  Kreislaufes  der  Fische.  (Archiv  für  die 
GESAMMTE  PHYSIOLOGIE,  Bd  75,  4899.) 

(2)  Le  poids  du  cœur  chez  les  Poissons  est  le  —,  —,  —  du  poids  de  l’animal, 

900  700  400  r 

tandis  que  la  proportion  est  chez  les  Mammifères  d’environ  . 
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maximum  d’efficacité  si  les  mouvements  respiratoires  et  les 
pulsations  cardiaques  interféraient  convenablement;  si,  par 
exemple,  le  rythme  cardiaque  et  le  rythme  respiratoire  étaient 
identiques,  comme  l’avait  vu  Thesen. 

Mais  cette  conception  téléologique  se  trouva  contrariée  p 
nouveau  par  un  mémoire  de  Wilhelmine  Kollf  (1908)  (*),  qui, 
entre  autres  résultats,  confirmait  les  observations  de  Brünings  sur 
le  manque  de  concordance  existant  entre  le  rythme  cardiaque  et 
la  périodicité  des  mouvements  respiratoires.  Chez  les  Telestes 
et  Barbus ,  dont  le  péricarde  ou  le  cœur  était  mis  à  nu,  la 
périodicité  respiratoire  était  presque  toujours  plus  rapide  que 
le  rythme  cardiaque;  chez  l’Anguille,  le  rapport  des  fréquences 
variait  selon  que  le  cœur  était  intact  ou  se  trouvait  blessé  par 
l’accrochement  à  un  levier  inscripteur.  Une  indication  nouvelle 
apparaissait  cependant  chez  des  Telestes  dont  les  pulsations 
ventriculaires  étaient  inscrites  par  la  méthode  de  suspension 
d’ENGELMANN  (2);  ces  pulsations  et  les  mouvements  respiratoires, 
après  un  certain  délai,  arrivaient  à  un  synchronisme  très 
approximatif  :  par  exemple.  Et  l’auteur  concluait  que  le 

rythme  respiratoire  et  le  rythme  cardiaque  sont  indépendants 
l’un  de  l’autre,  ce  qui  est,  d’ailleurs,  confirmé  par  d’autres  faits  : 
le  cœur  continue  à  battre  après  arrêt  de  la  respiration;  les  mou¬ 
vements  respiratoires  peuvent  persister  après  extirpation  du 
cœur;  le  rythme  respiratoire  et  le  rythme  cardiaque  varient 
différemment  sous  l’influence  de  divers  facteurs,  etc.,  mais, 
«  Atmungs-  und  Herzfrequenz  zeigen  jedoch  eine  gewisse 
Korrelation  »,  sur  laquelle  l’auteur  ne  s’explique  point. 

Mais  entretemps,  des  observateurs  avaient  étudié  laborieuse¬ 
ment  les  mouvements  respiratoires  des  Poissons,  leur  rythme  et 


(')  Wilhelmine  Kolff,  Untersuchungen  iiber  die  Herztâtigkeit  bei  Teleostiern. 
(Aiichiv  fük  die  gesammte  Physiologie,  Bd  122,  1908.) 

(2)  Versuch  7,  p.  38. 
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ses  variations,  et  iis  étaient  arrivés,  avec  Baglioni  (1),  à  la  consta¬ 
tation  que  ce  rythme  est  très  instable  et  que  les  expérimenta¬ 
teurs,  pour  avoir  manipulé  et  immobilisé  artificiellement  leurs 
sujets,  n’avaient  étudié  que  des  Poissons  en  état  de  dyspnée 
plus  ou  moins  accentuée.  Gela  permettait  de  postuler  que,  dans 
certaines  conditions,  il  y  a  synchronisme  des  mouvements  respi¬ 
ratoires  et  des  pulsations  cardiaques. 

Et  Babak  (2),  en  1912,  après  avoir  constaté  ce  synchronisme 
chez  des  alevins  de  Truite  nouvellement  éclos  et  transparents, 
soumet  ces  Poissons  à  des  températures  croissantes,  dans  de 
l’eau  aérée  et  dans  de  l’eau  bouillie.  Le  synchronisme  se  main¬ 
tient  dans  certaines  limites  de  température  entre  les  deux 
rythmes  qui  s’accélèrent;  puis,  vers  16°5  dans  l’eau  aérée  et 
vers  22°  dans  l’eau  bouillie,  il  y  a  dissociation,  parce  que, 
dit  Babak,  le  rythme  cardiaque  cesse  d’être  maintenu  à  l’allure 
du  rythme  respiratoire  par  une  influence  nerveuse  inhibitrice 
émanant  de  l’appareil  respiratoire. 

Nouvelles  rechebches  et  discussion  des  faits  connus. 

J’ai  trouvé,  au  printemps  dernier,  l’occasion,  longtemps 
attendue,  de  faire  quelques  observations  démonstratives  sur  le 
synchronisme  des  pulsations  cardiaques  et  des  mouvements 
respiratoires,  grâce  à  l’examen  de  très  jeunes  Ammodytes 
tobianus  et  de  deux  Civelles  (3)  prises  à  mer  basse  dans  le 


(q  Baglioni,  Der  Atmungsmechanismus  der  Fische.  (Zeitschrift  für  allgemeine 
Physiologie,  Bd  7, 1907.) 

(2)  E.  Babak.  Die  Synchronie  des  Atem-  und  Herzrhythmus  bei  den  Fischem- 
bryonen  und  der  Einftuss  der  Temperatur.  (Folia  neuro-biologica,  Bd.  vi,  1912.) 

(3)  La  présence  d’une  Civelle  se  trahissait  par  un  léger  sillon  onduleux  d’un 
demi-mètre  environ  de  longueur,  de  forme  nouvelle  pour  moi,  qui  se  terminait 
brusquement,  dans  la  direction  de  la  mer,  en  un  point  où  se  trouvait,  légèrement 
enfouie,  la  jeune  Anguille.  La  longueur  de  mes  deux  exemplaires  était  de  64  et 
69  millimètres,  à  la  fin  de  mars. 
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sable  de  la  plage  de  la  Pointe  aux  Oies,  près  de  Wimereux. 
La  transparence  de  ces  Poissons  permettait  un  examen  direct 
du  cœur  ou  tout  au  moins  le  compte  des  pulsations  ;  les  Civelles 
surtout  se  révélèrent,  pour  diverses  raisons  qu’on  va  voir,  un 
matériel  de  choix. 

1.  —  Constatation  du  synchronisme  chez  la  Civelle.  —  Une 
Givelle  étant  amenée  avec  précaution  sous  le  microscope  bino¬ 
culaire,  dans  un  cristallisoir  très  plat,  on  aperçoit  très  facile¬ 
ment  le  cœur  et  les  branchies,  et  il  est  aisé  de  constater  que  les 
mouvements  respiratoires,  au  nombre  de  60  environ  par  minute, 
sont  synchrones  avec  les  pulsations  cardiaques  (1). 

La  phase  inspiratrice  débute  par  l’abduction  des  arcs 
hyoïdiens  et  des  arcs  branchiaux.  A  cet  écartement,  qui  élargit 
la  région  tout  à  fait  antérieure  des  chambres  branchiales  et  qui 
(concurremment  avec  l’abaissement  de  la  mâchoire,  peu  obser¬ 
vable  dans  les  conditions  de  l’examen)  détermine  une  pression 
négative  dans  la  cavité  bucco-branchiale,  correspond  un  resser¬ 
rement  transversal  de  la  région  postérieure  des  membranes 
branchiostèges.  Puis  l’élargissement  de  la  chambre  branchiale, 
qui  s’observe  surtout  dans  le  sens  transversal,  se  propage  d’avant 
en  arrière,  avec  une  vitesse  qui  varie  avec  la  quantité  d’eau  absor¬ 
bée.  —  Dans  la  phase  expiratrice,  il  y  a  d’abord  adduction  des 
hyoïdes  et  des  arcs  branchiaux,  un  resserrement  de  la  région 
antérieure  des  opercules,  dont  la  propagation  d’avant  en  arrière 
est  contrariée  par  une  influence  inverse  et  tout  d’abord  supé¬ 
rieure  :  une  expansion  de  la  paroi  postérieure  de  la  chambre  bran¬ 
chiale,  que  distend  momentanément  l’eau  expulsée  par  un  orifice 
relativement  étroit.  —  Le  retard  des  phases  oscillatoires  des 
régions  postérieures  des  opercules,  qui  est  dû  à  la  longueur  de 
ceux-ci,  ainsi  qu’à  la  résistance  de  l’eau  circulante,  varie  selon 


P)  Ce  synchronisme  a  été  vérifié  à  nouveau,  au  commencement  de  mai,  sur 
une  petite  Anguille  d’eau  douce,  de  6,8  centimètres,  prise  dans  un  marais  à 
Destelbergen,  dont  les  chromatophores  cutanés  étaient  déjà  nombreux. 
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l’amplitude  du  mouvement  initial  des  hyoïdes  ;  les  balancements 
de  ces  régions  postérieures  sont  plus  compliqués  et  moins 
réguliers  que  les  mouvements  des  hyoïdes.  Ceux-ci  règlent 
d’ailleurs  la  série  des  phénomènes  et,  tout  en  étant  plus  faciles 
à  suivre,  donnent  le  rythme  des  mouvements  respiratoires. 

Or,  le  début  de  l’inspiration  se  produit  au  moment  où  le 
bulbe  aortique  vient  d’être  distendu  par  la  systole  ventriculaire  : 
la  phase  inspiratoire,  qui  décomprime  le  réseau  capillaire  des 
branchies,  coïncide  donc  avec  la  période  où  le  bulbe  cardiaque, 
gonflé  de  sang,  se  vide  dans  l’aorte  et  les  vaisseaux  branchiaux. 

Et  la  phase  expiratoire  s’accomplit  pendant  que  le  bulbe  se 
trouve  isolé  du  ventricule,  en  diastole,  par  la  fermeture  de  ses 
valvules  :  la  compression  du  réseau  branchial  ne  peut  donc  faire 
progresser  le  sang  que  dans  le  sens  distal. 

2.  —  Ce  synchronisme  du  rythme  respiratoire  et  des  pulsa¬ 
tions  cardiaques  se  caractérise  par  la  simultanéité  de  deux 
phénomènes  :  le  début  du  dégonflement  bulbaire  et  le  commen¬ 
cement  du  mouvement  inspiratoire. 

Or,  les  mouvements  respiratoires  qui  se  succèdent  ne  sont 
pas  d’égale  amplitude.  Mais  un  mouvement  dont  la  phase  d’in¬ 
spiration  est  plus  ample  et  la  phase  d’expiration  un  peu  plus 
prolongée  que  la  moyenne  est  toujours  suivi  par  un  mouvement 
d’inspiration  moins  ample,  qui  comporte  une  phase  d’expiration 
d’autant  plus  courte.  Et  les  deux  périodes  successives  se  com¬ 
pensent,  de  telle  manière  que,  chaque  fois,  quelles  que  soient 
l’amplitude  du  mouvement  initial  et  la  durée  de  l’expiration,  le 
début  des  phases  inspiratrices  successives  coïncide  avec  le  com¬ 
mencement  du  dégonflement  du  bulbe  aortique.  Les  mouvements 
respiratoires  sont  variables  d’amplitude  ;  la  durée  complète  de 
leur  période  (à  partir  du  début  de  l’inspiration  jusqu’à  la  fin  de 
la  phase  expiratoire  dans  la  région  postérieure  des  opercules) 
est  variable  ;  mais  les  intervalles  qui  séparent  les  débuts  de  ces 
périodes  restent  égaux  aux  périodes  du  rythme  cardiaque. 
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3.  —  Influence  de  la  pulsation  cardiaque  sur  le  mouvement 
respiratoire.  —  Par  deux  fois,  pendant  une  période  d’immobi¬ 
lité  de  la  Civelle  en  observation,  l’autre  exemplaire  vient  frôler 
le  museau  du  premier.  Je  constate  alors  que  cette  excitation 
s’accompagne  d’une  inhibition  du  mouvement  d’inspiration  qui 
allait  se  produire,  et  il  y  a  suppression  complète  des  phases 
consécutives  et  de  tout  un  mouvement  respiratoire  (*).  Or, 
chaque  fois,  le  mouvement  respiratoire  suivant  a  débuté  au 
moment  du  dégonflement  du  bulbe  aortique  ;  ceci  confirme 
l’impression  que  donnait  l’observation  des  faits  décrits  au  §  2  : 
c’est  que  c’est  le  rythme  cardiaque  qui  règle  le  rythme  respi¬ 
ratoire. 

J’ai  réussi  plusieurs  fois  à  reproduire  artificiellement,  par  un 
attouchement,  les  phénomènes  d’inhibition  ci-dessus  décrits  ; 
mais  l’excitation  détermine  souvent  un  déplacement  malencon¬ 
treux  de  la  Civelle,  qui  fait  sortir  du  champ  du  microscope  la 
région  intéressante. 

4.  —  Cette  relation  entre  le  début  du  mouvement  respiratoire 
et  le  dégonflement  du  bulbe  se  manifeste  dans  d’autres  cas  où 
le  rythme  respiratoire  se  trouve  altéré. 

Je  me  suis  évertué  naturellement  à  chercher  l’immobilisation 
de  mes  sujets,  notamment  en.  les  laissant  se  loger  dans  une 
mince  couche  de  sable,  dont  émergeait  la  région  antérieure  à 
observer.  Dans  une  circonstance  de  ce  genre,  où  le  rythme 
respiratoire  restait  normal  et  identique  à  celui  du  cœur,  j’ai 
observé  à  diverses  reprises  le  phénomène  suivant  :  le  passage 
sur  les  branchies  d’un  petit  filament  de  mucus,  aspiré  par  la 
bouche,  provoquait  une  expiration  amplifiée  et  allongée,  com- 


(q  Ce  qui  indique  que  les  phases  successives  d’une  période  respiratoire  suivent 
automatiquement  la  contraction  musculaire  d’inspiration.  Schoenlein  a  d’ailleurs 
signalé  que  la  réplétion  des  cavités  branchiales  entraîne  le  mouvement  d’expiration 
(p.  540). 
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portant  une  phase  de  rapprochement  des  hyoïdes  dépassant  la 
durée  d’une  pulsation  cardiaque.  Le  mouvement  inspiratoire 
suivant  reprenait  au  moment  exact  du  dégonflement  du  bulbe, 
et  le  synchronisme  se  trouvait  ainsi  conservé,  grâce  à  l’interca¬ 
lation  dans  le  rythme  respiratoire  d’une  pause  donnant  à  la 
période  allongée  la  durée  exacte  de  deux  pulsations  cardiaques. 

Je  conclus  des  faits  décrits  dans  les  §§  2,  3  et  4  que  le  rythme 
cardiaque  est  capable  de  régler  le  rythme  respiratoire  ;  qu’une 
excitation,  partant  de  l’appareil  circulatoire,  déclanche  le  début 
de  la  manœuvre  inspiratoire.  Ceci  est  une  conclusion  nouvelle, 
car  Babak,  qui  a  considéré  le  mécanisme  du  synchronisme,  ne 
parle  que  d’une  régulation  des  pulsations  cardiaques  par  les 
centres  respiratoires.  Je  ne  songe  pas  à  nier  une  régulation  du 
rythme  cardiaque  par  l’appareil  respiratoire  :  j’en  donnerai  des 
preuves  plus  loin  ;  mais  je  constate  ici,  chez  l’Anguille,  une 
régulation  de  sens  inverse,  qui  étonnera  peu  si  l’on  songe  que 
les  pulsations  cardiaques  sont  bien  antérieures,  dans  le  cours  du 
développement  ontogénétique,  aux  mouvements  respiratoires. 
Les  faits  se  présentent  comme  si  l’excitation  initiale  du  réflexe 
coïncidait  avec  la  distension  du  réseau  circulatoire  afférent  des 
branchies  :  il  y  a  là  un  fait  à  étudier  de  plus  près. 

o.  —  Constatation  du  synchronisme  chez  TÉ  quille.  —  Voici, 
d’autre  part,  des  observations  faites  sur  de  jeunes  Ammodytes 
lanceolatus ,  récoltés  dans  la  même  station  (1). 

Chez  des  exemplaires  enfouis  dans  le  sable  de  leur  aquarium, 
avec  la  tête  émergeant  du  fond,  j’observe  120  mouvements  res¬ 
piratoires  par  minute.  Transportés  dans  un  petit  récipient  plat, 
sur  la  platine  du  microscope  binoculaire,  ils  montrent  120  pul¬ 
sations  cardiaques;  mais  le  nombre  des  mouvements  respira- (*) 


(*)  Ces  jeunes  Poissons  ont  de  5  h  6  centimètres  de  longueur;  leur  transparence 
est  moins  avantageuse  que  celle  des  deux  Civelles  :  le  cœur  n’est  pas  immédiate¬ 
ment  observable,  mais  il  est  facile  d’en  apprécier  les  mouvements  par  les  déforma¬ 
tions  de  la  paroi  péricardique  pigmentée. 
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toires  est  moulé  à  130.  J’estime  que  cetle  accélération  du  rythme 
respiratoire  est  une  conséquence  de  l'excitation  du  Poisson  qui 
vient  d’essayer  d’échapper  à  la  capture;  car  l’exemplaire,  remis 
dans  son  aquarium  ordinaire,  où  il  s’enfouit,  reprend,  après 
quelque  temps,  le  rythme  respiratoire  de  120.  Mais  il  ne  m’a 
pas  été  possible  d’obtenir  chez  mes  sujets,  sous  le  microscope, 
une  immobilité  prolongée,  dont  j’attendais  la  réduction  du 
rythme  respiratoire  à  la  valeur  de  120  par  minute.  Et  je  conclus 
ainsi  au  synchronisme  des  deux  rythmes,  chez  mes  jeunes 
Ammodytes ,  à  la  suite  d’observations  géminées  des  mouve¬ 
ments  respiratoires  et  des  pulsations  ventriculaires. 

Et  le  cas  A  Ammodytes  est  intéressant,  parce  qu’il  révèle  la 
similitude  des  deux  rythmes,  respiratoire  et  cardiaque,  chez  une 
forme  à  120  mouvements  par  minute,  après  que  nous  l’avons 
constatée  chez  une  autre,  la  jeune  Anguille,  où  la  rapidité  de  ce 
rythme  est  très  différente  et  de  moitié  moindre  (60  par  minute). 

6.  —  Variation  de  la  pulsation  ventriculaire  en  cas  de 
dyschvonie  des  rythmes.  —  Mais  la  discordance  entre  les  deux 
rythmes,  chez  les  jeunes  Ammodytes  que  j’examine  sous  le 
microscope,  permet  de  constater  un  fait  intéressant  :  une  irré¬ 
gularité  des  pulsations  ventriculaires,  dépendant  des  mouve¬ 
ments  respiratoires. 

Les  contractions  du  ventricule  ont  des  amplitudes  inégales; 
périodiquement,  la  contraction  ventriculaire  s’accomplit  en  deux 
phases.  Malgré  que  la  rapidité  des  deux  rythmes  rende  l’analyse 
difficile,  on  arrive  à  constater  que  ce  dernier  phénomène  s’ob¬ 
serve  lorsqu’un  changement  de  phase  dans  les  mouvements 
respiratoires  (entraînant  une  variation  brusque  de  la  pression 
branchiale)  tombe  pendant  une  période  systolique,  c’est-à-dire 
pendant  un  intervalle  où  la  pression  régnant  dans  l’aorte  peut 
s’exercer  sur  le  contenu  du  ventricule. 

Des  faits  analogues  furent  constatés,  plus  facilement,  chez 
une  jeune  Anguille  d’eau  douce  de  68  millimètres,  à  un  moment 
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où  le  rythme  respiratoire  était  de  82  à  la  minute  et  le  rythme 
cardiaque  de  51  :  j’ai  noté,  par  exemple,  que  dans  la  série  de 
systoles  relativement  lentes,  il  s’en  produisait  périodiquement 
une  plus  courte,  plus  brusque,  chaque  fois  qu’elle  coïncidait 
avec  le  commencement  de  l’inspiration  (et  une  chute  de  la  pres¬ 
sion  «  branchiale  »). 

Mais  je  n’insiste  pas  sur  ces  quelques  détails,  montrant  que 
l’amplitude  de  la  contraction  ventriculaire  varie  avec  la  pression 
régnant  en  aval,  parce  qu’ils  n’impliquent  que  la  constatation 
directe,  chez  l’individu  normal,  des  faits  beaucoup  mieux  notés 
par  les  graphiques  de  W.  Kolff  correspondant  aux  déplace¬ 
ments  de  la  pointe  du  ventricule.  Les  «  fuseaux  »  des  fig.  i  et  2 
(pp.  60  et  61)  ont  la  même  origine  que  les  périodes  similaires 
notées  par  Schoenlein  et  par  moi  dans  nos  tracés  de  la  pression 
sanguine  dans  l’aorte  ventrale;  mais  ils  en  sont  les  inverses. 

7.  —  Le  rythme  cardiaque  chez  la  Civelle ,  en  cas  de  respira¬ 
tion  aérienne .  —  Une  Civelle  étant  déposée  dans  un  cristallisoir 


Fig.  1.  —  Civelle  à  respiration  aérienne, 
avec  la  cavité  bucco-  branchiale  gonflée  d’air  (a). 
b)  Paquet  des  branchies  gauches. 


à  fond  de  sable,  j’en  enlève  progressivement  l’eau,  de  manière 
que  le  Poisson  n’arrive  plus  à  trouver  assez  d’eau  pour  entretenir 
le  courant  respiratoire.  La  Civelle  absorbe  alors  de  l’air  et,  après 
quelques  manœuvres  inspiratoires,  les  chambres  branchiales  se 
trouvent  remplies  —  et  d’ailleurs  fortement  distendues  —  par 
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de  l’air,  tandis  que  les  branchies,  ramassées  sur  elles-mêmes  par 
la  flexion  des  arcs,  sont  refoulées  en  deux  paquets  à  la  partie 
supérieure  des  chambres.  Puis,  de  temps  en  temps,  à  peu  près 
toutes  les  minutes,  l’animal  aspire  de  l’air  nouveau,  par  un 
mouvement  très  ample  et  prolongé,  et  une  quantité  équivalente 
de  gaz  est  expulsée  par  les  deux  orifices  branchiaux  externes. 

Cette  respiration,  en  quelque  sorte  aérienne,  peut  se  main¬ 
tenir  en  chambre  humide  pendant  des  heures;  ne  voulant  pas 
courir  le  risque  de  perdre  mes  deux  sujets,  je  n’ai  pas  mesuré 
les  limites  de  résistance  des  Civelles  dans  de  semblables  condi¬ 
tions  (1). 

Après  une  dizaine  de  minutes  de  semblable  respiration,  le 
rythme  des  pulsations  cardiaques  tombe  à  environ  40  par 
minute.  Ce  ralentissement  me  paraît  pouvoir  s’expliquer  par 
une  cause  purement  mécanique.  :  la  compression  exagérée  du 
réseau  vasculaire  branchial,  par  le  ramassement  des  branchies, 
d’une  part,  et  par  la  pression  de  l’air,  d’autre  part,  qui  distend 
anormalement  les  parois  des  chambres  respiratoires  ;  ce  ne  serait 


(*)  J’ai  voulu,  fin  avril  et  commencement,  mai,  recommencer  ces  observations  sur 
la  jeune  Anguille  dont  je  disposais;  mais  j’ai  été  surpris  de  constater  qu’elle  ne  se 
prêtait  pas  à  une  respiration  aérienne.  Mise  dans  un  cristallisoir  dont  on  enlevait 
l’eau  par  pipettage,  elle  arrivait  à  laisser  sa  bouche  immergée  dans  le  peu  d’eau 
qui  formait  le  ménisque  entourant  son  corps  appliqué  sur  le  verre.  Et  les  mouve¬ 
ments  respiratoires  continuaient,  d’allure  régulière,  mais  au  rythme  accéléré  de  82 
par  minute  ;  puis  ils  s’amplifiaient  fortement  et  le  rythme  descendait  à  72  (pendant 
ces  phénomènes  de  dyspnée,  le  cœur  allait  irrégulièrement  à  51,  61,  44,  46  par 
minute). 

Sil’ondesséchait  davantage,  il  arrivait  un  moment, après  que  l’Anguille  avait  avalé 
et  expulsé  de  grosses  bulles  d’air,  qu’un  régime  s’établissait,  où  la  cavité  branchiale 
était  pleine  d’eau  et  la  cavité  buccale  pleine  d’air;  les  mouvements  respiratoires 
faisaient  osciller  le  ménisque  de  séparation  dans  le  sens  longitudinal,  d’un  mou¬ 
vement  régulier,  au  rythme  de  58  par  minute.  Il  y  avait  alors  synchronisme  avec 
les  pulsations  cardiaques. 

Pour  obtenir  que  la  cavité  branchiale  se  remplît  d’air,  il  fallait  enlever  les  der¬ 
nières  traces  d’eau,  au  point  que  la  peau  allait  se  desséchant.  Il  y  avait  alors 
quelques  grands  mouvements  respiratoires,  de  temps  en  temps  (le  cœur  battait 
à  80-100  ;  et  menace  d’asphyxie.  Je  n’ai  pu  obtenir,  à  ce  stade,  la  respiration 
aérienne,  régulière  et  d’allure  normale,  observée  de  la  Civelle,  plus  jeune  d’un  mois. 
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pas  un  mécanisme  réflexe  qui  agirait  sur  le  cœur  à  la  suite  de  la 
modification  des  mouvements  respiratoires,  mais  simplement 
l’accroissement  de  la  pression  sanguine  en  aval  du  ventricule. 
Et  de  fait,  on  voit  le  rythme  cardiaque  changer  aux  moments 
où  une  nouvelle  quantité  d’air,  aspirée  par  la  bouche,  est  foulée 
dans  les  cavités  branchiales  :  les  8  pulsations  ventriculaires  qui 
précédaient  le  mouvement  respiratoire  avaient  duré  12  secondes  ; 
les  8  pulsations  qui  suivent  se  font  en  8  secondes;  et  les 
suivantes  ralentissent  rapidement  pour  reprendre  le  rythme 
ordinaire  de  40  à  la  minute.  Les  phénomènes  se  présentent 
comme  si  le  mouvement  d’expiration  d’air  avait  déterminé,  par 
un  accroissement  de  la  compression  branchiale,  un  dégorgement 
momentané,  vers  l’aorte  dorsale,  du  réseau  vasculaire  branchial, 
qui  mettrait  ensuite  une  dizaine  de  systoles  à  retrouver  l’état  de 
tension  antérieur. 

La  Civelle,  remise  à  l’eau,  aspire  immédiatement  de  l’eau  par 
la  bouche  et  reprend  des  mouvements  respiratoires  réguliers, 
un  peu  amples  d’abord,  qui  chassent  en  quelques  battements  tout 
l’air  antérieurement  introduit  dans  les  cavités  respiratoires.  Et 
en  quelques  instants,  le  rythme  respiratoire  redevient  synchrone 
avec  le  rythme  cardiaque. 

Ce  dernier  fait  confirme,  ce  me  semble,  ce  que  j’ai  dit  anté¬ 
rieurement  de  la  régulation  du  rythme  respiratoire  par  le  rythme 
cardiaque.  Et  le  fait  que  la  circulation  sanguine  persiste,  con¬ 
venablement  et  longtemps,  pendant  l’arrêt  à  peu  près  complet 
des  mouvements  respiratoires,  prouve  que  l’activité  ventriculaire 
est  capable  d’assurer  d’une  manière  suffisante  la  progression  du 
sang.  Il  n’est  pas  superflu,  je  crois,  de  le  faire  remarquer,  car 
on  a  eu  tendance  à  diminuer  l’importance  du  ventricule  cardia¬ 
que,  à  propos  du  pouls  postbranchial,  sur  l’ histoire  duquel  je 
désire  revenir  un  instant. 

8.  —  L’influence  des  mouvements  respiratoires  sur  le  pouls 
postbranchial.  —  Brünings  a  mis  le  pouls  postbranchial  en 


521 


V.  Willem.  —  Synchronisme  des  mouvements  respiratoires 


évidence  par  un  procédé  ingénieux,  quoique  détourné,  chez  le 
Chevaine,  dont  il  observait  sous  le  microscope  le  courant  circu¬ 
latoire  dans  la  nageoire  caudale.  Ce  courant  sanguin  se  montrait 
d’abord  rapide  et  en  apparence  uniforme;  mais,  ralenti  par  une 
légère  compression  du  pédoncule  caudal,  il  révélait  des  variations 
périodiques  correspondant  au  rythme  des  mouvements  respira¬ 
toires;  à  la  suite  d’une  compression  plus  accentuée  du  pédoncule 
caudal  et  d’un  ralentissement  plus  grand  du  courant  sanguin, 
l’observateur  constatait  des  secousses  périodiques  de  deux 
rythmes,  l’un  synchrone  avec  les  mouvements  respiratoires 
(68  par  minute),  l’autre  égal  à  celui  des  pulsations  cardiaques 
(18  par  minute)  (*). 

C’étaient  là  des  faits  qui  cadraient  peu  avec  les  théories  de 
K.  Schoenlein;  aussi  Brünings  consacre-t-il  plusieurs  pages 
(pp.  607  et  suiv.)  à  la  discussion  des  uns  et  des  autres.  Brünings 
ignorait  que  le  collaborateur  de  Schoenlein  avait  fourni,  dans  sa 
relation  française,  des  données  plus  nombreuses  sur  le  pouls 
postbranchial  et  une  explication  justifiée. 


Fig.  2.  —  Torpédo  ocellata.  Graphique  de  la  pression  sanguine  dans  l’aorte 
intestinale  ventrale  :  ondulations  respiratoires  et  pulsations  cardiaques 
(synchronisme  des  deux  rythmes). 

11  disait  (p.  451)  :  ce  Chez  Torpédo ,  ainsi  que  chez  Raja 
(( asterias  et  punctata),  le  graphique  de  la  pression  dans  l’artère 
intestinale  ventrale  présente  des  ondulations  bien  marquées..., 
qui  sont  manifestement  sous  la  dépendance  des  contractions 
cardiaques.  »  Et,  page  461  :  «  L’influence  des  mouvements  respi- 


P)  Versuch  7,  p.  607. 
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ratoires  se  fait  sentir  aussi  de  l’autre  côté  du  système  branchial. 
Dans  des  conditions  favorables,  on  peut  constater  sur  le  gra¬ 
phique  de  la  pression  de  l’artère  intestinale  de  Torpédo  des 
fuseaux  analogues  à  ceux  qui  se  présentent  sur  le  tracé  5  (*)  de 
l’aorte  ventrale;  on  peut  aussi  obtenir  un  aspect  semblable 
à  celui  du  tracé  6  (2),  où  l’action  des  mouvements  d’expiration 
est  marquée  par  un  crochet  accessoire  sur  la  partie  déclive  de  la 
courbe  du  pouls.  » 

Je  considérais  donc,  en  1894,  les  hausses  principales  de  la 
courbe  reproduite  ici  comme  d’origine  systolique,  et  les  ressauts 
secondaires  comme  le  résultat  des  mouvements  expiratoires.  Je 
crois  actuellement  qu’il  faut  admettre  le  contraire.  Ma  convic¬ 
tion  est  déterminée  par  la  forme  brusque  de  la  montée  de  la 
hausse  principale,  qui  correspond  mieux  à  une  courbe  de  contrac- 


Fig.  3.  —  Dissociation  hypothétique  du  tracé  précédent  en  ses  deux  éléments  : 
l’ondulation  respiratoire  R  et  la  pulsation  cardiaque  C. 

tion  peu  altérée  encore,  comme  doit  l’être  celle  de  la  compres¬ 
sion  d’origine  expiratoire,  plutôt  qu’à  la  pulsation  ventriculaire, 
étouffée  par  la  résistance  du  réseau  branchial.  Et  je  comprends 
chaque  segment  du  tracé  de  la  figure  2  comme  la  combinaison 
des  deux  courbes  élémentaires  ci-dessus  :  l’une  dérivant  de 
la  compression  de  la  cavité  branchiale  pour  le  mouvement  expi¬ 
ratoire  (R),  l’autre  représentant  la  pulsation  cardiaque  étouffée 
et  retardée  (C)  :  dans  le  territoire  postbranchial,  le  tracé  résul¬ 
tant  de  l’interférence  des  deux  oscillations  (isochrones  dans  le 


(*)  La  figure  3  du  mémoire  de  K.  Schoenlein. 

(2)  Le  tracé  reproduit  ici,  fig.  2;  non  publié  par  K.  Schoenlein. 
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cas  acluel)  porte  surtout  la  marque  des  oscillations  respi¬ 
ratoires  (*)* 

S’il  en  est  ainsi,  le  mouvement  expiratoire  normal,  qui 
comprime  le  réseau  sanguin  branchial  récemment  distendu  par 
l’onde  arrivée  pendant  l’inspiration,  a  plus  d’influence  sur  la 
progression  du  sang,  au  delà  des  branchies,  que  la  pulsation 
cardiaque  elle-même. 

Je  suis  bien  obligé  maintenant  de  mentionner  les  idées  de 
K.  Schoenlein  sur  le  pouls  postbranchial  et  d’en  faire  la  critique. 
Schoenlein  rapporte  d’abord  (p.  527)  que,  dans  un  cas  où  nous 
sommes  parvenus,  chez  une  Roussette,  après  une  opération 
irréprochable,  à  introduire  une  canule  dans  la  2e  artère  épi- 
branchiale,  nous  n’avons  observé  que  momentanément  de  faibles 
traces  de  pulsations,  dans  cette  première  portion  du  territoire 
postbranchial.  Le  fait  était  simple  à  mes  yeux,  parce  que  l’opé¬ 
ration,  longue  et  pénible  (p.  450  de  mon  rapport),  pouvait 
avoir  amené  une  forte  irritation  des  muqueuses  branchiales  et  une 
contraction  des  vaisseaux  empêchant  la  transmission  des  pulsa¬ 
tions  ventriculaires;  parce  que,  aussi,  l’enlèvement  de  deux  arcs 
branchiaux  laissait  largement  ouverte  la  cavité  branchiale  et 
empêchait  les  mouvements  respiratoires  d’agir  sur  le  contenu  de 


(*)  Ceci  serait  en  concordance  avec  l’observation  de  Brünings,  où,  par  compres¬ 
sion  progressive  du  pédoncule  caudal,  on  faisait  apparaître  tout  d’abord  les  pulsa¬ 
tions  d’origine  respiratoire.  Il  est  vrai  que  Brünings  se  croit  obligé  (p.  463) 
d’admettre  que  ces  pulsations  constituaient  un  «  pouls  négatif  »,  traduction  de 
variations,  sous  l’influence  des  mouvements  respiratoires,  de  la  succion  exercée 
par  le  vide  péricardique  sur  le  système  veineux  ;  conception  qui  l’amenait  à  une 
incompatibilité  :  la  coïncidence  de  l’élévation  du  courant  veineux  avec  la  compres¬ 
sion  de  la  cavité  péricardique  (p.  677).  Et  cela,  parce  que  ce  pouls,  dans  l’expé¬ 
rience  en  question,  apparaissait  dans  les  veines  de  la  nageoire  caudale  avant  d’être 
visible  dans  les  artères.  Ce  fait  n’entraîne  pas  pareille  conclusion  :  il  provient  pro¬ 
bablement  du  fait  que  le  courant  sanguin  se  trouvait  ralenti  davantage  dans  les 
veines,  en  raison  de  leur  calibre  supérieur;  je  ne  puis  admettre,  après  ce  que  j’ai  vu 
de  la  circulation  veineuse  chez  les  Poissons,  que  les  variations  du  vide  péricardique 
se  transmettent  jusque  dans  le  réseau  de  la  nageoire  caudale,  surtout  en  cas  de 
compression  du  pédoncule  caudal. 
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cette  cavité  et  sur  la  pression  sanguine,  de  façon  à  créer  un 
«  pouls  branchial  ». 

Puis  Schoenlein,  dominé  par  cette  idée  de  la  presque  impossibi¬ 
lité  de  la  transmission  du  pouls  cardiaque  au  delà  des  branchies,  et 
constatant  chez  une  Raie  des  pulsations  assez  particulières  dans 
une  artère  intestinale,  affirme  que  le  pouls  de  la  circulation 
générale  n’est  certainement  pas  la  continuation  immédiate  du 
pouls  prébranchial,  mais  plus  ou  moins  une  nouvelle  forma¬ 
tion  (p.  529),  résultant  des  résistances  en  aval  dans  le  réseau 
capillaire  du  système  général  (p.  530).  L’exposé  se  ressent 
fort  de  l’embarras  de  l’auteur  et  manque  de  clarté. 

Ce  qui  le  frappait  surtout,  dans  le  graphique  de  sa  figure  4  (*),  ' 
c’est  que  le  maximum  du  pouls  intestinal  survenait  à  un 
moment  où  la  pression  prébranchiale  était  tombée  à  la  moitié 
de  sa  valeur  maximale,  à  peu  près  deux  secondes  après  le  maxi¬ 
mum  de  la  pulsation  dans  l’aorte  ventrale.  Je  ne  vois,  actuelle¬ 
ment,  qu’une  explication  aux  allures  du  graphique  que  nous 
avons  obtenu  chez  une  Raie,  dont  les  mouvements  respiratoires 
se  montraient  anormaux  et  dont  les  pulsations  à  très  grande 
amplitude  indiquent  une  faible  réplétion  du  cœur  :  l’existence 
d’une  résistance  anormale  entre  les  vaisseaux  afférents  et  le 
réseau  branchial.  Cet  obstacle  empêchait,  d’une  part,  la  pro¬ 
pagation  du  pouls  cardiaque  au  delà  des  branchies,  de  telle 
sorte  que  les  pulsations  enregistrées  dans  l’artère  intestinale 
sont  d’origine  respiratoire;  d’autre  part,  il  empêchait  que  les 
oscillations  de  pression  d’origine  respiratoire  se  marquent  de 
façon  sensible  sur  le  graphique  pris  dans  une  artère  branchiale 
afférente  (2).  Dans  cette  acception,  le  tracé  considéré  de  la  pres¬ 
sion  postbranchiale  serait  donc  une  forme  anormale,  acciden- 


(4)  Le  tracé  2  de  mon  rapport. 

(2)  On  peut  apercevoir,  cependant,  en  un  point  qui  correspond  au  début  du 
mouvement  expiratoire,  une  légère  déviation  de  la  ligne  de  descente  du  pouls 
cardiaque. 
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tellement  dépourvue  de  son  élément  cardiaque,  du  tracé  de  la 
figure  3,  qu’on  peut  considérer  comme  normal.  Il  vaut  mieux  ne 
plus  l’invoquer,  en  raison  des  incertitudes  qui  régnent  sur  les 
conditions  dans  lesquelles  il  a  été  obtenu. 

En  fin  de  compte,  il  se  dégage  une  idée  générale  des  docu¬ 
ments  que  nous  possédons  (*)  :  l’interférence  des  pulsations  car¬ 
diaques  et  des  mouvements  respiratoires  donne  naissance,  dans 
le  réseau  postbranchial,  en  cas  de  synchronisme,  à  une  pulsa¬ 
tion  double,  où  la  composante  respiratoire  domine  :  le  mouve¬ 
ment  d’expiration  peut  avoir  ainsi  une  influence  propulsive  plus 
grande  que  la  systole  ventriculaire.  On  comprend,  d’autre  part, 
que  le  synchronisme  lui-même  soit  avantageux  à  la  circulation 
sanguine. 

9.  —  Influence  des  mouvements  respiratoires  sur  l' aspiration 
péricardique.  —  Mais  l’influence  des  mouvements  respiratoires 
sur  la  progression  du  sang  se  fait  peut-être  sentir  d’une  autre 
manière  encore,  sur  laquelle  Brünings  a  eu  le  mérite  d’attirer 
l’attention.  Schoenlein  et  moi  avions  mis  en  évidence  l’existence, 
dans  la  cavité  péricardique  de  Torpédo ,  d’une  pression  constam¬ 
ment  négative  (2).  Brünings  reconnaît  (pp.  617-619;,  chez 

(*)  On  voit  la  valeur  documentaire  que  prend  le  bout  (fig.  2  ci-dessus)  d'un 
graphique,  que  j’ai  inscrit  fort  imparfaitement  à  la  fin  de  juillet  1893,  à  un  moment 
où  je  ne  résistais  plus  guère  au  climat  napolitain  et  à  un  surmenage  excessif;  il 
est  resté  unique  de  son  espèce  dans  la  littérature  scientifique,  comme  d’ailleurs 
tous  ceux  que  Schoenlein  et  moi  avons  publiés. 

(2)  Brünings  émet  des  doutes  (p.  617)  sur  cette  constance  d’une  pression  négative, 
en  se  fondant  sur  les  défauts  de  l’emploi,  que  nous  avons  fait,  d’une  canule  à 
conduit  «  capillaire  »  pour  relier  la  cavité  péricardique  au  manomètre.  Il  eût  été 
mieux  édifié  sur  la  valeur  de  notre  conclusion,  s’il  avait  lu  ma  relation  d’expé¬ 
riences,  où  j’avais  largement  ouvert  la  cavité  péricardique  et  fait  varier  artificielle¬ 
ment  la  pression  dans  cette  cavité  ,p.  439).  Plus  loin  (p.  617),  le  même  auteur 
parle  d’une  communication  de  la  cavité  péricardique  avec  l’œsophage  (!).  11  objecte 
ensuite  que  l’existence  du  canal,  signalé  par  Schônlein,  entre  la  cavité  péricardique 
et  la  cavité  abdominale  est  incompatible  avec  une  pression  négative  dans  la 
première  ;  il  ne  remarque  pas  que  nous  avons  insisté  sur  le  fait  que  ce  canal  de 
Monro  est,  chez  l’adulte,  fermé  en  raison  d’une  disposition  que  nous  décrivons 
(p.  455  de  mon  rapport). 
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Leuciscus  aussi,  que  la  rigidité  relative  des  parois  péricardiques 
permet  de  comprendre  une  succion  de  sang  veineux  par  la  sys¬ 
tole  ventriculaire;  et  il  signale  (p.  615)  que  le  péricarde,  misa 
nu,  s’affaisse  à  chaque  mouvement  d’inspiration  et  revient  à  sa 
position  initiale  lors  de  l’expiration,  phénomènes  qui  trahissent 
des  changements  de  volume  et  de  pression  dans  la  cavité  péri¬ 
cardique;  ceux-ci  seraient  déterminés  par  des  mouvements  du 
pharynx  et  des  muscles  respiratoires  fixés  à  la  ceinture  scapu¬ 
laire,  qui,  tous  deux,  constituent  une  portion  déformable  des 
parois  (p.  626). 

On  pourrait,  à  la  rigueur,  contesler  la  légitimité  de  cette 
explication  et  alléguer  que  les  phénomènes  observés  s'expliquent 
par  l’influence  des  mouvements  respiratoires  sur  la  pression  dans 
le  réseau  branchial  et  sur  l’amplitude  dés  pulsations  ventricu¬ 
laires,  comme  je  l’ai  rappelé  au  §  6  (1).  Mais  ce  reproche  serait 
probablement  excessif.  Je  crois  provisoirement,  avec  Brünings, 
que  des  compressions  et  des  décompressions  périodiques,  par 
les  mouvements  respiratoires,  des  organes  situés  dans  le  péri¬ 
carde  existent,  qui  sont  capables  de  faire  progresser  le  sang  le 
long  de  la  série  des  cavités  du  cœur,  séparées  par  des  valvules. 

Mais  Brünings,  qui  ne  considère  qu’isolément  ces  changements 
de  la  pression  péricardique  (p.  624),  ne  tire  pas  de  sa  décou¬ 
verte  les  conclusions  qu’elle  peut  comporter  :  d’abord,  parce  qu’il 
ne  tient  pas  un  compte  exact  de  l’influence  des  mouvements 
respiratoires  sur  la  pression  dans  les  vaisseaux  afférents  des 
branchies  et,  d’autre  part,  parce  qu’il  ignore  le  synchronisme 
ordinaire  des  mouvements  respiratoires  et  des  pulsations  car¬ 
diaques. 

Or,  en  tenant  compte  des  données  que  nous  possédons  sur 


f1)  J’ai  souvenance  aussi  de  graphiques  de  pression  péricardique,  pris  chez  des 
Torpilles  à  parois  péricardiques  artificielles  (un  petit  entonnoir  en  verre  renversé 
sur  une  fenêtre  pratiquée  dans  la  paroi  ventrale,  p.  459);  ils  présentaient  les  mêmes 
fuseaux  d’interférence,  mais  renversés,  que  les  graphiques  de  la  pression  aortique. 
Mon  collaborateur,  qui  n’avait  pas  assisté  aux  expériences,  les  a  dédaignés  et 
perdus. 
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les  mouvements  respiratoires  et  sur  le  rythme  du  cœur  chez  les 
Poissons  téléostéens,  on  peut  esquisser  un  schéma  de  concor¬ 
dance  du  genre  de  celui  que  je  vais  donner. 

Soit  en  deuxième  ligne,  surtout  d’après  Baglioni  (1),  un  gra¬ 
phique  approximatif  des  mouvements  de  l’opercule,  que  nous 
prendrons  comme  représentation  des  mouvements  respiratoires 
qui  peuvent  agir  directement  sur  la  cavité  péricardique.  Soit  en 
première  ligne  le  graphique  des  pressions  régnant  dans  la  cavité 
bucco-branchiale  et  s’exerçant  sur  le  réseau  sanguin  branchial, 
tel  qu!il  me  paraît  résulter  du  graphique  précédent  et  de  nos 
inscriptions  :  la  pression  augmente  au  début  de  la  compression 
de  la  cavité  respiratoire,  pour  diminuer,  en  raison  de  la  sortie 

Fig.  4.  —  Schéma  du  synchronisme  des  mou¬ 
vements  respiratoires  et  des  pulsations  cardia¬ 
ques.  Les  lignes  verticales  séparent  les  phases 
inspiratoires  (I)  des  phases  expiratoires  (E).En 
première  ligne,  graphique  des  pressions  dans 
la  cavité  respiratoire;  en  deuxième  ligne,  gra¬ 
phique  des  mouvements  latéraux  d’un  oper¬ 
cule  (une  ligne  descendante  correspond  à  un 
abduction  de  l’opercule,  une  ligne  ascendante 
à  une  adduction);  en  troisième  ligne,  les 
phases  de  la  pulsation  cardiaque  :  Dv,  DÀ,  Ds, 
diastole  ventriculaire,  auriculaire,  du  sinus; 
Sv,  SA,  Ss  systole  du  ventricule,  de  l’oreillette, 
du  sinus;  B,  dégonflement  du  bulbe. 

de  l’eau,  quand  le  rapprochement  des  opercules  diminue  de 
vitesse,  et  descendre  de  plus  en  plus  sous  0,  pendant  la  phase 
rapide  de  l’inspiration. 

Nous  avons  vu  que,  en  cas  de  synchronisme,  le  début  de 
l’inspiration  survient  un  peu  après  la  fin  de  la  systole  ventricu¬ 
laire  ;  cela  permet  de  situer  celle-ci,  sur  le  schéma,  en  A.  Puis, 
il  convient  de  partager  l’intervalle  AA,  correspondant  à  une 
période  ventriculaire,  en  deux  parties,  figurant  la  systole  (Sv) 


(*)  Baglioni,  Der  A  tmungsmechanismus  der  Fische.  (Zeitschrift  für  allgemeine 
Physiologie,  Bd  7,  1897.) 
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et  la  diastole  (Dv),  celle-là  un  peu  plus  longue  que  celle-ci;  la 
diastole  (DJ  et  la  systole  (SJ  auriculaires  se  trouvent  fixées  du 
même  coup. 

On  reconnaît  alors  plus  nettement  certains  faits  :  tout  d’abord 
que  la  compression  directe  éventuelle  de  la  cavité  péricardique 
par  la  contraction  expiratoire,  survenant  au  moment  où  le  sang 
est  poussé  du  ventricule  dans  le  bulbe,  lui  aussi  contenu  dans  la 
cavité  péricardique,  n’a  pas  d’influence  sur  ce  déplacement  san¬ 
guin,  contrairement  à  ce  qu’énonce  Brünings  (p.  626)  ;  le  même 
mouvement  expiratoire,  ayant  atteint  sa  limite,  n’aide  pas  non 
plus  le  bulbe  à  vider  son  contenu  dans  un  réseau  extérieur  au 
péricarde;  c’est  l’inspiration  commençante  qui  favorise  l’évacua¬ 
tion  vers  des  cavités  décomprimées  (le  réseau  branchial).  — 
D’autre  part,  la  systole  auriculaire,  qui  fait  passer  du  sang  dans 
le  ventricule,  n’est  pas  contrariée  par  la  décompression  inspira¬ 
toire  éventuelle  de  la  cavité  péricardique  — car  le  sang  ne  fait  que 
changer  de  récipient  —  dans  cette  dernière  cavité.  —  On  pourrait 
s’attendre,  à  la  suite  de  la  suggestion  de  Brünings,  à  propos  de 
la  succion  inspiratoire,  à  voir  l’inspiration  —  ou  plutôt  sa  pre¬ 
mière  phase  —  coïncider  avec  le  remplissage  de  l’oreillette.  Il 
n’en  est  rien  ;  mais  l’attention  se  trouve  par  là  même  attirée 
sur  le  sinus  venosus,  qui  est  aussi  soumis  aux  changements  de  la 
pression  péricardique  :  si  ses  pulsations  sont  inverses  de  celles 
de  l’oreillette  et  si  sa  diastole  coïncide  avec  l’écartement  des 
opercules,  on  conçoit  la  possibilité  de  sbn  remplissage  passif 
par  la  décompression  inspiratoire. 

On  voit  donc  qu’en  combinant  rationnellement  les  données 
connues  on  arrive  à  rendre  probables  l’opinion  de  Brünings 
et  l’existence  de  rapports  avantageux  entre  les  mouvements 
respiratoires  et  les  pulsations  cardiaques.  Le  schéma  de  ces 
rapports  comporte  une  part  d’hypothèse,  mais  il  peut  servir  de 
thème  à  des  recherches  intéressantes  ;  et  celles-ci,  tout  en  four¬ 
nissant  une  vérification  globale,  conduiraient  probablement  à 
découvrir  des  aspects  variables  du  synchronisme  considéré, 
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susceptibles  d’expliquer  des  particularités  anatomiques  de  l'ap¬ 
pareil  branchial  et  du  complexe  cardiaque  chez  divers  types 
de  Poissons  (*). 

10.  —  La  régulation  du  synchronisme .  —  Le  synchronisme 
considéré  ici  suppose  une  régulation  commune.  Que  le  cœur 
possède  un  automatisme  propre,  distinct  de  celui  des  mouve¬ 
ments  respiratoires,  c’est  un  fait  bien  connu,  qui  ressort  de  la 
simple  constatation  que  l’activité  rythmique  du  cœur  est  bien 
antérieure  au  développement  de  l’appareil  branchial.  Que  les 
mouvements  respiratoires  aient  une  rythmicité  autonome,  c’est 
ce  qui  se  démontre  notamment  par  leur  persistance  après  la 
section  de  l’aorte  ventrale  (Schoelnlein,  p.  540),  par  l’influence 
considérable  de  nombreuses  excitations  périphériques  ou  cen¬ 
trales  sur  cette  rythmicité,  et  par  le  graphique  5,  qui  va  nous 
servir  à  interpréter  un  autre  phénomène. 


Fig.  5.  —  Torpédo  ocellata.  Ligne  supérieure,  graphique  de  la  pression  sanguine 
dans  une  artère  afférente  branchiale;  ligne  inférieure,  pression  dans  la  cavité 
respiratoire.  Le  tracé  correspond  à  une  durée  d’inscription  de  deux  minutes. 

D’autre  part,  nous  avons  vu  au  paragraphe  6  que  la  distension 
du  réseau  afferent  branchial  par  le  sang  semble  constituer  une 
excitation  déclanchant  un  mouvement  inspiratoire;  je  vais 
essayer  de  montrer,  au  moyen  de  nos  graphiques,  que,  inverse¬ 
ment,  le  mouvement  respiratoire  est  capable  de  provoquer  la 
systole  du  sinus  venosus. 


(*)  Par  exemple,  la  situation  du  cœur  chez  l’Anguille,  plus  en  arrière  que  chez 
d’autres  Téléostéens,  entraîne  des  particularités  physiologiques  sur  lesquelles  je 
reviendrai  plus  tard. 
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Le  tracé  5  (* *)  montre,  à  côté  d’un  rythme  respiratoire  régu¬ 
lier,  des  systoles  cardiaques  irrégulièrement  espacées,  mais 
survenant  toujours  à  la  même  phase  du  mouvement  respira¬ 
toire  (2),  de  sorte  que  la  durée  de  toute  pulsation  cardiaque 
correspond  à  peu  près  à  un  nombre  entier  de  périodes  respira¬ 
toires  :  2,  3  ou  4  (3).  Cela  démontre  que  la  pulsation  cardiaque, 
ou  plus  particulièrement  la  systole  du  sinus  venosus,  qui  en 
constitue  la  phase  initiale,  peut  être  sous  la  dépendance  d’une 
excitation  émanant  des  mouvements  respiratoires. 

On  peut  chercher  à  cette  excitation  de  la  systole  du  sinus 
une  voie  réflexe,  partant  d’une  phase  à  déterminer  de  la  période 
respiratoire.  Le  schéma  des  concordances  construit  plus  haut 
indique  que  le  commencement  de  cette  systole  coïnciderait  à  peu 
près  avec  la  fin  de  l’aspiration  respiratoire  ;  et  le»  documents  dont 
je  dispose  ne  permettent  pas  de  pousser  les  recherches  plus  loin. 

Mais  on  peut  aussi  considérer  la  systole  du  sinus  comme  le 
résultat  d’une  répîétion  convenable,  la  subordonner  à  la  diastole 
précédente  et  chercher  les  relations  possibles  de  celle-ci  avec 
les  mouvements  respiratoires.  Et  alors,  on  peut  remarquer,  à 
l’inspection  du  schéma  (lignes  I  et III),  que  cette  diastole  coïncide 
avec  la  phase  de  décompression  des  branchies;  cependant  les 
dispositions  anatomiques  ne  se  montrent  pas  favorables  à  l’idée 
que,  chez  la  Torpille,  la  pression  branchiale  se  transmettrait 
directement  à  la  cavité  péricardique.  Mais  en  outre,  le  schéma 
(lignes  SI  et  III)  fait  ressortir  que  la  diastole  du  sinus  marche 
de  pair  avec  l’écartement  des  opercules  et  éventuellement  d’autres 
manœuvres  inspiratoires  concomittantes  capables  d’agrandir  la 
cavité  péricardique  et  d’aspirer  du  sang  veineux  dans  le  sinus. 


l1)  C’est  la  reproduction  du  tracé  4  de  mon  rapport  et  de  la  figure  2  du  rapport 
de  K.  Schoenlein 

(*)  L’examen  attentif  de  ce  tracé  montre  que  la  chute  de  la  pression  dans  la  cavité 
respiratoire  survient  un  peu  avant  la  fin  de  la  systole  ventriculaire  :  c’est  une  con¬ 
firmation  de  la  concordance  établie  auparavant  pour  la  première  et  la  troisième 
ligne  sur  le  schéma  de  la  figure  4. 

(3)  Ce  nombre  est  constamment  de  2  pour  le  tracé  8  reproduit  dans  ma  relation 
(p.  468).  (Fig.  7  de  Schoenlein.) 
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Ce  qui  me  fait  chercher  dans  cette  direction,  c’est  que,  dans 
les  deux  graphiques  étudiés  (*),  l’amplitude  anormale  des  systoles 
ventriculaires  et  leur  espacement  dénotent  que  le  sang  veineux 
revenait  difficilement  au  cœur.  Et  les  inscriptions  se  présentent 
comme  si  la  réplétion  suffisante  du  sinus  —  celle  qui  déclanche 
la  systole  —  n’était  atteinte  qu’après  des  phases  d’aspiration 
multiples,  en  nombre  variable  d'ailleurs  :  quand  ce  nombre  est  2 
(9e  systole),  les  systoles  du  sinus  et  du  ventricule  ne  se  pro¬ 
duisent  plus  tard  dans  la  phase  d’inspiration  que  lorsque  ce 
nombre  est  de  8  (8e  systole)  ou  4  (dernière  systole)  (2). 

Je  crois,  en  raison  du  mécanisme  de  la  régulation,  que  l’on 
peut  étendre  la  qualification  de  «  synchronisme  »  à  ces  cas  de 
concordance  entre  le  rythme  des  mouvements  respiratoires  et  le 
rythme  des  pulsations  cardiaques,  où  les  rapports  sont,  non 
plus  l’égalité,  mais 

11.  —  Résumé  et  généralisation.  —  Nous  avons  rencontré 
chez  les  Poissons  le  synchronisme,  à  périodicité  égale,  des 
mouvements  respiratoires  et  des  pulsations  cardiaques,  dans  des 
circonstances  que  nous  avons  provisoirement  qualifiées  de 
ce  conditions  de  tranquillité  ». 

Nous  avons  trouvé  à  ce  synchronisme,  comme  minimum  de 
régulation,  une  réaction  du  mécanisme  inspirateur  vis-à-vis  de 
l’afflux  sanguin  dans  les  branchies  et  nous  avons  suggéré, 
d’autre  part,  une  action  sur  la  contraction  du  sinus  venosus 
de  l’aspiration  péricardique  résultant  de  la  manœuvre  inspira¬ 
toire.  Il  y  aurait  ainsi  influence  réciproque  d’un  appareil  sur 
l’autre. 

Quelques  expériences  de  Babak  sur  de  très  jeunes  alevins  de 
Truite  où,  en  élevant  lentement  la  température,  on  a  vu  le 
rythme  commun  s’accélérer  au  double  de  la  vitesse  primitive, 

(*)  Tracés  4  (p.  460)  et  8  (p.  463)  de  ma  relation. 

(2)  Figure  5  ci-dessus.  Les  détails  en  question  sont  mieux  visibles  sur  l’original, 
le  tracé  4  (p.  460)  du  Bulletin  scientifique. 
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et  des  pulsations  cardiaques  chez  les  Poissons. 


de  6°5  à  16°5,  avant  qu’une  dissociation  ne  survînt,  semblent 
montrer  que  cette  régulation  a  un  champ  assez  étendu  pourvu 
que,  probablement,  la  variation  d’un  rythme  particulier  ne  soit 
pas  trop  brusque. 

Si  l’excitation  perturbatrice  amène  une  variation  trop  rapide, 
il  y  a  dissociation  des  rythmes.  Je  suis  porté  à  croire  qu’il  peut 
se  rétablir  ensuite,  sous  les  impulsions  répétées  qui  émanent  du 
mécanisme  de  régulation,  un  nouveau  synchronisme  avec  un 
rythme  autre,  correspondant  aux  conditions  nouvelles.  Pour 
cela,  il  faut,  me  semble-t-il,  que  les  stimulations  d’interaction 
se  répètent,  avec  une  rythmicité  régulière  pendant  un  certain 
temps,  c’est-à-dire  que  les  conditions  nouvelles  persistent 
constantes.  Ceci  me  paraît  ressortir  des  synchronismes  observés 
par  Thesen  dans  des  conditions  de  respiration  certainement 
anormales  et  des  synchronismes  qui  se  rencontrent  chez  les 
Poissons  «  tranquilles  »  dans  des  circonstances  certainement 
différentes.  Il  résulte  de  ces  considérations  une  généralisation 
du  phénomène  et  il  conviendra  de  dire  qu’il  s’observe  ce  dans  des 
conditions  constantes  3). 

D’autre  part,  il  me  paraît  démontré  que,  si  les  excitations 
rythmiques  de  régulation  tombent  dans  des  périodes  réfractaires 
convenables,  la  «  tendance  au  synchronisme  »  peut  aboutir  à  un 
équilibre  comportant  un  autre  rapport  que  l’égalité.  Les  tracés  4 
et  8  de  ma  note  précédente  en  donnent  deux  exemples  frappants, 
et  le  deuxième  est  d’autant  plus  curieux  que  nous  avons  noté 
un  retour  ultérieur  au  synchronisme  à  égalité  de  périodicité  (4) . 

Tel  est,  en  résumé,  l’ensemble  cohérent  que  je  crois  pouvoir 
déduire  des  données  que  nous  possédons  sur  les  interactions, 
chez  les  Poissons,  des  mouvements  respiratoires  et  des  pulsations 
cardiaques.  11  comporte  une  part  d’hypothèse  et  demande  des 
expériences  de  contrôle,  que  j’espère  entreprendre  dans  la  suite. 


P)  Tracé  8  (p.  463),  loc.  cit. 
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Chimie.  —  Sur  l’acide  parafluormétanitrobenzoïque, 

par  H.  ROUCHE  (*), 

Chef  de  travaux  au  laboratoire  de  chimie  générale  de  l’Université  de  Gand. 


Les  acides  fluornitrobenzoïques  n’ont  pas  été  étudiés  jusqu’à 
présent.  Je  me  suis  proposé,  sur  les  conseils  de  M.  Swarts,  de 
faire  l’étude  de  l’un  d’entre  eux,  l’acide  p.  fluor-  m.  nitroben- 
zoïque;  l’objectif  essentiel  de  ce  travail  est  la  comparaison  de 
cet  acide  avec  les  composés  chlorés  et  bromés  correspondants. 

J’ai  préparé  -l’acide  fluornitrobenzoïque  par  nitration  de 
l’acide  p.  fluorbenzoïque,  obtenu  lui-même  en  diazotant  en 
milieu  fluorhydrique  la  paratoluidine,  décomposant  le  diazoïque 
par  HF1  et  oxydant  enfin  le  parafluortoluène  ainsi  formé  par  le 
permanganate  en  solution  neutre. 

Pour  nitrer  l’acide  fluorbenzoïque,  je  l’ai  chauffe  deux  heures 
au  bain-marie  avec  six  fois  son  poids  d’acide  nitrique  fumant 
(dé  1,495),  puis  j’ai  précipité  en  versant  la  liqueur  sur  de  la 
glace.  En  opérant  dans  ces  conditions,  je  n’ai  pas  constaté  la 
production  de  dérivés  di-  ou  polynitrés,  mais  une  partie  de 
l’acide  s’est  détruite  et  il  s’est  formé  un  peu  de  fluornitroben- 
zène,  reconnaissable  à  son  odeur,  et  que  je  suis  parvenu  à  isoler 
en  dissolvant  le  produit  dans  une  solution  de  carbonate  et  en 
extrayant  par  l’éther.  J’ai  obtenu  ainsi,  par  nitration  de 
45  grammes  d’acide  fluorbenzoïque,  environ  5  grammes  d’un 
liquide  jaune  bouillant  à  204°  et  se  solidifiant  à  22°.  Dans  cet 
échantillon  j’ai  reconnu  la  présence  du  fluor.  D’autre  part,  la 
réaction  secondaire  qui  l’engendre  provoquant  le  départ  de  GO2, 
j’ai  repris  la  nitration  en  la  conduisant  de  façon  à  recueillir  ce 
gaz.  À  cet  effet,  j’ai  introduit  les  acides  fluorbenzoïque  et 
nitrique  dans  un  ballon  surmonté  d’un  réfrigérant  ascendant 
dont  la  partie  supérieure  communiquait  avec  deux  tubes  en  U 


(*)  Présenté  par  M.  F.  Swarts. 
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Rouche.  —  Sur  l'acide  parafluormétanitrobenzoïque. 


contenant  l’un  H2S04,  l’autre  Ba  (OH)2;  à  la  fin  de  l’opération 
un  courant  d’air  qui  avait  passé  sur  de  la  chaux  sodée  balayait 
complètement  le  CO2  dans  la  solution  de  baryte.  Par  pesée 
du  Ba  CO3  formé,  j’ai  trouvé  que  sur  15  grammes  d’acide  fluor- 
benzoïque  mis  en  oeuvre,  lgr4:2,  soit  9  %,  avaient  été  détruits. 

Le  fluornitrobenzène  obtenu,  traité  par  la  quantité  calculée 
de  méthylate  de  sodium,  donne  un  anisol  qui  fond  à  53°5  et  est 
identique  au  p.  nitroanisol.  Ce  fait  prouve  que  la  destruction 
partielle  de  l’acide  fluorbenzoïque  est  antérieure  à  la  fixation  du 
groupement  NO2  et  que  le  départ  de  CO2  est  favorisé  par  la 
présence  de  l’atome  de  fluor  dans  le  noyau.  Car  si  la  nitration 
précédait  cette  destruction,  on  obtiendrait  fo.  fluornitrobenzène 
et,  d’autre  part,  l’acide  p.  fluornitrobenzoïque  devrait  se  décom¬ 
poser  par  faction  de  l’acide  nitrique  à  chaud,  ce  qui  est  infirmé 
par  l’expérienee. 

Quand  on  nitre  dans  les  mêmes  conditions  les  acides  chlor-  et 
brombenzoïques,  on  n’observe  ni  le  départ  de  CQ2,  ni  l’odeur 
de  nitrobenzène;  il  en  résulte  que  c’est  la  présence  du  fluor  en 
position  para  par  rapport  au  carboxyle  qui  communique  à 
celui-ci  une  mobilité  plus  grande  dans  la  molécule. 

Le  poids  d’acide  p.  fluornitrobenzoïque  que  j’ai  obtenu 
représente  80  °/0  du  rendement  théorique. 

Cet  acide  fond  à  121°5;  il  se  présente  sous  la  forme  d’aiguilles 
cristallines  blanches.  Il  est  peu  soluble  dans  l’eau,  beaucoup 
plus  dans  l’alcool,  moins  dans  l’éther  de  pétrole  et  le  benzène, 
qui  conviennent  bien  pour  le  purifier. 

L’analyse  m’a  fourni  les  résultats  suivants  : 

1)  0sr3130  d’acide  ont  donné  0«r5196  CO2  et  0sr063i  H20 

soit  45,24  o/0  C  et  2,24  ®/0  H. 

2)  0sr2068  d’acide  ont  donné  0gr3385  CO2  et  0sr0418  H20 

'  soit  44,64  o/o  C  et  2,24  °/0  H. 


33 


Calculé  pour  C7H40*NF. 

C  -  45,40  «/c 
H  —  2,16  o/o 
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Trouvé. 

45,24  o/0 
2,24  o/o. 


Rouche .  —  Sur  l'acide  parafluormétanitrobenzoïque. 


Le  dosage  du  baryum  dans  ie  sel  correspondant  a  donné  : 

1)  0gr5083  de  sel  ont  donné  0sr2330  BaSO4  soit  27  o/0  Ba 

2)  1^1239  id.  0§r5223  id.  27,1  %>  Ba. 

Calculé.  Trouvé. 

Ba  27,16  o/0  27,1  °/0. 

Les  sels  de  l’acide  fluornitrobenzoïque  sont  en  général  très 
solubles  dans  l’eau  et  fortement  colorés  :  les  sels  alcalins  sont 
rouges,  les  alcalino-terreux  jaunes  ou  orangés;  le  sel  d’argent 
n'est  pas  stable.  L’éther  éthylique  est  un  solide  jaunâtre.  Il  est 
peu  soluble  dans  l’éther  de  pétrole  dont  il  cristallise  très  bien, 
très  soluble  dans  le  benzène;  il  fond  à  45°3. 

Le  chlorure  obtenu  par  l’action  de  Pci5  est  un  liquide  jaune 
assez  dense,  bouillant  à  210°  sous  la  pression  de  130  milli¬ 
mètres;  il  est  relativement  stable  en  présence  de  l’eau;  il  est 
soluble  dans  l’alcool  et  l’éther.  En  traitant  ce  chlorure  par  NH3 
aqueuse,  on  n’obtient  pas  l’amide  correspondante,  mais  son 
produit  d’hydrolyse,  l’amide  de  l’acide  p.  aminonitrobenzoïque 
fondant  à  227°.  J’ai  préparé  l’amide  de  l’acide  lluornitroben- 
zoïque  en  traitant  une  solution  éthérée  anhydre  de  chlorure 
d’acide  par  la  quantité  calculée  de  solution  titrée  d’NH3  dans 
l’éther;  l’amide  se  sépare  sous  forme  d’une  masse  caséeuse 
blanche,  fondant  à  153°;  elle  est  soluble  dans  l’alcool,  peu 
soluble  dans  l’éther.  Le  dosage  de  l’azote  ammoniacal  a  donné 
le  résultat  suivant  : 

l&r0376  d’amide  ont  fourni  0sr074  NH3 
N.  calculé  N.  trouvé 

7,61  o/o.  7,14  »/0. 

Pour  pouvoir  comparer  l’acide  fluornitrobenzoïque  aux  com¬ 
posés  chloré  et  bromé  correspondants,  j’ai  préparé  ceux-ci  par 
la  même  méthode  (1).  J’ai  trouvé  pour  ces  derniers  composés (*) 


(*)  Hübner.  A.  143,246  et  Z.  1866,  615. 
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Rouche.  —  Sur  l'acide  parafluormélanitrobenzoïque. 


des  points  de  fusion  (corrigés)  légèrement  supérieurs  à  ceux 
renseignés  dans  la  littérature  :  l’acide  chloré  fond  à  182°5 
(178°-180°  d’après  le  Lexicon  de  Richter),  l’acide  bromé  à 
202°  (199°). 

J’ai  tout  d’abord  déterminé  la  solubilité  dans  l’eau  de  ces 
acides.  Les  solubilités  à  25%  40°  et  60°  ont  été  établies  par 
agitation  dans  un  thermostat;  j’ai  titré  les  solutions  saturées 
par  la  soude  caustique  avec  la  phénolphtaléine  comme  indica¬ 
teur.  Voici  les  résultats  obtenus  : 


À.  —  Acide  fluornitrobenzoïque . 


Température. 

Séjour 

au  thermostat 
(heures). 

Solubilité  %. 

Solubilité 

moléculaire 

Volume 

moléculaire 

(litres). 

25° 

24 

0,4859 

0,002626 

38,1 

40° 

24 

0,8873 

0,004796 

20,85 

60° 

24 

2,2926 

0,01237 

8,08 

B.  —  Acide  cklornitrobenzoïque. 


Température. 

Séjour 

au  thermostat 
(heures). 

Solubilité  °/0. 

Solubilité 

moléculaire. 

Volume 

moléculaire 

(litres). 

I  25° 

72 

0,052 

0,0002581 

387 

40' 

48 

0,071 

0,0003524 

284 

60° 

24 

0,1367 

0,0006784 

147,4 
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C.  —  Acide  bromnitrohenzoïque. 


Température. 

Séjour 

au  thermostat 
(heures). 

Solubilité  °/0. 

Solubilité 

moléculaire. 

Volume 

moléculaire 

(litres). 

25° 

120 

0,0265 

0,0001077 

928,5 

'  40° 

48 

0,0492 

0,0002 

500,0 

60° 

48 

0,1 

0,0004065 

246,0 

Les  courbes  correspondant  à  ces  données  sont  assez  raides,  la 
solubilité  augmentant  rapidement  avec  la  température;  d’autre 
part,  la  solubilité  diminue  quand  le  poids  moléculaire  augmente. 

La  comparaison  de  l’acide  p.  fluornitrobenzoïque  avec  les 
composés  chloré  et  bromé  similaires  comportait  naturellement 
la  détermination  de  leur  constante  d’ionisation.  J’ai  déterminé 
la  conductibilité  des  trois  acides  par  la  méthode  de  Kohlrausch 
à  la  température  constante  de  25°.  L’acide  fluornitrobenzoïque 
m’a  fourni  les  résultats  suivants,  moyenne  de  deux  détermina¬ 
tions  concordantes  : 


v  Volume  contenant 

1  moléc.  gr. 

— 

— 

64 

57,55 

128 

79,81 

256 

107,26 

512 

140,65 

1024 

180,43 
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Afin  de  déterminer  la  conductibilité  limite,  qui  n’est  pas 
mesurable  directement  par  la  méthode  utilisée,  j’ai  pris  la  con¬ 
ductibilité  du  sel  de  sodium,  ce  qui  m’a  donné  : 


V 

[J-OO 

32 

79,29 

92,29 

64 

82,75 

92,75 

128 

85,84 

93,84 

256 

88,14 

94,14 

512 

90,00 

94,00 

1024 

91,85 

94,35 

En  retranchant  des  nombres  de  la  colonne  8  la  valeur  50,5, 
vitesse  de  transport  de  l’ion  Na,  on  trouve  43,5  pour  vitesse 
de  l’ion  négatif  ;  la  conductibilité  limite  de  l’acide  est,  dès  lors, 
en  prenant  340  pour  vitesse  de  l’ion  H,  340  -J-  43,5  =  383,5. 

D’après  la  règle  empirique  d’Ostwald,  on  obtient  373  comme 
conductibilité  limite,  et  les  valeurs  de  pi  dans  le  tableau  ci-dessus 
ne  satisfont  pas  non  plus  à  la  relation  p1024  —  p32  =  ±10;  le 
nombre  383,5  paraît  donc  exagéré. 

Cette  anomalie  pouvait  provenir  d’une  réaction  secondaire, 
telle  que  l’hydrolyse  du  sel  de  sodium.  Un  tel  phénomène  a 
d’ailleurs  été  constaté  chez  d’autres  dérivés  fluorés  et  nitrés 
ortho,  notamment  par  M.  Swarts,  le  fluor  étant  substitué  par 
OH.  En  effet,  la  solution  du  sel  de  sodium  était  acide;  en 
évaporant  à  sec,  reprenant  par  l’eau  puis  traitant  par  Cad2  et 
pesant  le  CaF2  obtenu,  j’ai  établi  que  5,16  °/0  environ  du  sel 
avaient  été  décomposés.  La  conductibilité  s’augmentait  donc  de 
celle  de  l’acide  fluorhydrique  formé. 

Afin  d’empêcher  cette  hydrolyse,  j’ai  repris  la  mesure  de  la 
conductibilité  du  sel  sodique,  en  dissolvant  celui-ci  successive¬ 
ment  dans  des  solutions  N/64,  N/256  et  N/ 1024  d’acide  fluor- 
nitrobenzoïque,  ces  solutions  servant  respectivement  aussi  à 
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effectuer  les  différentes  dilutions.  Ces  trois  séries  d'essais  ont 
donné  les  résultats  moyens  suivants  : 


x  du  mélange  avec  la  solution 

V 

N/64  d’acide. 

N/256  d’acide. 

N/1024  d’acide. 

32 

0,002342 

0,002305 

0,002322 

64 

0,001348 

0,001238 

0,001208 

128 

0,000911 

0,000703 

0,000651 

256 

0,000786 

0,000461 

0,000359 

512 

0,000800 

0,000384 

0,000228 

1024 

0,000846 

0,000380 

0,000179 

2048 

0,000395 

4096 

0,000407 

x  du  dissolvant 
=  0,0009012 

x  du  dissolvant 
=  0,000416 

x  du  dissolvant 
=  0,0001755 

Aux  chiffres  des  trois  dernières  colonnes,  qui  représentent  la 
conductibilité  spécifique  du  mélange  sel  -f-  acide,  il  faut  retran¬ 
cher  la  conductibilité  du  dissolvant.  Or  dans  les  deux  premiers 
cas,  on  observe  que  le  mélange  a  une  conductibilité  moindre 
que  le  dissolvant  pur  aux  dilutions  moyennes,  pour  tendre  vers 
la  conductibilité  du  dissolvant  aux  dilutions  très  grandes.  Dans 
le  cas  où  l’on  emploie  comme  dissolvant  une  solution  N/1024 
d’acide,  on  n’observe  plus  ce  fait,  mais  à  la  dilution  1024  les 
conductibilités  du  mélange  et  de  la  solution  se  confondent. 
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Les  courbes  ci-contre  traduisent  graphiquement  ces  résultats. 
Il  résulte  du  fait  que  les  deux  électrolytes  en  présence  réduisent 
réciproquement  leur  dissociation,  que  ces  mesures  ne  peuvent 
conduire  à  la  détermination  quelque  peu  exacte  de  la  conducti¬ 
bilité  limite. 


Ne  pouvant  utiliser  par  la  méthode  employée  une  solution 
plus  étendue  encore  d’acide,  je  me  suis  servi  comme  dissolvant, 
dans  une  nouvelle  série  de  mesures,  d’acide  chlorhydrique  très 
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étendu  (N/5000)  dont  l’ionisation  totale  devait  empêcher 
l’action  hydrolysante  de  l’ion  OH  sur  l’angle  fluoré;  j’ai  obtenu 
les  résultats  moyens  ci-dessous  : 


V 

x  (mélange). 

jxoo  (sel). 

(j.00  (acide). 

32 

0,002338 

73,16 

375,7 

64 

0,001244 

76,31 

375,8 

128 

0,000659 

77,79 

374,8 

256 

0,000355 

77,67 

373,2 

512 

0,000199 

75,52 

369,0 

1024 

0,000120 

70,54 

362,6 

x  du  dissolvant 

=  0,0000514. 

Aux  grandes  dilutions  l’influence  du  dissolvant  sur  l’ionisation 
du  sel  se  fait  de  nouveau  sentir.  Mais  on  peut  calculer  la  correc¬ 
tion  à  apporter  si  l’on  admet  que  la  concentration  des  ions  Na 
et  Cl  est  constante  et  si  l’on  prend  pour  valeur  probable  de  la 
constante  d’ionisation  le  chiffre  0,004.  En  effet,  la  concentration 
des  ions  H  et  C6H3  (NO2)  (F)  (CO2)  est  régie  par  la  condition 
d’équilibre  : 

^h.  X  Cion/  =  K  Cac> 

dans  laquelle  Cion,  représente  la  concentration  de  l’ion  fluorni- 

trobenzoïque,  Cac  celle  de  l’acide  non  ionisé. 

1 

Or  CH  =  -gôQQ  —  Cac  c’est-à-dire  que  la  concentration  de 
l’ion  d’hydrogène  est  celle  du  dissolvant,  diminuée  de  la  concen¬ 
tration  de  l’acide  reformé;  de  même,  Cion  =  -  —  Cac  v  étant 
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la  dilution  ;  on  peut,  par  suite,  poser  les  équations  suivantes  pour 
les  trois  dernières  dilutions  : 

(âsë  ”  c“)  («S»  ~  Cac)  =  °’0004  Cac  (1  > 

Gis  "  Gac)  (sm  ~  Gac. )  =  0,0004  Gac  (2) 

Cï^l4  _  Cac)  (s^Ô  ~  G«c)  ==  °’0004  C“-  (3) 

En  résolvant  ces  équations  par  rapport  à  Cac>  on  trouve  dans 
chaque  cas  deux  racines  dont  l’une  est  à  rejeter  comme  absurde, 
la  concentration  de  l’acide  non  ionisé  étant  dans  ces  conditions 
supérieure  à  la  concentration  totale  de  l’hydrogène  introduit. 
La  seconde  racine  des  équations  ci-dessus  permet  de  corriger  le 
tableau  précédent,  qui  devient  ainsi  : 


V 

fj.oo(sel). 

ptao  (acide). 

32 

73,19 

375,7 

64 

76,38 

375,9 

128 

77,81 

375,3 

256 

81,15 

376,6 

512 

82,6 

375,9 

1024 

83,5 

375,4 

La  conductibilité  limite  de  l’acide  p. 

fïuornitrobenzoïque  est 

donc  375,  8. 

Ceci  étant,  les  valeurs  de 

a,  coefficient  de  dissociation  électro- 

lytique,  et  de  la  constante  d’ionisation  K  =  - — —  sont  les 

suivantes  : 

V 

100  a 

K  =  100  k. 

64 

15,33 

0,0433 

128 

21,15 

0,0442 

256 

28,44 

0,0442 

512 

36,98 

0,0423 

1024 

47,75 

0,0427 

Moyenne  :  k  =  0,0433 
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L’acide  étudié  est,  par  conséquent,  un  acide  faible;  la  constante 
de  l’acide  métanitrobenzoïque  étant  0,0345,  on  voit  que  l’intro¬ 
duction  du  fluor  en  paraposition  par  rapport  au  carboxyle 
n’exalte  guère  le  caractère  acide  ;  d’autre  part,  la  constante  est 
sept  fois  plus  grande  que  celle  de  l’acide  benzoïque  (0,006). 
Cette  valeur  0,0433  de  la  constante  d’ionisation  confirme  les 
déductions  sur  la  structure  de  l’acide  basées  sur  le  pouvoir 
d’orientation  du  fluor  et  du  carboxyle  et  d’après  lesquelles  NO2 
vient  se  fixer  en  méta  :  en  effet,  la  constante  est  supérieure  à 
celle  de  l’acide  métanitrobenzoïque;  tandis  que  si  NO2  était  en 
ortho,  la  constante  0,0433  devrait  être  plus  élevée  que  celle  de 
l’acide  o.  nitrobenzoïque  ;  or  celle-ci  est  0,616.  (Ostwald.) 

Conductibilité  des  acides  c/üor-  et  bromnitrobenzoïque.  — 
L’acide  p.  chlornitrobenzoïque  a  été  étudié  par  Bethmann  (*). 
Comme  le  produit  dont  je  disposais  avait  un  point  de  fusion  qui 
semblait  indiquer  un  assez  haut  degré  de  pureté,  j’ai  repris  le 
travail  ;  ces  mesures  m’ont  fourni  comme  constante  moyenne 
K=  0.048,  alors  que  la  valeur  moyenne  de  Bethmann  est  0,045  ; 
cette  différence  est  de  l’ordre  de  grandeur  des  erreurs  inhérentes 
à  la  méthode. 

L’acide  p.  chlornitrobenzoïque  est  un  peu  plus  fort  que  l’acide 
fluoré,  le  chlore  étant  plus  acidifiant  que  le  fluor,  en  position 
para. 

Quant  à  l’acide  p.  bromnitrobenzoïque,  dont  la  conductibilité 
n’a  pas  été  déterminée,  sa  solubilité  extrêmement  faible  ne 
permet  la  mesure  qu’à  une  seule  dilution.  Voici  la  moyenne  des 
résultats  trouvés  : 

v  (J.  100  a  100  k 

1,000  195,6  52,36  0.0575 

[j.oo  ==  373,46. 


(!)  Bethmann.  Ph.  Ch.  5,  390  (1890). 
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Ce  dernier  est  donc  le  plus  fort  des  trois  acides  étudiés.  Afin 
de  m’assurer  un  élément  de  comparaison  en  plus  et  pour  com¬ 
bler  une  lacune,  j'ai  soumis  aux  mêmes  mesures  l’acide  p.  fluor- 
benzoïque  et  j’ai  obtenu  : 


V 

P 

100  a 

100  k 

170 

39,08 

10,55 

0,0075 

340 

54,81 

14,77 

0,0074 

680 

74,16 

19,85 

0,0073 

1360 

99,07 

26,40 

0,0070 

fi,oo  =  376. 

La  constante  de  ce  dernier  acide,  0,00735,  n’est  guère  supé¬ 
rieure  à  celle  de  l’acide  benzoïque,  et  l’on  constate  une  fois  de 
plus  que  le  chlore  est  plus  acidifiant  que  le  fluor,  la  constante 
de  l’acide  p.  chlorbenzoïque  étant  0,0093  (Ostwald)  ;  d’autre 
part,  l’introduction  en  méta  du  groupement  NO2  dans  l’acide 
p.  fluorbenzoïque  rend  la  constante  5,9  fois  plus  grande;  le 
rapport  correspondant  est  5,1  dans  le  cas  des  composés  chlorés 
similaires. 

* 

*  * 


La  mobilité  très  grande  de  l’atome  de  fluor  en  para  par 
rapport  au  carboxyle  se  retrouve-t-elle  dans  d’autres  réactions? 
Pour  répondre  à  cette  question,  j’ai  mesuré  les  vitesses  de  la 
réaction  du  méthylate  de  sodium,  d’une  part,  sur  le  fluornitro- 
benzoate  de  sodium,  d’autre  part,  sur  l’orthofluornitrobenzène. 

La  température  d’observation  a  été  de  25°.  Nous  donnons 
ci-après  les  résultats  numériques,  a  représentant  la  concentration 
initiale  du  méthylate,  b  celle  de  l’acide  fluornitrobenzoïque,  t  le 
temps  et  k  la  constante  de  vitesse. 
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A.  —  Acide  fluornitrobenzoïque 

i. 

a  =  0,07632 

b  -  0,03345 

5  (minutes). 

a  —  x 

b  —  x 

k 

16 

0,07225 

0,02938 

0,1079 

36 

0,06809 

0,02522 

0,1084 

70 

0,06232 

0,01944 

0,1129 

118 

0,05703 

0,01416 

0,1121 

197 

0,05198 

0,00911 

0,1084 

244 

0,05003 

0,00716 

0,1070 

364 

0,04668 

0,00380 

0,1077 

QO 

0,04287 

— 

0,1160 

k  moyen  = 

=  0,110. 

Iï. 

a  =  0,09060 

b  =  0,02815 

t  (minutes). 

a  —  x 

b  —  x 

k 

22 

0,08533 

0,02288 

0,1072 

64 

0,07847 

0,01602 

0,1068 

101,5 

0,07385 

0,01140 

0,1100 

160 

0,07042 

0,00797 

0,1010 

319 

0,06487 

0,00242 

0,1060 

QO 

0,06245 

— 

0,1062 

k  moyen  = 

:  0,1062. 

La  moyenne  des  constantes  des  deux  séries  d’expériences 
est  0,108. 

B.  —  Orthofluornitrobenzène . 


a  =  0,07221 


t  (minutes). 

a  —  x 

403 

0,06728 

1462 

0,06019 

1999 

0,05778 

2868 

0,05553 

2982 

0,05490 

00 

0,04821 

b  =  0,02400 


<3- 

1  II 

k 

0,01907 

0,00819 

0,01198 

0,00727 

0,00957 

0,00723 

0,00732 

0,00664 

0,00669 

0,00704 

k  moyen  =  0,00776. 
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La  comparaison  des  constantes  de  vitesses  met  clairement  en 
évidence  l’influence  considérable  du  carboxyle  sur  la  mobilité 
de  l’atome  de  fluor. 

Je  résume  ici  les  principales  propriétés  de  l’acide  p.  fluorni- 
trobenzoïque  et  de  ses  dérivés. 

L’acide  fond  à  121°, 5  ;  sa  solubilité  dans  l’eau  est  0,4859  °/0 
à  25°,  0,8878  °/0  à  40°,  2,2926  °/0  à  60  °/0;  sa  constante  d’ioni¬ 
sation  est  0,0438.  L’éther  fond  à  45°, 3  ;  le  chlorure  bout 
à  210°  sous  130mm;  l’amide  fond  à  153°;  les  sels  sont  solubles 
dans  l’eau  et  fortement  colorés. 

SOMMAIRE. 

1.  J’ai  préparé  l’acide  p.  fluornitrobenzoïque  par  nitration 
de  l’acide  p.  fluorbenzoïque.  Dans  cette  réaction,  dont  le  rende¬ 
ment  est  de  80  °/0  du  rendement  théorique,  une  partie  de  l’acide 
fluorbenzoïque  se  détruit  et  il  se  forme  du  p.  fluornitrobenzène. 

2.  J’ai  déterminé  la  solubilité  dans  l’eau  des  acides  fluor-  chlor- 
et  bromnitrobenzoïque  à  25°,  40°  et  60°. 

3.  J’ai  déterminé  les  constantes  d’ionisation  de  ces  trois 
acides  ;  j’ai  constaté  que  le  fluor  exalte  le  caractère  acide  moins 
que  le  chlore  et  le  brome,  contrairement  à  ce  qui  s’observe  dans 
la  série  grasse. 

4.  L’angle  fluoré  en  para  par  rapport  au  carboxyle  est  très 
mobile,  comme  le  démontrent  l’hydrolyse  des  sels  de  cet  acide 
et  l’action  comparée  du  méthylate  de  sodium  sur  l’acide  p.  fluor¬ 
nitrobenzoïque  d’une  part,  sur  l’o.  fluornitrobenzène,  d’autre 
part. 
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M.  G.  Cesàro,  directeur  de  la  Classe,  président  de  l’Académie. 

Sont  présents  :  MM.  Auguste  Lameere,  vice-directeur; 
Léon  Fredericq,  A.  Gravis,  Ch. -J.  de  la  Yallée  Poussin,  Max 
Lohest,  Fr.  Swarts,  Jean  Massart,  A.  Demoulin,  A.  Rutot, 
A.  de  Hemptinne,  Y.  Willem,  Paul  Stroobant,  Ch.  Julin, 
Émile  Marchai,  L.  Crismer,  Ed.  van  Aubel,  membres;  M.  Stuy- 
vaert,  Th.  De  Donder,  A.  Brachet,  P.  Fourmarier,  O.  Yan  der 
Stricht,  Y.  Grégoire,  O.  Dony-Hénault,  correspondants  ;  G. -A. 
Boulenger,  associé,  et  le  Secrétaire  perpétuel. 

Absences  motivées  :  MM.  Neuberg  et  Lecointe,  membres. 

M.  le  Directeur  félicite  M.  Nolf,  élu  membre  titulaire  de 
l'Académie  royale  de  Médecine.  ( Applaudissements .) 

CORRESPONDANCE. 

M.  le  Ministre  des  Sciences  et  des  Arts  annonce  que,  confor¬ 
mément  à  la  demande  de  l’Académie,  il  a  loué  deux  tables  de 
recherches  au  Laboratoire  de  Wimereux.  Pour  pouvoir  occuper 
ces  tables,  ainsi  que  celles  du  Laboratoire  de  Roscoff,  des 
demandes  doivent  être  adressées  au  Ministre;  mais  dans  l’un  et 
l’autre  cas,  il  est  désirable  que  les  directeurs  de  ces  laboratoires 
soient  avisés  directement  par  les  travailleurs  auxquels  l’usage 
des  dites  tables  aura  été  accordé. 

La  «  Societas  pro  Fauna  et  Flora  fennica  »,  à  Helsingfors, 
annonce  qu’elle  célébrera  le  1er  novembre  1921  le  centenaire 
de  sa  fondation.  —  Félicitations. 
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L’Université  royale  de  Padoue  annonce  qu’elle  célébrera  au 
printemps  de  1922  le  septième  centenaire  de  sa  fondation. 

L’Union  astronomique  internationale  annonce  que  sa  pre¬ 
mière  conférence  générale  s’ouvrira  à  Rome  le  20  avril  1922. 

HOMMAGES  D’OUVRAGES. 

Cours  de  Chimie  organique,  par  F.  Swarts. 

La  Gravifique  einsteinienne ,  par  Th.  De  Donder. 

Liste  des  publications  ichthyologiques  et  herpétologiques 
(1877-1920),  par  G.-A.  Boulenger. 

—  Remerciements. 

RAPPORTS. 

Contribution  à  la  documentation  bibliographique  de  i histoire 
quantitative  de  la  calcination ,  par  A. -J. -J.  Vandevelde. 

Rapport  de  F.  Swarts,  premier  commissaire. 

M.  A.  Vandevelde  a  réuni  une  documentation  bibliographique 
fort  complète  sur  la  calcination  des  métaux,  pour  la  période 
antérieure  à  Lavoisier. 

Il  nous  présente  le  résultat  de  ses  recherches  sous  forme  d’une 
analyse  et  d’un  résumé  très  brefs  des  travaux  nombreux  qu’il 
a  rencontrés. 

Sans  constituer  une  œuvre  originale,  le  travail  fournit  une 
contribution  intéressante  à  un  chapitre  très  important  de 
l’histoire  de  la  chimie  et  j’en  propose  l’impression  dans  nos 
Mémoires  in-8°. 

Avis  de  M.  L.  Grismer,  second  commissaire. 

J’approuve  la  proposition  du  premier  commissaire  M.  Swarts. 

—  Adopté. 
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TRAVAUX  A  L’EXAMEN. 

—  Le  Comité  national  de  Géodésie  et  de  Géophysique  prie 
l’Académie  de  transmettre  au  Gouvernement  un  «  Projet  de 
programme  de  travaux  géodésiques  à  exécuter  en  Belgique  »,  du 
colonel  Seligman.  —  La  Classe  approuve  le  programme  et  en 
recommandera  l’exécution  au  Gouvernement. 

—  La  «  Formule  d’Airy  »,  par  F.  Keelhoff.  — -  Renvoi  à 
MM.  Demouîin  et  Stroobant. 

CONSEIL  INTERNATIONAL  DE  RECHERCHES. 

La  Classe  se  déclare  favorable  à  l’augmentation  du  nombre 
des  membres  du  Comité  exécutif,  de  façon  à  le  rendre  égal  au 
nombre  des  Unions  internationales.  La  Classe  se  déclare  égale¬ 
ment  favorable  à  la  constitution  de  deux  Unions  distinctes  pour 
les  sciences  biologiques  et  pour  les  sciences  médicales,  et 
conséquemment  de  deux  Comités  nationaux. 

COMITÉS  NATIONAUX. 

La  Classe  nomme,  pour  constituer  le  Comité  de  Physique, 
MM.  Bertrand,  De  Donder,  de  Hemptinne,  De  Lannoy,  De 
Muynck,  Drumeau,  De  Smedt,  Gosselin,  Lucas,  E.  Solvay, 
van  Aubel. 

La  Classe  décide  que  le  Comité  de  Télégraphie  sans  fil  sera 
composé  de  six  membres  et  que  la  liste  des  noms  proposés  sera 
communiquée  aux  membres  de  la  Classe,  laquelle  procédera  au 
vote  à  la  première  séance  du  mois  de  décembre. 

MOTION. 

M.  Swarts  propose  qu’un  rappel  soit  adressé  à  M.  le  Ministre 
des  Sciences  et  des  Arts  au  sujet  de  l’attribution  du  subside 
annuel  de  1,000  francs  que  l’Académie  accorde  à  la  Table  des 
Constantes  physiques.  —  Adopté. 
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Astronomie.  —  Observations  de  Saturne,  effectuées 
en  1921,  à  L époque  de  la  disparition  de 
l’anneau, 


par  Paul  STROOBANT,  membre  de  l’Académie. 

Dans  une  notice  publiée  dans  Y  Annuaire  de  l'Observatoire 
royal  pour  1921  (*),  nous  avons  résumé  les  principales  particu¬ 
larités  qui  ont  été  observées  lors  des  disparitions  antérieures  de 
l’anneau.  Nous  avons  également  indiqué  la  marche  des  phéno¬ 
mènes  qui  devaient  se  présenter  à  la  fin  de  l’année  dernière  et 
dans  le  courant  de  cette  année.  Les  époques  calculées  pour  les 
diverses  phases  étaient  : 

1920.  Novembre  7  (  5  h  ).  Disparition.  La  Terre  traverse  le  plan  de  l’anneau  du 

sud  au  nord. 

1921.  Février  22  (9  h.).  Réapparition.  La  Terre  traverse  le  plan  de  l’anneau 

du  nord  au  sud. 

—  Avril  9  (21  h.).  Seconde  disparition.  Le  Soleil  traverse  le  plan  de  l’anneau 

du  sud  au  nord. 

—  Août  3  (3  h.).  Seconde  réapparition.  La  Terre  traverse  le  plan  de  l’anneau 

du  sud  au  nord. 

Pendant  la  première  période,  le  temps  n’a  pas  été  favorable 
aux  observations  ;  ce  n'est  qu’à  partir  de  la  seconde  moitié  de 
février  que  l’on  a  pu  suivre  le  phénomène  avec  quelque  régu¬ 
larité. 

Les  observations  ont  été  effectuées  avec  le  réfracteur  de 
38  centimètres  d’ouverture,  de  l’Observatoire  royal  ;  nous  avons, 


(4)  A  propos  de  la  prochaine  disparition  de  l’anneau  de  Saturne.  Ann.  1921, 
pp.  503-538. 
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presque  toujours,  fait  usage  d’un  oculaire  positif  grossissant 
360  fois.  Les  heures  sont  données  en  temps  moyen  de  Green¬ 
wich. 

21  février  1921.  —  9  h.  Images  médiocres.  Le  voisinage  de 
la  Lune  gêne  les  observations.  L’anneau  n’est  pas  visible  et  l’on 
n’en  aperçoit  aucune  trace  sur  le  disque.  On  voit  Téthys  à  l’est 
et  Dioné  à  l’ouest  de  la  planète;  le  premier  de  ces  satellites  est  le 
plus  brillant;  ils  se  trouvent,  l’un  et  l'autre,  à  une  distance  du 
centre  de  Saturne  égale  à  quatre  fois  environ  le  rayon  du  globe. 

Les  bandes  visibles  sur  le  disque  ne  sont  pas  symétriques  par 
rapporta  l’équateur;  la  zone  équatoriale  brillante  s’étend  prin¬ 
cipalement  vers  le  sud  ;  sur  son  bord  méridional  on  aperçoit  une 
bande  sombre,  tandis  que  dans  l’hémisphère  nord  on  voit  une 
bande  double,  dont  la  composante  sud  est  large  et  foncée. 

22  février.  —  8h  35m.  Images  bonnes.  La  pleine  Lune  se 
trouve  très  près  de  Saturne.  On  aperçoit  deux  faibles  traits 
lumineux  à  l’est  et  à  l’ouest  de  la  planète.  Ce  dernier  (à  gauche 
dans  le  champ)  paraît  interrompu,  sauf  aux  moments  de  très 
bonne  définition.  On  soupçonne  sur  cette  anse  un  point  lumi¬ 
neux  :  c’est  très  probablement  Dioné  qui  se  projette  sur  l’anneau. 
On  distingue  une  ligne  sombre  sur  le  disque,  dans  le  prolonge¬ 
ment  de  l’anneau.  —  9h  5m.  L’anse  orientale  ne  présente  pas  de 
discontinuité  ;  on  aperçoit  une  nodosité  située  un  peu  plus  près 
du  bord  du  globe  que  le  satellite  Rhéa,  dont  la  distance  appa¬ 
rente  au  centre  de  Saturne  était,  à  ce  moment,  de  trois  fois  le 
rayon  de  la  planète.  Cette  accentuation  de  l’anse  était  donc 
située  à  peu  près  à  la  distance  de  i,9  du  centre  de  Saturne,  ce 
qui  correspond  à  la  zone  extérieure  brillante  de  l’anneau  B. 
La  distance  du  bord  externe  de  cet  anneau  est  de  1,94.  — 
9h  lom.  Le  trait  sombre  coïncidant  avec  l’équateur  de  la  planète 
est  nettement  visible  sur  le  disque.  —  9h  20m.  L’anse  orientale 
semble  plus  brillante  que  l’occidentale  ;  l’une  et  l’autre  sont  plus 
facilement  visibles  près  des  bords  de  la  planète. 


555 


P.  Stroobant.  —  Observations  de  Saturne  effectuées  en  1921 . 


Les  bandes  parallèles  à  l’équatear  sont  très  apparentes  sur  le 
disque  de  la  planète;  l’hémisphère  austral,  et  particulièrement 
la  bande  située  au  sud  de  la  zone  équatoriale,  paraît  plus  sombre 
que  l’hémisphère  nord.  La  double  bande  boréale  est  visible. 

La  qualité  des  images  a  été  variable  durant  la  seconde  partie 
des  observations. 

23  février .  — -  8h  25m.  Images  très  médiocres.  Proximité  de 
la  Lune.  L’anse  orientale  est  plus  brillante  que  l’anse  occiden¬ 
tale.  Sur  cette  dernière  on  soupçonne  un  point  brillant  vers  le 
milieu,  mais  un  peu  plus  rapproché  de  la  planète  ;  ce  n’est  pas 
un  satellite.  —  81’  40m.  L’anse  occidentale  semble  très  faible  près 
du  bord  du  disque,  ce  qui  provient  sans  doute  de  l’ombre  portée 
par  le  globe  sur  l’anneau.  —  8h  50m.  D’une  manière  générale 
l’anneau  a  sensiblement  augmenté  d’éclat  depuis  hier.  Les  deux 
satellites  Téthys  et  Dioné  sont  visibles,  l’un  près  de  l’autre, 
à  l’est  de  la  planète;  le  premier  est  le  plus  brillant.  Leur  mou¬ 
vement  relatif  est  sensible  après  un  intervalle  de  temps  de 
quelques  minutes.  A  l’ouest  de  Saturne  on  voit  Rhéa  et  Titan. 

Deux  bandes  sont  visibles  sur  le  disque  de  la  planète,  l’une 
au  sud  de  la  zone  équatoriale  et  l’autre  au  nord,  dans  le  voisi¬ 
nage  de  l’équateur. 

3  mars.  —  8h  20m.  Les  anses  ont  augmenté  de  largeur.  Celle 
de  l’ouest  a  la  forme  d’une  ellipse  très  allongée  et  semble  déta¬ 
chée  du  globe;  on  aperçoit  un  point  brillant  vers  sa  partie 
centrale.  L’anse  orientale  semble  plus  large  vers  l’extérieur  et 
aune  forme  qui  rappelle  celle  observée  par  G. -P.  Bond,  à  Har¬ 
vard  College,  le  4  septembre  1848  et  le  28  janvier  1849  (1), 
quelques  jours  après  la  réapparition  de  l’anneau,  c’est-à-dire 


p)  Annals  of  the  astronomical  Observatory  of  Harvard  College ,  Cambridge, 
4857.  Vol.  II.  Part.  I,  fig.  42  et  55. 
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dans  des  conditions  à  peu  près  identiques  à  celles  où  l’on  se 
trouvait  le  3  mars  1921. 

A  l’est,  on  voit  les  satellites  Rhéa,  Dioné  et  Titan;  le  premier 
est  plus  brillant  que  le  second.  On  n’a  pas  aperçu  Téthys,  qui  se 
trouvait  derrière  l’anse  orientale,  à  une  distance  du  centre  de 
Saturne  égale  à  deux  fois  le  rayon  du  globe. 

Les  deux  hémisphères  de  la  planète  ont  paru  à  peu  près 
également  sombres. 

9  mai.  —  8h  38m.  Ciel  nuageux.  L’anse  occidentale  semble 
beaucoup  moins  apparente  et  presque  interrompue  dans  sa 
partie  centrale.  L’anse  orientale  n’est  visible  que  sur  sa  moitié 
voisine  du  globe.  L’ombre  projetée  sur  le  globe  est  noire  et 
présente  quelques  irrégularités.  Téthys  est  visible  un  peu  au  sud 
de  l’extrémité  de  l’anse  occidentale  de  l’anneau;  plus  loin  on 
voit  Dioné  et  vers  l’est,  Rhéa  et  Titan. 

Sur  le  globe  on  distingue  une  bande  foncée  au  sud  de  la  bande 
équatoriale;  l’hémisphère  austral  est  plus  sombre  que  l’autre. 

11  mai.  —  9  h.  Ciel  nuageux  et  légèrement  voilé.  L’anse 
occidentale  est  facilement  visible  sur  toute  son  étendue;  on 
soupçonne  l’anse  orientale. 

6  juin.  —  8h  40m.  Les  deux  anses  sont  bien  visibles  et  ont 
l’aspect  d’ellipses  très  allongées.  L’anse  occidentale  semble  moins 
longue  que  l’anse  orientale  ;  l’étendue  de  la  première  est  les  8  ou 
9  dixièmes  de  celle  de  la  seconde.  Sur  l’anse  occidentale  on 
remarque  deux  régions  d’éclat  maximum,  l’une  vers  le  globe  et 
l’autre  vers  son  extrémité,  près  de  laquelle  on  soupçonne  un 
point  brillant.  L’ombre  de  l’anneau  sur  le  globe,  ou  plutôt  la 
projection  de  la  face  non  éclairée  de  l’anneau,  présente  des 
irrégularités  (9  h.). 

Rhéa  est  visible  près  du  bord  oriental  de  la  planète,  un  peu 
au  nord  de  l’anneau,  et  Téthys,  à  peu  près  dans  le  prolongement 
de  l’anse  occidentale  et  légèrement  au  sud. 
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L’hémisphère  austral  du  globe  est  plus  sombre  que  l’hémis¬ 
phère  boréal. 

La  faible  hauteur  de  Saturne,  le  soir,  au-dessus  de  l’horizon, 
n’a  pas  permis  d’observer  la  planète  à  l’époque  de  la  seconde 
réapparition. 

Résumé. 

La  première  réapparition  a  eu  lieu  à  la  date  fixée  par  le 
calcul  (22  février)  ;  le  phénomène  s’est  présenté  probablement 
quelques  heures  plus  tôt  que  l’heure  indiquée  (9h  t.  m.  Green¬ 
wich). 

Les  observations  ont  montré  que,  presque  toujours  (sauf  le 
11  mai),  l’anse  orientale  était  mieux  visible  que  l’autre,  aussi 
bien  pendant  la  période  de  visibilité  des  anneaux  que  durant  le 
temps  de  leur  disparition  théorique. 

On  a  constaté  une  certaine  transparence  des  anneaux  et  les 
irrégularités  qu’ils  présentent,  notamment  un  renforcement  de 
lumière  près  du  bord  extérieur  de  l’anneau  moyen  B  (22  février). 
Des  irrégularités  dans  la  projection  de  l’anneau  et  de  son  ombre 
sur  le  globe  ont  également  été  notées. 

Nos  observations  semblent  confirmer  l’idée  que  si  la  partie 
relativement  dense  de  l’anneau  a  une  très  faible  épaisseur  (M 
(quelques  dizaines  de  kilomètres  seulement),  sa  surface  limite 
s’étend,  pour  certaines  zones,  principalement  à  l’intérieur  de  la 
division  de  Cassini,  à  une  assez  grande  distance  du  plan  médian 
de  l’anneau. 

Téthys  a  toujours  paru  plus  brillant  que  Dioné. 

L’hémisphère  austral  de  la  planète  a  semblé  plus  sombre  que 
l’autre,  et  la  zone  équatoriale,  claire,  beaucoup  plus  étendue  vers 
le  sud;  il  en  résulte  que  les  bandes  des  deux  hémisphères  de 
Saturne  ne  sont  pas  symétriques. 

(4)  Voir  notamment  L.  Bell,  Astrouhysical  Journal,  vol.  50,  (1919),  p.  10. 
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P.  STROOBANT,  Bull,  de  V  Acad.  roy.  de  Belgique. 
(Classe  des  sciences,  n°  10, 1921.) 


Juin. 


Physique.  —  Sur  la  construction  graphique  de  ménisques 
capillaires, 

par  J.-E.  VERSCHAFFELT,  associé  de  la  Classe. 

En  1889,  Sir  W.  Thomson  (Lord  Kelvin)  fit  connaître  (*)  un 
procédé  graphique  de  résolution  de  l'équation  différentielle  de 
la  surface  d’un  ménisque  capillaire  : 

g  +  ^  =  A  +  B*  =  B(2/0  +  *)  =  Bî/, 

dans  le  cas  où  cette  surface  est  de  révolution  (R  représente  alors 
le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  méridienne;  R'  celui  de  la  sec¬ 
tion  normale,  c’est-à-dire  la  longueur  de  la  normale  à  la  courbe 
méridienne)  ;  il  s’agit,  à  proprement  parler,  de  la  construction 
graphique  de  la  courbe  méridienne  (**).  En  principe,  la  méthode 
consiste  en  ceci  que,  la  constante  B  (constante  capillaire)  étant 


(*)  Popular  Lectures  and  Addresses,  1. 1,  1889,  p.  31.  Voir  aussi  Proc.  Roy.  Inst., 
vol.  XI,  part.  III. 

(**)  Je  crois  bien  faire  en  exposant  ce  procédé  par  une  traduction  du  texte  de 
l’auteur  : 

«  Par  un  point  quelconque  N  de  l’axe,  tracez  une  ligne  N  P,  coupant  cet  axe  sous 
un  angle  quelconque.  D’un  point  quelconque  0,  pris  sur  la  ligne  NP,  comme  centre, 
décrivez  un  tout  petit  arc  de  cercle  PPf  et  soit  W  le  point  où 
la  ligne  OP'  coupe  l’axe.  Mesurez  NP,  NfPf  et  la  différence  des 
niveaux  des  points  P  et  P'.  Représentant  cette  dernière  par  8 
et  prenant  un  paramètre  linéaire  a ,  calculez  la  valeur  de 

8_  i  i  n-i 
+  ÔP  +  NP  “  Wf’J 

Prenez  cette  longueur  entre  les  pointes  du  compas  et,  met¬ 
tant  la  pointe  du  crayon  en  P',  placez  l’autre  pointe  sur  la 
ligne  P'Nf,  en  0f,  et  du  point  0'  comme  centre  décrivez  un 
petit  arc  PT".  Continuez  ce  procédé  suivant  la  même  règle  et 
les  tout  petits  arcs  successifs  ainsi  tracés  constitueront  une 
courbe  qui  est  la  génératrice  de  la  surface  de  révolution  renfermant  le  liquide, 
conformément  aux  conditions  du  cas  spécial  traité.  »î 
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donnée,  on  se  donne  Taxe  de  révolution,  un  point  de  la  courbe 
méridienne  et  le  centre  de  courbure  en  ce  point,  —  ce  qui  fait 
donc  connaître  les  rayons  R  et  R',  et  aussi  la  hauteur  y  du  point 
au-dessus  d’une  surface  horizontale  indéfinie,  —  puisqu’on  trace,, 
avec  le  rayon  R  donné,  un  tout  petit  arc  de  cercle,  représentant 
un  arc  infinitésimal  de  la  courbe  méridienne,  ce  qui  donne  un 
nouveau  point  de  la  courbe,  où  l’on  connaît  y  et  R'  et  où  l’on 
peut  donc  calculer  le  nouvel  R.  On  trace  ainsi  la  courbe  méri¬ 
dienne  par  petites  portions,  ayant  la  forme  d’arcs  de  cercle  (il  est 
logique  de  donner  à  tous  ces  arcs  le  même  angle  au  centre). 

Il  est  évident  que  la  courbe  ainsi  tracée  ne  serait  véritablement 
la  courbe  méridienne  d’un  ménisque  capillaire  que  si  les  arcs 
successifs  étaient  infiniment  petits  ;  prenant  des  arcs  finis, 
d’angle  e,  on  s’écarte  d’autant  plus  de  la  courbe  réelle,  corres¬ 
pondant  aux  conditions  initiales,  que  l’angle  e  est  plus  grand. 
Mais,  si  la  courbe  construite  ne  se  confond  pas  exactement  avec 
une  courbe  réelle,  on  peut  cependant  prévoir  que,  même  avec 
des  arcs  de  quelques  degrés,  elle  se  confondra  du  moins 
approximativement  avec  une  telle  courbe,  et  l’on  peut  poser  la 
question  :  quelle  est  la  courbe  réelle  qui  s’écarte  le  moins  de  la 
courbe  construite  ? 

Prenons,  pour  fixer  les  idées,  le  cas  d’un  ménisque  capillaire 
dans  un  tube  cylindrique  et  donnons-nous  le  rayon  de  courbure 
R0  au  sommet  ;  en  partant  de  ce  rayon  de  courbure,  nous 
construisons  une  courbe,  suivant  le  procédé  indiqué  ci-dessus, 
en  prenant  par  exemple  des  arcs  de  15°  ;  nous  nous  arrêtons 
au  point  où  la  tangente  est  verticale,  de  sorte  que  la  moitié 
de  la  courbe  méridienne  se  compose  de  6  fragments  circulaires. 
Or,  parmi  toutes  les  courbes  méridiennes  vraies,  correspondant 
à  des  rayons  R0  différents,  il  y  en  a  une  qui  s’écartera  le  moins 
de  la  courbe  tracée,  et  l’on  peut  se  proposer  de  chercher  la 
valeur  de  R0  à  laquelle  la  courbe  tracée  correspond  le  mieux 
(on  verra  que  ce  n’est  pas  la  valeur  de  R0  que  l’on  a  prise 
comme  valeur  de  départ). 
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Pour  résoudre  ce  problème,  il  faut  évidemment  disposer  d’une 
série  de  tracés  exacts  de  courbes  méridiennes  et  exprimer  dans 
une  certaine  mesure  les  écarts  entre  la  courbe  construite  et 
quelques-unes  de  ces  courbes  méridiennes  vraies.  Les  courbes 
que  j’ai  tracées  en  1912  (*),  en  me  servant  de  photographies  de 
ménisques  capillaires,  et  au  moyen  desquelles  on  pourrait  con¬ 
struire,  par  interpolation,  un  faisceau  de  courbes  correspondant 
à  des  valeurs  de  R0  croissant  régulièrement,  pourraient  servir  à 
un  pareil  calcul,  dans  lequel  on  déterminerait,  par  exemple,  la 
moyenne  des  carrés  des  différences  des  ordonnées  correspondant 
à  un  certain  nombre  d’abscisses,  régulièrement  distribuées.  La 
courbe  vraie  la  plus  rapprochée  serait  celle  pour  laquelle  cette 
moyenne  est  un  minimum  (**) . 

Je  ne  fais  qu’indiquer  cette  méthode  exacte,  que  je  n’ai  pas 
appliquée,  parce  que  sa  complication  ne  me  paraît  pas  corres¬ 
pondre  à  l’utilité  pratique  qu’elle  peut  avoir.  Je  me  suis  contenté 
de  vérifier  que  quelques  courbes,  que  mon  ancienne  élève, 
Mlle  Louise  van  der  Noot,  avait  eu  l’obligeance  de  construire 
pour  moi,  se  plaçaient  très  bien,  après  réduction  à  la  même 
échelle  (***),  dans  la  série  des  courbes  obtenues  par  photographie 
(planche  II  du  travail  cité),  et  j’ai  constaté  qu’on  pouvait  déter¬ 
miner  avec  une  assez  grande  précision,  qui  semblait  être  de 
l’ordre  de  1  °/0,  le  rayon  de  courbure  au  sommet  de  la  courbe 
moyenne  correspondante.  Le  point  à  tangente  verticale  venait 
notamment  se  placer  très  près  du  lieu  de  ces  points,  représenté 
en  trait  interrompu  sur  la  figure  en  question,  et  de  la  situation  de 
ce  point  la  valeur  de  R0  pouvait  être  déduite  par  interpolation. 


(*)  Bull,  de  l’Acad.  roy.  de  Belgique  (Classe  des  sciences),  1912,  p.  451. 

(**)  Un  minimum  de  la  simple  moyenne  arithmétique  des  différences,  les  unes 
positives,  les  autres  négatives,  ne  serait  pas  une  garantie  suffisante  d’un  bon  accord, 
cette  moyenne  pouvant  s’annuler,  même  quand  les  différences  individuelles  sont 
très  considérables. 

(***)  La  constante  capillaire  a  =  doit  être  prise  comme  unité  de  longueur. 
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C’est  ainsi  qu’une  courbe  construite  en  posant  a  =  10  (cm.) 
(donc  B  =  p  =  0,02),  et  en  partant  de  R0  ==  20  (cm.)  (* *),  et 
composée  de  6  fragments  de  15°,  venait,  après  réduction  à  une 
échelle  deux  fois  plus  petite,  se  placer  dans  la  série  des  courbes 

TABLEAU  I. 


Construction  de  la  courbe  -  -j-  —  =  —  y. 

R  R'  a* 

a  =  10  ;  rayon  de  départ  =  20  cm.  (î/6  =  5). 


a 

X 

y 

z 

R  (eonstr.) 

R' 

R  (interp.) 

0° 

15» 

0 

5,18 

5,00 

5,68 

0,00 

0,68 

20,00 

15,74 

(20,00) 

20,00 

30° 

8,95 

7,26 

2,26 

11,18 

17,90 

13,10 

0,0870 

45° 

11,25 

9,03 

4,03 

8,52 

15,94 

9,65 

857 

60° 

12,60 

10,77 

5,77 

6,80 

14,62 

7,50 

863 

75° 

13,30 

12,42 

7,42 

5,69 

13,79 

6,15 

867 

90° 

13,50 

13,88 

8,88 

4,91 

13,52 

5,25 

869 

Moy.=  0,0866 


à  un  endroit  où  le  rayon  au  sommet,  réduit  à  a=l,  serait 
2,36  ;  la  courbe  tracée  se  confondait  donc  à  peu  près  avec  une 
courbe  capillaire  ayant  R0  =  23,6.  Je  communique  dans  le 
tableau  I  ci-dessus  le  résumé  des  calculs  qui  servirent  à  la  con¬ 
struction  de  la  courbe  ;  les  six  premières  colonnes  font  con¬ 
naître  successivement  les  valeurs  de  l’angle  a  que  la  normale 
fait  avec  l’axe,  des  coordonnées  x  et  y,  et  d e  z  =  y  —  y0,  ainsi 


2  À 

(*)  A  R0  =  20  correspond  A  =  ^-  =  0, 1  et  t/o=g=5. 
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que  les  rayons  R  et  R'  ;  on  verra  tantôt  la  signification  des  deux 
autres  colonnes.  La  figure  ci-jointe  (p.  5)  est  une  reproduction, 
à  la  moitié  de  la  grandeur,  de  la  courbe  ainsi  construite  ;  dans 
cette  reproduction  a  (5  cm.)  a  été  pris  comme  unité  (*). 

On  comprend  aisément  pourquoi,  si  la  courbe  tracée  se  con¬ 
fond  approximativement  avec  une  courbe  réelle,  le  rayon  au 
sommet  de  cette  courbe  est  plus  grand  que  le  rayon  de  départ 
dans  la  construction  :  les  arcs  de  cercle  remplacent  des  arcs  de 
courbes  dont  le  rayon  de  courbure  va  en  diminuant  à  partir  du 
sommet,  de  sorte  que  les  valeurs  de  R  de  la  courbe  construite  sont 
des  valeurs  moyennes  pour  chaque  arc  et  correspondent  à  un 
point  moyen,  par  exemple  au  milieu  de  l’arc.  En  outre,  la 
discontinuité  qui,  dans  la  courbe  tracée,  se  présente  pour  le 
rayon  R  au  passage  d’un  arc  au  suivant,  n’existe  pas  dans  la 
courbe  réelle  :  au  point  de  raccordement  de  deux  arcs  le  rayon  R 
doit  avoir,  en  réalité,  une  valeur  intermédiaire  entre  celles  des 
rayons  avec  lesquels  les  deux  arcs  ont  été  tracés.  Si  l’on  admet 
que  les  valeurs  de  R  qui  ont  servi  à  la  construction  correspondent 
réellement  aux  milieux  des  arcs,  c’est-à-dire  à  a  =  7  i/2° ,  22  1/2°, 
37  i/2°,  etc.,  il  est  possible  de  trouver,  par  interpolation,  les 
valeurs  de  R  correspondant  aux  points  de  raccordement 
(a  =  15°,  30°,  etc.)  ;  ces  valeurs  sont  données  dans  la  septième 
colonne  du  tableau  1,  mais  seulement  à  partir  de  a  =  30°  ; 
l’interpolation  pour  a  =15°  est  trop  incertaine  et  a  fortiori 
l’extrapolation  à  a  =  0°,  qui  donnerait  le  rayon  de  courbure  au 
sommet. 

Considérons  de  même  le  rayon  R'  de  la  section  normale. 
Dans  la  courbe  réelle  ce  rayon  va  diminuant  à  partir  du  sommet, 
alors  que,  dans  la  courbe  tracée,  il  reste  constant  dans  toute 
l’étendue  du  premier  arc  (de  a  =  0°  à  a=  15°).  En  supposant 
que  les  valeurs  de  R'  du  tableau  correspondent  exactement  aux 
points  de  raccordement  des  arcs,  on  pourrait  tâcher  de  trouver, 


(*)  L’échelle  est  donc  la  même  que  pour  la  planche  II  de  ma  note  de  1912. 


564 


de  ménisques  capillaires. 


par  extrapolation,  la  valeur  de  R'  correspondant  à  a  =  0,  c’est- 
à-dire  le  rayon  de  courbure  au  sommet;  mais,  encore  une  fois, 
cette  extrapolation  est  très  incertaine  (*). 

Mais  les  données  du  tableau  fournissent  un  autre  moyen  de 
calculer  le  rayon  de  courbure  au  sommet.  En  calculant  les 
valeurs  de  ^  au  moyen  des  rayons  des  deux  avant-der¬ 

nières  colonnes,  on  trouve  que  ces  valeurs  ne  sont  pas  égales  à 
B  y,  ainsi  que  l’exigerait  l’équation  (1).  Gela  tient  essentiellement 
au  fait  que,  le  rayon  de  courbure  au  sommet  n’étant  pas,  en 
réalité,  de  20  centimètres,  l’ordonnée  au  sommet  n’est  pas  non 
plus  de  o  centimètres.  Mais  si  l’on  cherche  quelle  est,  pour 
chacun  des  points  de  raccordement,  la  valeur  À  =  ^  ~  —  Bz, 

on  trouve  (voir  la  dernière  colonne)  à  fort  peu  près  la  même 
valeur  pour  tous  les  points.  La  moyenne  0,0866  peut  être 
considérée  comme  la  valeur  de  A  pour  toute  la  courbe  ;  on  en 
déduit 

R°  =  ^=23,t  et  2/0  =  ^  =  4,33. 

Le  même  procédé  est  applicable  au  tracé  de  la  section  normale 
d’un  ménisque  formé  entre  deux  plans  parallèles  verticaux  ;  l’axe 
de  révolution  peut  être  considéré  comme  rejeté  à  l’infini  et  il  se 
présente  alors  dans  les  calculs  cette  simplification  que  B'  =  o©  , 
de  sorte  que  le  rayon  de  courbure  R  de  chaque  nouvel  arc  est 


l  1 

(*)  Ces  extrapolations  s’effectuent  le  mieux  en  représentant  1T  et  T-,  en  fonction 

K  i\ 

de  z  :  développant,  en  effet,  z  en  une  série  de  la  forme 
z  =  a^x*  +  a^x1  -J-  fl6Æ6  +  . . . 

(voir  Bull,  de  VAcad.  roy.  de  Belgique,  avril  1912,  p.  194),  on  démontre  aisément  que 


1  1  ,  3d  ♦  1  1  ,  1D 

R— R0+4B:5  et  R'  — R0+4Bz- 


1  1 

En  extrapolant  les  valeurs  de  -g-  et  à  z  —  0,  on  trouve  approximativement 

~  =  0,048,  d’où  R0  =  22. 

Ito 
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a2 

donné  par  R  =  y  étant  Fordonnée  finale  de  l’arc  précédent. 
Le  tableau  II  se  rapporte  à  une  courbe  ainsi  tracée  en  prenant 
a  =  10  et  partant  de  R0  =  20. 


TABLE  AU  II. 


1  2 

Construction  de  la  courbe  -  =  — 
R  a2 

y 

a  = 

=  10;  rayon  de  départ = 

=  20  cm.  (y0  = 

=  2,5) 

a 

X 

z 

R  (constr.) 

R  (interp.) 

A  2 

A  =  a*y  0 

? 

x  (cale.) 

*  (cale. 

0° 

0 

0 

20,00 

90° 

0 

0 

15o 

5,18 

0,71 

15,60 

82  V2 

6,26 

0,80 

30  ^ 

8,93 

2,22 

10,59 

12,50 

0,0356 

75 

10,06 

2,31 

45° 

11,08 

3,87 

7,84 

•  8,90 

350 

67  V* 

12,14 

3,95 

60° 

12,39 

5,53 

6,22 

6,90 

344 

60 

13,31 

5,52 

75o 

13,04 

7,05 

5,23 

5,65 

360 

52  Va 

13,92 

7,03 

90° 

13,23 

8,40 

4,58 

4,90 

361 

45 

14,13 

8,39 

Moy. 

=  0,0354 

Le  vrai  rayon  de  courbure  au  sommet  de  cette  courbe  est  donc 
R0  =  j  =  28,2  et  Fordonnée  à  l’origine  est  y0  =  1,77. 

En  partant  de  cette  nouvelle  valeur  de  R0,  il  y  a  moyen  de 
vérifier  jusqu'à  quel  point  la  courbe  construite  se  confond  avec 
la  courbe  moyenne  réelle  ;  car  cette  dernière  peut  être  construite 
par  points.  Posant,  en  effet, 


4  a* 

4«2  +  2$ 


8R§ 

8R2  +  a 2 


et 


A<p  =\/l  —  ^2sin2  cp, 
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où  <p  est  un  paramètre  variable  auxiliaire,  lié  à  a  par  la  relation 

1  1 

cp  =  —  tc  —  -  a, 
r  2  2 


on  a  (*) 


y  =  Vo  +  2  =  -y-  Acp  et  x  = 


Les  valeurs  des  intégrales  pour  diverses  valeurs  du  para¬ 
mètre  <p  se  trouvent  dans  des  tables  (**).  Les  valeurs  de  x  et  de  2 
correspondant  aux  valeurs  de  a  de  la  première  colonne  du 
tableau  II  (valeurs  de  cp  dans  la  septième)  se  trouvent  dans  les 
deux  dernières  .(***).  Chose  curieuse,  alors  que  les  valeurs  de  % 
s’accordent  bien  —  surtout  pour  les  derniers  points  —  avec  les 
valeurs  observées,  pour  les  abscisses  il  y  a  une  différence  systé¬ 
matique,  à  peu  près  constante,  de  1  centimètre  en  moyenne.  La 
courbe  tracée  se  confond  donc  bien  avec  la  courbe  réelle 
moyenne,  sauf  au  début  :  le  premier  arc  est  entaché  d’une 
grande  erreur. 

Pour  voir  si  une  erreur  semblable  affecte  le  tracé  de  la  première 
courbe,  j’ai  calculé  quelques  points  de  cette  courbe  méridienne 
dans  sa  portion  voisine  du  sommet,  au  moyen  du  développement 
en  série  de  2  par  rapport  à  x  (IV),  lequel  devient  dans  ce  cas 

*  =  0,0217  a8  +  0,0000373&4  +  0,00000031 5  a6. 


Les  résultats  du  calcul  sont  consignés  dans  le  tableau  III. 
La  troisième  colonne  contient  les  valeurs  de  a  correspondantes, 
calculées  au  moyen  de  la  relation  tga  =  ^|;  les  valeurs  de  x  et 


(*)  Voyez,  par  exemple,  G.  Kirchhoff,  Vorlesungen  iiber  mathematische  Physik. 

(**)  Par  exemple  les  Funktionentafeln  de  Jahnke  et  Emde. 

(*.**)  jypie  l.  Van  der  NooT.a  bien  voulu  se  charger  de  faire  ces  calculs  :  X*  =  0,984; 
X  =  0,992. 

(Iv)  Voir  la  note  au  bas  de  la  page  565. 


1921.  SCIENCES. 
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de  2  de  la  sixième  ligne,  correspondant  à  a=  15°,  ont  été  obtenues 
par  interpolation.  Les  deux  dernières  colonnes  donnent,  pour 
les  mêmes  valeurs  de  a,  les  coordonnées  des  points  de  la  courbe 
construite  (arc  de  cercle  de  rayon  R  =  20).  On  voit  que  les 
valeurs  de  z  obtenues  par  construction  sont  sensiblement  les 
valeurs  réelles;  quant  aux  x  de  la  construction,  ils  sont  de 
nouveau  plus  petits  que  les  x  réels,  mais  la  différence  n’est  pas 
considérable  (0,25  en  moyenne). 


TABLEAU  III. 

Calcul  de  la  courbe  ^  +  -^=0,0%  (ij0  =  4,33). 
K  R 


X 

z 

a 

x  (constr.) 

z  (constr.) 

1 

0,02 

2°5 

0,87 

0,02 

2 

0,09 

5-0 

1,74 

0,08 

3 

0,21 

7°7 

2,68 

0,18 

4 

0,36 

10°6 

3,68 

0,34 

5 

0,57 

13°8 

4,77 

0,58 

(5,30 

0,64) 

15° 

5,18 

0,68 

6 

0,81 

17°6 

Je  crois  donc  pouvoir  conclure  de  ce  qui  précède  qu’une 
courbe  composée  de  6  arcs  circulaires  de  15°  se  confond  déjà 
sensiblement  avec  une  courbe  capillaire  réelle,  et  l’on  peut  pré¬ 
voir  que  cet  accord  s’améliorera  encore,  si  l’on  augmente  le 
nombre  des  portions,  c’est-à-dire  si  l’on  prend  des  arcs  plus 
petits.  C’est  ce  que  j’ai  pu  vérifier  en  refaisant  la  construction 
de  la  courbe  analysée  dans  le  tableau  I,  mais  en  la  formant 
maintenant  de  9  arcs  de  10°.  Le  tableau  IV,  analogue  au 
tableau  I,  donne  l’analyse  de  cette  nouvelle  courbe. 
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TABLEAU  IV. 


Construction  de  la  courbe  -  +  —  =  —  y  —  A  +  0,02s. 

R  R  a2 

a  =  10;  rayon  de  départ  =  20  cm.  (î/0  =  5)  ;  9  arcs  de  10°. 


a 

X 

% 

R 

R' 

R  (interp.) 

A 

0 

10° 

0 

3,47 

0 

0,30 

20,00 

17,83 

20.00 

20,00 

20° 

6,43  , 

1,14 

14,30 

18,92 

*  15,90 

0,0930 

30° 

8,65 

2,18 

11,57 

17,50 

12,80 

917 

40° 

10,36 

3,36 

9,51 

16,13 

10,43 

907 

50° 

11,50 

4,48 

8,10 

15,10 

8,75 

909 

60° 

12,30 

5,63 

7,02 

14,27 

7,50 

908 

70° 

12,85 

6,76 

6,17 

13,70 

6,55 

905 

80° 

13,14 

7,83 

5,50 

13,36 

5,80 

907 

90° 

13,23 

8,80 

4,99 

13,23 

5,22 

Moy. 

0,0912 

=  0,0909 

La  moyenne  des  sept  dernières  valeurs  de  A,  sensiblement 
égales,  est  0.0909,  d’où  l’on  déduit  comme  R0  et  y0  réels  : 

R0  =  22,00  et  ?/0  =  4,55. 

On  voit  qu’ effectivement,  à  en  juger  d’après  le  degré  de 
constance  de  A,  l’exactitude  avec  laquelle  la  courbe  tracée 
s’accorde  avec  une  courbe  réelle  a  considérablement  augmenté  ; 
je  pense  qu’ici  les  écarts  entre  la  courbe  tracée  et  la  courbe 
réelle  atteignent  au  plus  quelques  dixièmes  de  millimètre.  En 
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outre,  le  R0  réel  s’est  notablement  rapproché  du  R0  de  départ, 
ainsi  qu’on  pouvait  également  s’y  attendre. 

Ici  encore  les  écarts  les  plus  grands  se  trouvent  dans  le  voi¬ 
sinage  du  sommet.  Pour  juger  du  degré  de  précision  de  cette 
partie  de  la  courbe  construite,  je  me  suis  servi  encore  une  fois 
d’un  développement  en  série,  mais  j’ai  pris  maintenant  un 
développement  en  coordonnées  polaires,  qui  donne  une  série 
beaucoup  plus  rapidement  convergente  que  le  développement  en 
coordonnées  rectilignes  employé  plus  haut.  Je  prends  notam¬ 
ment  comme  origine  des  coordonnées  le  centre  de  courbure  au 
sommet  ;  représentant  par  3  l’angle  que  le  rayon  vecteur  p  fait 
avec  Y  axe,  on  a  alors 


x  =  p  sin  3  et  z  =  B0  —  p  cos  £  (*), 
et  l’équation  différentielle 


1  1  2 

R+ff_A  +  BJ-K  +  B, 


2 


devient 

p  sin  S —  p'  cos  3  p2  -f  2p'2  —  pp"  2 
p  sin  3  (p2  +  p'2)1'*  +  (p2  +  p'2)8'*  =  k0  +  B(R°-ÛCO 

Posant 

p  =  R0(l — t)  avec  t  =  t2£2  +  t4<9-4  -f-  t6S6  +  •  •  • 
on  trouve 


(*)  J’ai  déjà  introduit  ce  système  de  coordonnées  pour  résoudre  l’équation  diffé¬ 
rentielle  de  la  surface  capillaire,  par  approximations  successives,  dans  le  cas  où  la 
surface  est  à  peu  près  sphérique.  (Voir  Yersl.  Kon.  Akad.  Amsterdam ,  29  juin  1918; 
Comm.  phys.  lab.  Leiden ,  suppl.  n°  12 c.) 
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Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  où  B  =  0,02  et  R0  =  22, 
t4  =  0,3025  et  t6  =  0,0067,  de  sorte  que,  si  3  est  exprimé  en 
degrés, 

p  =  22,00  —  6.18 . 10~7£4  —  4,16  10“1236. 

Il  résulte  de  là  que  jusqu’à  15°  environ  la  courbe  ne  s’écarte 
pas  sensiblement  de  la  circonférence  tracée  avec  un  rayon  égal  à 
22  centimètres  (*)  ;  on  trouve 


3 

P 

X 

z 

x  (constr.) 

*  (constr.) 

50 

22,00 

1,92 

0,08 

1,95 

0,10 

10° 

21,99 

3  82 

0,34 

3,85 

040 

15° 

21,97 

5,68 

0,77 

5,68 

0,86 

20° 

21,90 

7,49 

1,42 

7,40 

1,53 

25° 

21,75 

9,19 

2,29 

9,10 

2,41 

30° 

21,48 

10,74 

'  3,40 

10,60 

3,53 

La  courbe  ainsi  calculée  ne  se  confond  donc  pas  avec  la  courbe 
construite,  mais  la  différence  n’est  pas  grande,  et  l’on  constate 
qu’on  obtient  une  superposition  pratiquement  parfaite  en  dépla¬ 
çant  l’origine  de  la  courbe  calculée  de  0cm25  vers  la  gauche  (ce 
qui  est  d’accord  avec  un  résultat  obtenu  tantôt)  et  de  0cm05  vers 
le  haut.  Gela  revient  à  dire  que  toutes  les  abscisses  de  la  courbe 
construite  doivent  être  augmentées  de  0,25  et  toutes  les  ordon¬ 
nées  diminuées  de  0,05.  Ce  déplacement  de  l’axe  vers  la  gauche 
a,  évidemment,  pour  conséquence  une  augmentation  des  rayons 


(*)  L’écart  de  J  a  circonférence  reste  inférieur  à  1  °/00  (c’est-à-dire  <  0,001) 
_  4 4 / 0,016  4  /a” 

jusqu’à  j  =  V(  -jj^2  =0,3  V/  ^  (en  radiants).  Pour  que  l’écart  reste  de  cet 

ordre  jusqu’à  <9"  =  90°  =  1,5  radiant,  il  faudrait  donc  R0  <  aussi  longtemps 
que  R0  reste  inférieur  à  cette  valeur,  le  ménisque  est  sensiblement  sphérique. 
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de  courbure  normaux,  surtout  considérable  dans  le  voisinage  du 
sommet  de  la  courbe. 

Si  l’on  effectue  ce  petit  changement  d’axes  des  coordonnées, 
le  tableau  IY  devient  : 


TABLEAU  V. 

Correction  du  tableau  IV. 


a 

X 

z 

R' 

R 

A 

R'  (corr.) 

R (cale. 

0° 

0 

0 

22,12 

22,12 

10" 

3,72 

0,25 

21,40 

21,55 

20,41 

20° 

6,68 

1,09 

19,65 

15,90 

0,0920 

19,80 

16,21 

30° 

8,90 

2,13 

18,00 

12,80 

910 

12,90 

40° 

10,61 

3,31 

16,52 

10,43 

902 

10,41 

50° 

11,75 

4,43 

15,43 

8,75 

905 

8,76 

60° 

12,55 

5,58 

14,55 

7,50 

904 

7,50 

70° 

13,10 

6,71 

13,98 

6,55 

900 

6,5.3 

80° 

13,39 

7,78 

13,60 

5,80 

903 

5,80 

90° 

13,48 

8,75 

13,48 

5,22 

0,0908 

5,23 

Moyenne  =  0,0904 


On  voit  que  la  valeur  de  A  a  un  peu  diminué,  c’est-à-dire  que 
le  rayon  de  courbure  au  sommet  a  légèrement  augmenté,  ce  qui 
est  d’accord  avec  la  légère  augmentation  de  l’abscisse  maximum. 
R0  est  devenu  22,12.  Le  changement  le  plus  important,  c’est 
que  maintenant  la  valeur  de  R'  augmente  régulièrement  jusqu’au 
sommet;  comme  cette  valeur  doit,  dans  le  voisinage  du  sommet, 
satisfaire  à  la  relation  ^  ^  -f-  |  Rs  =  0,0452  -f- 0,005 2  (*), 

je  l’ai  un  peu  modifiée  en  conséquence  (voir  l’avant-dernière 


(*)  Voir  la  note  au  bas  de  la  page  565. 
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colonne).  Quant  à  la  valeur  de  R,  on  peut  la  calculer  en  partant 
des  valeurs  de  R'  et  de  z  ;  le  résultat  de  ce  calcul  se  trouve  dans 
la  dernière  colonne  :  ce  rayon-là  aussi  varie  maintenant  d’une 
façon  tout  à  fait  régulière. 

Il  résulte  de  là  non  seulement  que  le  procédé  d’analyse  que 
je  viens  d’exposer  permet  de  trouver  le  paramètre  (rayon  de 
courbure  au  point  le  plus  bas)  d’une  courbe  capillaire  vraie  qui 
se  superpose  à  peu  près  exactement  à  la  courbe  tracée,  mais 
encore  qu’il  est  possible,  par  un  développement  en  série  dans  le 
voisinage  du  point  le  plus  bas,  c’est-à-dire  dans  le  voisinage  du 
point  de  départ,  de  corriger  les  défauts  que  la  courbe  tracée 
présente  dans  cette  région  (*).  Je  crois  donc  que  ce  procédé 
constitue  un  perfectionnement  important  de  la  méthode  gra¬ 
phique  de  Thomson  et  qu’il  permet  de  restreindre  à  un  nombre 
relativement  petit  les  éléments  dont  se  compose  la  courbe, 
c’est-à-dire  de  donner  à  ces  arcs  une  ouverture  relativement 
grande  (10°  est,  je  pense,  l’ouverture  qui  convient  le  mieux). 


(*)  Un  autre  moyen  de  tracer  des  courbes  plus  précises  dans  le  voisinage  du 
point  le  plus  bas  serait  de  partir  d’un  tout  autre  point,  de  façon  à  franchir  le  point 
le  plus  bas,  en  allant  toujours  dans  le  même  sens. 
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de  l’ascension  capillaire  d’un  liquide  entre  deux 
cylindres  coaxiaux, 

par  J.-E.  VERSCHAFFELT,  associé  de  la  Classe. 

J’ai  été  conduit  à  faire  i’examen  du  procédé  graphique  de 
résolution  de  l’équation  différentielle  de  la  section  méridienne 
d’un  ménisque  capillaire,  exposé  dans  la  note  précédente,  en 
réfléchissant  à  un  moyen  d’obtenir  aussi  exactement  que  possi¬ 
ble  la  forme  de  la  section  méridienne  d’un  ménisque  formé 
entre  deux  cylindres  coaxiaux.  Le  calcul  d’un  pareil  ménisque, 
à  l’instar  de  Mathieu  (*),  me  paraissait  trop  laborieux  et 
l’obtention  de  sa  forme  par  photographie,  par  un  procédé 
analogue  à  celui  que  j’avais  employé  pour  des  gouttes  liquides, 
me  semblait  impossible  ;  c’est  pourquoi  je  songeai  à  construire 
de  pareils  ménisques  graphiquement,  par  le  procédé  de  Kelvin. 
Mais,  pour  avoir  quelque  idée  de  la  précision  qu’il  serait  possi¬ 
ble  d’atteindre  par  cette  méthode,  j’ai  d’abord  fait  construire 
quelques  courbes  dans  des  cas  où  un  contrôle  du  degré  d’exac¬ 
titude  était  possible;  c’est  le  résultat  de  cet  examen  préliminaire 
qui  a  été  exposé  dans  la  note  précédente.  Le  résultat  de  ce 
contrôle  m’ayant  paru  satisfaisant,  j’ai  passé  à  la  construction 
de  ménisques  de  révolution  annulaire. 

Le  but  pratique  que  je  poursuivais  ainsi  était  le  suivant  :  La 
meilleure  méthode  de  détermination  de  la  tension  superficielle 
d’un  liquide  est  encore  toujours  celle  dans  laquelle  on  mesure 
l’ascension  dans  un  tube  capillaire,  placé  dans  l’axe  d’un  autre. 
Comme  on  ne  mesure  ainsi  que  la  différence  de  niveau  du  liquide 


(*)  E.  Mathieu,  Théorie  de  la  Capillarité.  Paris,  1883. 


574 


Ascension  capillaire  d'un  liquide  entre  deux  cylindres  coaxiaux. 


entre  le  capillaire  et  l'espace  cylindrique  annulaire  entre  les  deux 
tubes,  on  doit,  pour  trouver  la  hauteur  d’ascension  vraie,  con¬ 
naître  la  hauteur  d’ascension  dans  cet  espace  ;  or,  les  corrections 
apportées  jusqu’ici  pour  tenir  compte  de  cette  dernière  hauteur 
d’ascension  sont  encore  fort  incertaines  (*).  On  connaîtrait  cette 
correction  si,  pour  un  liquide  déterminé,  on  avait  mesuré  la 
hauteur  d’ascension  dans  une  double  série  d’espaces  annulaires 
(en  faisant  varier  les  rayons  intérieur  et  extérieur  de  l’espace)  ; 
un  simple  calcul,  basé  sur  la  connaissance  des  constantes  capil¬ 
laires,  permettrait  alors  de  déterminer  ces  hauteurs  d’ascension 
pour  tout  autre  liquide  (**).  Il  est  vrai  que,  pour  un  autre  liquide, 
dont  la  tension  superficielle  est  à  mesurer,  la  constante  capillaire 
serait  encore  inconnue;  mais,  comme  il  ne  s’agit  que  d’une 
correction,  une  valeur  approximative  suffirait,  et  cette  valeur 
approximative  pourrait  être  déduite  de  l’ascension  capillaire, 
non  encore  corrigée;  on  pourrait  d’ailleurs  améliorer  le  résultat 
par  approximations  successives.  Mais  au  lieu  de  mesurer  ces 
hauteurs  d’ascension  pour  un,  ou  divers  liquides,  je  me  suis 
proposé  de  les  déterminer  indirectement  en  construisant,  par  le 
procédé  de  Kelvin,  la  courbe  méridienne  de  ménisques  annu¬ 
laires,  dans  des  conditions  très  variées,  pour  un  liquide  fictif,  à 
constante  capillaire  donnée  ( a  =  10). 

Ces  constructions  (faites  également  par  Mlle  Van  der  Noot) 
ont  été  effectuées  en  partant  de  diverses  valeurs  de  R0  (rayon  de 


(*)  Voyez,  par  exemple,  J.-E.  Verschaffelt,  On  capillary  ascension  between  two 
cylindrical  tubes.  ( Comm .  f>om  the  phys.  lab.  Leiden ,  n°  25;  Ver  si.  Kon  Akad. 
Amsterdam ,  18  avril  1896.)  La  méthode  que  j’ai  appliquée  moi-même,  et  qui  fut 
encore  suivie  plus  tard  par  d’autres,  par  exemple  par  H.  Kamerlingh  Onnes  et 
H. -A.  Kuypers,  Measurements  on  the  capillarily  ofliquid  hydrogen  (Comm.  phys.  lab . 
Leiden ,  n°  142;  Versl.  Kon.  Akad.  Amsterdam,  26  septembre  1914),  consiste  à 
considérer  la  section  méridienne  du  ménisque  dans  l’espace  annulaire  comme  une 
demi-ellipse,  dont  le  grand  axe  serait  la  différence  des  rayons  extérieur  et  intérieur 
de  l’espace  annulaire,  et  le  demi-petit  axe  l’élévation  du  liquide  contre  la  paroi 
extérieure.  On  verra  que  cette  supposition,  qui  fut  faite  faute  de  mieux,  est  loin  de 
répondre  à  la  réalité. 

(**)  Bull,  de  VAcad.  roy.  de  Belgique  (Classe  des  sciences  ,  1911,  p.  383. 
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TABLEAU  I. 

1  1 

Construction  de  la  courbe  -  +  -  ,  =  0,02  y. 

R  R 

æ0=  10;  R0  de  départ  =  10;  Rj  =  oc;  ?/0  =  5. 
a  x  y  z  Rfconstr.)  R'  R(interp.)  A 


-90° 

3,82 

8,83 

3,83 

75° 

3,88 

8,23 

3,23 

60° 

4,13 

7,56 

2,56 

45° 

4,68 

6,82 

1,82 

30° 

5,68 

6,05 

1,05 

-15° 

7,41 

5,34 

0,34 

0° 

10,00 

5,00 

0 

+  15° 

12,59 

5,34 

0,34 

30° 

15,44 

6,50 

1,50 

45° 

17,53 

8,11 

3,11 

60° 

18,85 

9,75 

4,75 

75° 

19,51 

11,38 

6,38 

+  90° 

19,75 

12,85 

7,85 

2,28 

-  3,82 

2,35 

0,0873 

2,41 

4,02 

2,55 

799 

2,79 

4,83 

3,10 

648 

3,48 

6,64 

4,05 

600 

4,76 

11,33 

5,80 

632 

7,03 

-  28,65 

10,00 

QO 

10,00 

+  48,65 

11,60 

30,70 

10,30 

24,90 

9;  15 

0,0876 

8,20 

21,80 

7,40 

858 

6,70 

20,25 

6,10 

856 

5,65 

+  19,75 

5,20 

861 

4,85 

Moyenne 

=  0,0863 
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courbure  au  point  le  plus  bas  de  la  courbe)  et  x0  (distance  de  ce 
point  à  l’axe,  situé  à  gauche).  Gomme  valeurs  de  R0  nous  avons 
pris  7,  10  et  20  centimètres  et  nous  avons  donné  à  x0  successi¬ 
vement  les  valeurs  3,  5,  7,  10,  15  et  20  (*).  La  construction  se 
faisait  en  partant  de  R0,  à  droite  et  à  gauche  de  l’ordonnée 
passant  par  le  point  le  plus  bas.  De  chaque  côté  furent  tracés 
6  arcs  de  15°.  Les  courbes  ainsi  obtenues  furent  traitées  comme 
celles  de  la  note  précédente,  ce  qui  donna  une  valeur  réelle 
pour  R0.  Le  tableau  I  en  donne  un  exemple  (x0  =  10,  R0  de 
départ  =  10)  ;  la  figure  ci-jointe  (p.  580)  reproduit  le  tracé. 

On  voit  que  la  portion  de  droite  donne  encore  des  valeurs 
de  A  assez  constantes  :  0,0863  en  moyenne;  il  n’en  est  pas  de 
même  de  la  portion  de  gauche,  pour  laquelle  la  valeur  moyenne 
de  A  est  donc  fort  incertaine.  Cette  incertitude  augmentait 
encore  lorsque  x0  devenait  plus  petit  (pour  x0  =  3  la  construc¬ 
tion  de  la  partie  gauche,  avec  des  arcs  de  15°,  devenait  même  à 
peu  près  illusoire);  elle  diminuait  lorsque  x0  augmentait  (pour 
x0  =  x  les  deux  moitiés  deviennent  identiques).  Faute  de 
mieux,  j’ai  attribué  à  toute  la  figure  la  moyenne  de  A  fournie 
par  la  portion  de  droite.  A  x0  =  10  et  R0  initial  =  10  corres¬ 
pond  donc 

I  \ 

R0  vrai  =  — -  =  11,60  et  y0=~  =  4,32; 

A  B 

et  les  abscisses  limites  sont  3cm82  et  19cm75  (**). 

(*)  Les  courbes  examinées  dans  la  note  précédente  constituent  les  termes 
extrêmes  de  cette  série;  en  effet,  les  ménisques  formés  dans  de  simples  tubes 
circulaires  correspondent  à  x0  =  0  et  ceux  formés  entre  des  plans  parallèles 
verticaux  à  x0  =  ao . 

(**)  D’après  l’hypothèse  que  j’ai  faite  autrefois  (voir  la  note  1  au  bas  de  la  page  575), 
la  courbe  méridienne  serait  approximativement  une  ellipse,  ayant  pour  grand  axe 
la  différence  des  abscisses  extrêmes,  donc  a  =  -^{x*  —  x{)  =  7,97,  et  pour  demi- 
petit  axe  la  valeur  de  *  correspondant  à  x2,  donc  6=7,85.  La  figure  ci-jointe  (p.  578) 
montre  que  cette  approximation  ne  peut  être  que  très  grossière;  aussi  la  valeur  de 
cfô 

R0  que  l’on  calcule  ainsi  :  R0  =  -y  =  8,09  s’écarte-t-elle  considérablement  de  la 
valeur  vraie  du  rayon  de  courbure  à  l’ordonnée  minimum. 
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Cela  veut  donc  dire  que  dans  un  espace  annulaire  dont  le 
rayon  extérieur  est  de  19cm75  et  le  rayon  intérieur  de  3cm82  un 
liquide  à  constante  capillaire  a  =  10  s’élèverait  de  4cm32  au-des¬ 


sus  d’une  surface  horizontale  indéfinie.  Ou  bien,  un  liquide  à 
constante  1  présenterait  une  ascension  capillaire  de  0cm432  dans 
un  espace  annulaire  dont  les  rayons  sont  de  19cm75  et  0cm382. 
Et  pour  un  liquide  à  constante  a  cette  ascension  serait  de  0,432  a 
entre  des  rayons  de  1,975  a  et  0,382  a. 
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Les  courbes  tracées  en  partant  du  même  y0  fictif  (=-=  5  centi¬ 
mètres),  mais  en  prenant  pour  l’une  x0  =  0,  pour  l’autre 
x0  =  10  centimètres,  et  analysées  dans  les  tableaux  I  de  cette 
note  et  de  la  précédente,  conduisent,  comme  on  voit,  au  même 
y0  réel.  Cela  n’est  pas  une  coïncidence  fortuite,  car  toutes  les 
autres  courbes  tracées  en  partant  du  même  y0  fictif  (x0  =  3,  5, 
7,  15,  -0  et  oo )  donnent  à  peu  près  exactement  le  même  y0  réel 
(æ0  =  oo  ,  par  exemple,  donna  y0=  4.35;  en  moyenne  y0=  4.33). 
Le  même  fait  se  présente  pour  d’autres  valeurs  de  y0  :  un  y0 
fictif  =  2.50  donna  en  moyenne  un  y0  réel  =1.75  et  un  y0 
fictif  =  7.1-4,  un  y0  réel  =  6.55.  Grâce  à  cette  circonstance,  le 
résultat  de  nos  constructions  peut  être  traduit  très  simplement 
par  un  tableau, dans  lequel  il  suffit  d’indiquer  pour  chaque  valeur 
de  y0  (réelle)  les  séries  de  valeurs  de  æ±  et  de  x2,  c’est-à-dire  des 
abscisses  minimum  et  maximum  de  chaque  courbe,  qui  sont  en 
même  temps  les  rayons  minimum  et  maximum  r2  de  l’espace 
annulaire  où  l’ascension  capillaire  du  liquide  à  constante  a  =  10 
est  égale  à  y0;  ces  séries  sont  données  dans  le  tableau  IL 


TABLEAU  II. 

Séries  de  valeurs  de  *4  et  de  x 2. 


2/0  = 

=  1,75 

2/o  = 

4,33 

2/o  = 

6,55 

,=  0 

*i=0,00 

;r2=20,10 

*i=0,00 

*2=13,50 

#1=0,00 

#2=10,80 

3 

(0,05) 

20,50 

(0,10) 

14,07 

(0,25) 

11,75 

5 

0,20 

21,10 

0,56 

15,55 

1,14 

13,00 

7 

0,59 

22,61 

1,64 

17,15 

2,52 

14,64 

10 

1,50 

25,22 

3,82 

19,75 

5,10 

17,36 

15 

4,70 

29,60 

8,00 

24,30 

9,85 

22,10 

20 

8,85 

34,20 

12,62 

29,10 

14,40 

26,94 

00 

■  *i)=  13,23 

V2  (#2  — 

r— 

CO 

J. 

3 

Ht  (#2  — 

#1)  =  6,30 
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J.-E.  Verschaffelt.  —  Détermination  de  l'ascension  capillaire,  etc. 


J’ajoute  encore,  dans  le  tableau  III,  bien  que  cela  n’ait  pas 
d’utilité  pratique,  les  valeurs  correspondantes  des  ordonnées 

*i  =  ÿi  — ÿo et  z2==^y2  —  yo 


TABLEAU  ITT. 

Séries  de  valeurs  de  zl  et  z2. 


2/o  =  f75 

2/o  —  4,33 

2/o  = 

6,55 

Æo  =  0 

=  0,00  z2  = 

10,00 

Zi  '=  0,00  z2  = 

8,88 

Zi  =  0,00 

z2  =  8,00 

3 

(0,40) 

10,00 

(0,70) 

8,77 

(1,00) 

7,60 

5 

1,20 

9,95 

1,71 

8,42 

1,94 

7,18 

7 

2,16 

9,86 

2,79 

8,17 

2,82 

6.89 

10 

3,42 

9,76 

3,83 

7,85 

3,46 

6  56 

15 

5,10 

9,40 

4.80 

7,50 

4,10 

6  30 

20 

6,33 

9,25 

5,32 

7,33 

4,54 

6,13 

o q 

8,41 

8,41 

6,53 

6,53 

5,40 

5,40 

Les  nombres  entre  parenthèses,  dans  les  tableaux  II  et  III,  ont 
été  obtenus  par  interpolation,  la  construction  donnant  pour  ces 
nombres  des  valeurs  trop  peu  certaines. 

Enfin,  au  moyen  du  tableau  II,  j’en  ai  construit  un  autre 
(tableau  IV),  à  deux  entrées,  faisant  connaître  les  valeurs  de  y0 
correspondant  à  divers  systèmes  de  valeurs  de  r1  et  de  r2,  c’est- 
à-dire  l’ascension  d’un  liquide,  à  constante  capillaire  a  =  10, 
dans  un  espace  annulaire  dont  les  rayons  intérieur  et  extérieur 
sont  r.i  et  r2.  Si  l’on  considère  les  nombres  de  ce  tableau  comme 
exprimés  en  miUimètres,  le  tableau  se  rapporte  à  la  constante 
capillaire  a=  i . 

Ce  tableau  est  suffisamment  étendu,  je  pense,  pour  qu’on 
puisse  aisément  réaliser,  dans  tous  les  cas,  des  conditions  expé¬ 
rimentales  dans  lesquelles  il  est  utilisable. 

Pour  finir,  je  voudrais  donner  un  exemple  d’utilisation  de  ce 
tableau.  Dans  mes  déterminations  de  tensions  superficielles  de 
gaz  liquéfiés  (*),  j’ai  observé,  pour  l’anhydride  carbonique  à 


(*)  Ver  si.  Kan.  Akad.  Amsterdam,  29  juin  1895.  Comm.  phys.  lab.  Leiden ,  n°  18. 
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TABLEAU  TV. 


Tableau  des  ascensions  capillaires. 


Xi  = 

o(*) 

i 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

1 1 

12 

,3  1 

1 

14 

15 

#2=10 

7,50 

« 

11 

6,30 

;  12 

5,45 

7,30 

13 

4,65 

6,45 

7,40 

14 

4,05 

5,70 

6,55 

7,50 

15 

3,50 

5,05 

5,85 

6,65 

7,55 

16 

3,05 

4,50 

5,20 

5,95 

6,75 

7,55 

17 

2,75 

3,95 

4,65 

5,35 

6,05 

6,75 

7,50 

18 

2,35 

3,50 

4,15 

4,75 

5,45 

6,05 

6,75 

7,50 

19 

2,05 

3,10 

3,75 

4,25 

4,85 

5,45 

6,10 

6,75 

7  50 

20 

1,80 

2,75 

3,35 

3,80 

4,30 

4,85 

5,45 

6,10 

6,75 

7,45 

21 

1,60 

2,40 

3,00 

3,45 

3,90 

4,35 

4,90 

5,45 

6,10 

6,70 

7,45 

22 

2,15 

2,70 

3,05 

3,50 

3,90 

4,40 

4,95 

5,50 

6,10 

6,70 

7,50 

23 

1,90 

2,40 

2,75 

3,15 

3,50 

395 

4,45 

4,95 

5,55 

6,05 

6,70 

7,55 

24 

1,75 

2,20 

2,50 

2,90 

3,20 

3,55 

4,00 

4,45 

5,00 

5,50 

6,05 

6,75 

7,55 

25 

1,65 

1,95 

2,25 

2,60 

2,90 

3,20 

3,60 

4,05 

4,50 

5,00 

5,50 

6,10 

6,80 

7,60 

!  26 

1,80 

2,05 

2,35 

2,60 

2,90 

3,25 

3,60 

4,05 

4,50 

5,00 

5,55 

620 

6,90 

27 

1,65 

1,85 

2,10 

2,35 

2,60 

2,90 

3,25 

3,65 

4,10 

4,50 

5,00 

5,60 

6,35 

7,00 

28 

1,70 

1,90 

210 

2,35 

2  60 

2,90 

3,30 

3,65 

4,10 

4  55 

5,05 

5,65 

6,35 

29 

1,70 

190 

2,15 

2,35 

2,60 

2,95 

3,30 

3,65 

4,10 

4,55 

5,10 

5,70 

30 

1,55 

1,75 

1,95 

2,15 

2,35 

2,65 

2,95 

3,30 

3,65 

4,10 

4,60 

5,15 

31 

1,65 

1,80 

1,95 

2,15 

2,35 

2,65 

2,95 

3,30 

3,65 

4,10 

4,65 

32 

1,65 

1,80 

1,95 

2,15 

2,40 

2,65 

2,95 

3,30 

3,70 

4,15 

33 

1,70 

1,80 

1,95 

2,15 

2  40 

2,65 

2,95 

34 

1,70 

1,80 

1,95 

2,20 

2,40 

35 

1,70 

1,80 

200 

(*)  Pour  montrer  la  concordance  avec  des  résultats  de  mesures  antérieures,  je  rappellerai  ici 
quelques  nombres  de  ma  communication  de  1912  : 


10,3 

10,92 

12,4 

15,3 

19,2 

21,9 

22,9 

13,2 

15,66 

19,8 

27,0 

47 

85 

89 

7,6 

6,38 

5,1 

3,7 

2,1 

1,2 

1,1. 

J.-E.  Verschaffelt.  —  Détermination  de  /’ ascension  capillaire ,  etc . 


—  24°3,  dans  un  tube  capillaire  de  0mm0873  de  rayon,  une 
ascension  de  21mm75  vis-à-vis  d’un  espace  annulaire  dont  les 
rayons  extérieur  et  intérieur  étaient  r2  —  3mm30  et  r1  =  t)mm52. 
De  la  hauteur  d’ascension  brute  on  déduit  comine  valeur 
approchée  de  la  constante  capillaire 

a  =\!%{VS  x  0,00873  =  0,138. 

Les  conditions  expérimentales  étaient  donc  semblables  à  celles 
qu’on  réaliserait  avec  un  liquide  de  constante  a  =  1,  en  prenant 
des  tubes  de  r2  -  ()3^  =  24mm0  et  r±  -  =  3m,n8  de  rayon  ; 

or,  d’après  le  tableau  IV,  ce  liquide  monte  dans  cet  espace 
annulaire  de  2mm85.  Pour  l’anhydride  carbonique  l’ascension 
capillaire  dans  l’espace  annulaire  était  donc  h±  =  ^,85  X  0,138 

—  0mm39.  Un  calcul  plus  approché,  fait  en  partant  de  la  hauteur 
d’ascension  corrigée  en  tenant  compte  de  cette  ascension  dans 
l’espace  annulaire,  ne  modifie  pratiquement  pas  ce  résultat,  car 
on  trouve  alors  a  =  0,139  et  h1  =  0mm40.  A  l’époque  où  ces 
mesures  furent  faites,  j’avais  évalué  cette  correction,  par  le 
procédé  qui  a  été  indiqué  plus  haut  (voir  note  2  au  bas  de  la 
page  577),  à  0mm59;  on  voit  donc  combien  cette  valeur  était  peu 
exacte. 

L’exactitude  du  tableau  IV  pourrait,  sans  doute,  être  notable¬ 
ment  augmentée,  en  refaisant  le  tracé  des  courbes  avec  des  arcs 
de  10°  et  en  corrigeant,  par  un  développement  en  série,  comme 
dans  la  note  précédente,  les  arcs  voisins  du  point  le  plus  bas. 
Mais  en  admettant  même  que  la  hauteur  d’ascension  dans  l’espace 
annulaire,  déterminée  comme  ci-dessus,  est  encore  entachée  d’une 
erreur  de  quelques  pour-cent,  sa  précision  est  néanmoins  suffi¬ 
sante  pour  déterminer  les  ascensions  capillaires  vraies  avec  une 
précision  qui  n’est  pas  inférieure  à  celle  avec  laquelle  on  peut 
déterminer  le  rayon  du  tube  capillaire  (l°/00  à  peu  près). 


582 


Gfométrie.  —  Un  problème  sur  les  quadrilatères  articulés, 

par  J.  NEUBEilG,  membre  de  l’Académie  (*}. 

Je  vais  reprendre,  avec  de  nouveaux  développements*,  une 
question  que  j’ai  traitée  dans  les  Handeiingen  van  het  Neder- 
landsch  Natuur-  en  Geneeskundig  Congres  te  Amsterdam ,  1895, 
p.  255,  à  savoir  : 

Trouver ,  sur  les  côtés  AB,  BG,  CD,  DA  d’un  quadrilatère 
articulé  ABGD  ou  sur  leurs  prolongements ,  quatre  points  X,  Y, 
Z,  U  qui  soient  concy cliques  dans  toutes  les  déformations  du 
quadrilatère. 


1 .  O  étant  le  centre  et  B  le  rayon  de  la  circonférence  XYZU, 


posons 

AB  =  «, 

BC  -  b, 

CD  =  c, 

"5S 

II 

< 

Ci 

OA  =  a, 

OB  =  fl, 

r — 

o 

O 

OD  =  8, 

XB 

BY 

ŸC  —  ^ 

CZ 

ZD  ~  V’ 

DU 

üÂ_p- 

En  appliquant  le  théorème  de 
OBC,  OCD,  ODA,  on  trouve 

Stewart  aux  triangles  OAB, 

(a2- 

-  R2)  +  MP2- 

■R2)=/“\ 

'  1  +  X 

(P2- 

R2)  +  ,“(f- 

R2)  =  ^  • 
J  1  +  p 

(f- 

-  R2)  +  v  (S2  — 

VC2 

B2)  =  , 

y  1  +  V 

(B2  —  R2)  +  p  (a2  —  R2)  =  • 


(*)  Indications  bibliographiques  :  Kempe,  Proceedings  of  the  London  Mathematical 
Society,  vol.  IX,  p.  39;  Darboux,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astro¬ 
nomiques,  2e  série,  t.  III,  1879,  pp.  64,  144,  151;  Burmester,  Zeitschrift  fur 
Mathematik  und  Physik,  t.  XXXVIII,  1893. 


1921.  SCIENCES. 
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J.  Neuberg.  —  Un  problème  sur  les  quadrilatères  articulés. 


Si  l’on  ajoute  à  la  première  de  ces  équations  les  trois  autres 
multipliées  respectivement  par  —  X,  Xp.,  —  X[av,  il  vient 


la2 

(a2  —  R2)  (\  —  Xfj.vp)  =  -j-p ^  ■ 


X  p.  b2  Xpivc2 


X  p.  v  p  d2 


1  +  p-  '  1  +v  1  +  P 
Pour  que  cette  relation  ait  lieu  pour  une  infinité  de  valeurs 
de  la  quantité  a2  —  R2,  on  doit  avoir 
(1)  Xfxvp  =  l, 


(2) 


la2 


~kp.b2 


+ 


Kp.vcz 


d2 


=  0 . 


1  +  X  l  +  pi'l  +  v  1  +  p 

Soient  T  et  T'  les  points  où  les  droites  XY  et  ZU  coupent  la 
diagonale  AC.  Des  égalités 

1  TC  4  VA  ,  V 

À^TA  =  1,  ypVC^'[’  X^VP  =  1 


on  conclut  que  T  et  T'  se  confondent.  Par  analogie  les  droites 
YZ  et  UX  se  rencontrent  sur  la  diagonale  BD. 

La  relation  TX .  TY  —  TZ  .  TU  donne  le  moyen  de  déterminer 
les  points  U  et  Z  quand  on  donne  les  points  X  et  Y.  En  effet, 
si  l’on  transforme  la  droite  AD  par  rayons  vecteurs  réciproques 
en  prenant  pour  pôle  d’inversion  le  point  T  et  pour  puissance 
TX.TY,  la  transformée  coupera  la  droite  CD  en  deux  points  Z 
et  Z±  que  l’on  joindra  au  point  T. 


2.  On  satisfait  à  l’équation  (1)  en  supposant  Xv  =  p.p  =  U 
Alors  les  côtés  AB  et  DC  sont  divisés  dans  le  rapport  X  :  \  en 
X  et  Z,  et  les  côtés  BC  et  DA  dans  le  rapport  pi  :  1  en  Y  et  U. 
D’après  un  théorème  connu,  les  droites  XZ  et  YU  se  coupent 
en  un  point  w  tel  que 

Xw  BY  Uw  AX 

^  wZ  ~  ŸC  ~  wŸ  ~  XB  _ 


Une  solution  de  notre  problème  peut  se  déduire  de  l’égalité 
(4)  wX  .  «Z  =  toY  .  uU  ; 

j’y  reviendrai  dans  la  suite. 
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Je  Neuberg.  —  Un  problème  sur  les  quadrilatères  articulés . 


L’équation  (2),  après  le  remplacement  de  v  par  ^  et  de 
p  par  j! ,  devient  successivement 


(S) 

la 2 

i+l 

1  +  1* 

>|AC2 

1  +X 

■,x  -»• 

1  +  |* 

m' 

y + k)  = 

X+' 

:  +  U2)  =  0, 

(6) 

KX 

a2  +  pc2^  = 

H) 

(d2  +  Ib2^  : 

(7) 

a2  +  c2 

a2 

;  +  -  +  K 

i  * 

a 2  , 

=  i2  +  d2  +  y  +  )+2. 

3. 

L’égalité  (5) 

suggère  la 

solution 

a2 

(A  b2 

Xc2 

d2 

i+. 

X  1  +  p- 

i+; 

K  1  +ja’ 

d’où 

l’on  tire 

^ 

il 

Xp  = 

a2# 

"  «X 

X  = 

d2(b2  —  a2) 
è2(c2  — #)’ 

a2(c2  —  d2) 
e2(è2  —  a2)  ’ 

Une  autre  solution  de  (5)  résulte  de 


elle  donne 


\xd2 

b2 

C2 

■  i+i*’ 

i+i* 

1  +  v 

x  ^ 

c2d2 

1* 

_  a?b2' 

d2(ô2  —  c2) 

c2(a2 

—  d2) 

b2  (a2  —  d2)’ 

P  ~  a2  (b2 

-c2)' 

Ces  deux  solutions  ne  sont  pas  essentiellement  différentes. 
Le  cas  où  deux  côtés  consécutifs  du  quadrilatère  ABCD  sont 
égaux  est  à  écarter  ici,  car  il  fait  coïncider  deux  sommets  con¬ 
sécutifs  du  quadrilatère  XYZU  avec  un  sommet  de  ABCD. 
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./.  Neuberg.  —  Un  problème  sur  les  quadrilatères  articulés. 


4.  L’équation  (6)  étant  véritiée  par 


a2 

c2 


les  quatre  points  qui  divisent  les  côtés  d’un  quadrilatère  articulé 
soustr activement  dans  le  rapport  des  cannés  des  côtés  adjacents 
sont  concycliques  dans  toutes  les  déformations  du  quadrilatère. 

5.  En  égalant  les  deux  membres  de  (7)  à  une  même  indéter¬ 
minée  /,  on  obtient 


c2  [X2  —  (f—  a2  —  c2)  [Ji  +  a2  ==  0, 
à2X2  —  (/—  b 2  —  d2)X  +  d2  =  0. 


Soient  ^  et  p.2,  \  et  12  les  racines  des  équations  (8)  ;  pour 
qu’elles  soient  réelles,  on  doit  avoir 

(f —  a2  —  c2)2  —  4a2c2  >0,  (f—  ¥  —  d2)2  —  4M2  >  0. 

Les  premiers  membres  de  ces  inégalités  s’annulent  respec¬ 
tivement  pour  f  ===  (a  —  c Y  ou  (a  -f-  c)2,  f  =  (b  —  d)2  ou 
( b  -f-  d)2;  on  conclut  de  là  que  les  racines  des  deux  équations  (8) 
sont  réelles  si  la  quantité  f  est  inferieure  à  la  plus  petite  des 
quantités  (a  —  c)2  et  ( b  —  d)2,  ou  supérieure  à  la  plus  grande 
des  quantités  (a  -f-  c)2  et  (b  -f-  d)2. 

Les  équations  (8)  donnent 


Appelons  E  et  E\  F  et  F',  G  et  G',  H  et  H'  les  points  qui 
divisent  les  côtés  AB,  BC,  DC,  AD  harmoniquement  dans  le 
rapport  des  côtés  adjacents.  Il  résulte  des  formules  (9)  qu'à 
chaque  valeur  de  f  correspondent  deux  points  Y1  et  Y2  qui 
divisent  harmoniquement  le  segment  FF',  et  deux  points  X1etX2 
qui  divisent  harmoniquement  le  segment  EE\  Si  XA  et  Y1  sont 
une  solution  de  notre  problème,  X1  et  Y2,  X2  et  Y1?  X2  et  Y2 
en  sont  également  des  solutions. 
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J.  Neuberg.  —  Un  problème  sur  les  quadrilatères  articulés. 


6.  Soit  ABCD  un  quadrilatère  convexe  circonscriptible  à  une 
circonférence.  Si  l’on  soustrait  de  (7)  l’égalité  [a-\-c)2  =  (b-\-d)2, 
on  obtient 

(rp  —  a)2  (bl  —  d )2 

p.  X 

De  la  solution  cp.  —  a  =  0,  bk  —  d  =  0  on  conclut  que  les 
points  E,  F,  G,  H  sont  concy cliques. 

Dans  un  quadrilatère  croisé  circonscriptible  on  a  ( a  —  c)2 
=  (b  — d)2;  l’équation  (7)  donne  alors 

(cp.  +  a)2  (bl  +  d)2 
p.  X 

et  l’on  voit  que  les  points  E',  F',  G',  H'  sont  concy  clique  s . 


7.  Si  a2 c2  =  b2 -\- d2 ,  les  diagonales  AC  et  BD  sont 
toujours  rectangulaires  et  le  quadrilatère  ABCD  est  dit  ortho- 
diagonal.  L’équation  (7)  se  réduit  à 


(10) 


a2 

~+é *p. 
P 


elle  admet  les  solutions 


d2  ,  -v 

I+W; 


Soient  A',  B',  C',  D'  les  milieux  des  côtés  AB,  BC,  CD, 
DA  ;  M  et  M',  P  et  P'  les  points  qui  divisent  les  côtés  AB  et  DC 
harmoniquement  dans  le  rapport  des  carrés  des  côtés  adjacents  ; 
N  et  N',  Q  et  Q'  les  points  analogues  des  côtés  BC  et  AD.  Les 
solutions  (11)  montrent  que  les  quadruples 

A'B'C'D',  A'iNC'Q,  B'PD'M,  MNPQ 
sont  concycliques . 
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A  toute  solution  (X,  p.)  de  (10)  correspond  la  solution 
( —  X,  —  p)  ;  par  conséquent,  si  les  points  X,  Y,  Z,  U  résolvent 
notre  problème,  il  en  est  de  même  de  leurs  conjugués  harmo¬ 
niques  par  rapport  aux  couples  de  points  ÂB,  BG,  CD,  DA. 

8.  Revenons  maintenant  à  la  relation  (-4),  qu’au  moyen  des 
égalités  (3)  on  peut  transformer  en 


P#2  \y2 


(12) 


(1  +  p)2  (1  +  X)2’ 


x  et  y  désignant  les  longueurs  XZ  et  YU. 


Après  avoir  construit  le  parallélogramme  DCBK,  menons  les 
parallèles  XI  à  BK  et  UJ  à  DX,  terminées  en  1  et  J  à  la  droite 
AK.  Des  proportions 


XI  AX  _  ÜZ  UJ  _  AU  _  BY 

bk  =  âb~dc  m~âd  =  bc 


on  conclut  que  XI  =  DZ  et  UJ  =  BY  ;  donc  les  droites  XZ  et 
ID,  UY  et  JB  sont  équipollentes. 

Le  théorème  de  Stewart,  appliqué  aux  triangles  DAK  et  BAK, 
donne 


fl  3) 


d2  +  \b2  =  (i  +  X)æ2  + 


(14) 


+  p)jf  +  , 

1  — J—  P 


où  k  représente  la  longueur  AK. 
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A.  —  Supposons  le  quadrilatère  ÀBCD  convexe  etcirconscrip- 
tible  à  un  cercle.  En  remplaçant  dans  les  trois  dernières  égalités 

•s  d  ,  a2  . 

\  par  ^  et  p  par  on  trouve 


(15)  acx2=bdy 2, 


(16) 


bd  =  x2  + 


bdk2 

(è  +  df 


ac  =  y2  + 


ack 2 

(a  +  c)2’ 


Comme  a  -f-  c  =  b  +  d,  les  équations  (16)  donnent  ~  =8 
Donc  l’équation  (15)  étant  vérifiée,  les  points  E,  F,  G,  H  sont 
concycliques. 

On  démontrerait  de  même  que  dans  un  quadrilatère  croisé  et 
circonscriptible  les  points  E',  F',  G',  H'  appartiennent  toujours 
à  une  même  circonférence. 

B.  —  Si  le  quadrilatère  ÀBCD  est  orthodiagonal,  les  égalités 
(12),  (13)  et  (14),  pour  =  et  p  deviennent 


acx  =  bdy , 

b2d2b2 

[  2«2  =  (b2  +  d2)x2  +  - - — , 

(,7)  ) 

'  i  n2r2lt2 

%a2b2  =  ( b 2  +  d2)y2  +  — —  • 
b2  -f  d2 

De  (17)  on  conclut  :  =  011  acx==  bdij',  donc  les 

points  M,  N,  P,  Q  sont  concycliques. 

C.  —  Dans  le  cas  où  les  points  X,  Y,  Z,  U  coïncident  respec¬ 
tivement  avec  M,  B',  P,  D',  on  a  p=  l,  et  les 

égalités  (12),  (13)  et  (14)  deviennent 


(18) 


1  bdy 

2  X  8=3  b2  -f  d2 

h2d2k2 

%b2d2  =  (b2  +  d2)x2  +  — — 
J  b2  +  d2 

b2  +  d2  =  %y2  -f-  i  k2. 


En  éliminant  k 2  on  tombe  sur  l’équation  (18);  donc  les 
points  M,  B',  P,  D'  sont  concycliques. 
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Physique.  -  Sur  la  réduction  des  oxydes  métalliques 
par  l’effluve  électrique. 

(Cinquième  communication), 
par  Alex,  de  HEMPTINNE. 

Les  déterminations  quantitatives  qui  ont  fait  l’objet  des 
recherches  précédentes  ont  été  limitées  à  la  mesure  du  volume 
de  l’hydrogène  disparu  en  relation  avec  les  coulombs  utilisés. 
Le  phénomène  de  réduction  doit  aussi  être  accompagné  d’une 
perte  de  poids  de  l’oxyde  métallique;  c’est  de  cet  effet  que  nous 
nous  proposons  de  déterminer  la  grandeur. 

Les  appareils  employés  précédemment  n’ont  plus  été  utilisa¬ 
bles;  ils  étaient  conçus,  en  effet,  de  manière  à  opérer  avec  le  plus 
petit  volume  possible,  de  telle  sorte  qu’une  disparition  très 
minime  de  gaz  pût  se  constater  au  moyen  de  la  jauge  de  Mac 
Leod;  on  pouvait  réduire  ainsi  la  durée  de  l’action  du  courant 
et  éviter  une  altération  notable  de  la  surface  active  de  la 
substance  soumise  à  l’action  de  l'effluve.  Aussi  longtemps 
qu’on  se  borne  à  des  mesures  de  variation  de  volume,  on  peut 
déterminer  avec  une  grande  précision  la  disparition  de  minimes 
quantités  de  matière;  du  moment  qu’il  s’agit  d’effectuer  des 
pesées,  la  balance  étant  un  instrument  relativement  grossier,  on 
se  voit  obligé  de  prolonger  l’action  du  courant,  de  manière  à 
obtenir  un  effet  suffisant  pour  réduire  le  poids  de  l’oxyde  métal¬ 
lique  de  plusieurs  milligrammes.  Ceci  correspond  nécessaire¬ 
ment  à  une  disparition  notable  d’hydrogène,  et  afin  d’éviter  une 
variation  trop  considérable  de  la  pression  du  gaz  pendant  la 
durée  de  l’expérience,  il  a  été  nécessaire  d’opérer  avec  un  appa¬ 
reil  de  dimensions  relativement  grandes.  Celui-ci  se  composait 
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d’une  cloche  en  verre  C  (fig.  1)  de  11,067  centimètres  cubes  de 
volume,  soigneusement  rodée,  munie  de  tubulures;  elle  était 
reliée  à  une  jauge  de  Mac  Leod  J.  et,  par  le  tube  T,  à  une  pompe 
à  faire  le  vide  et  au  réservoir  d’hydrogène  G.  La  cloche  conte¬ 
nait  deux  électrodes  métalliques  A  et  B  de  9  X  12qm5  placées  à 
40  millimètres  de  distance. 


1 

G 


L’électrode  supérieure  était  formée  par  une  plaque  de  cuivre 
très  mince  soigneusement  nettoyée;  l’électrode  inférieure  par 
une  plaque  en  aluminium  recouverte  d’une  couche  uniforme  et 
mince  de  bioxyde  de  plomb,  finement  pulvérisé  La  face  supé¬ 
rieure  de  l’électrode  A  et  la  face  inférieure  de  l’électrode  B  étaient 
garnies  d’une  feuille  en  mica,  afin  de  réduire  au  minimum  les 
pertes  de  courant. 

La  cloche  contenait  encore  un  récipient  avec  de  l’anhydride 
phosphorique  et  une  plaque  témoin  D  semblable  à  l’électrode  B; 
elle  servait  à  contrôler  si  la  substance  mise  en  expérience  ne 
subissait  pas  de  variations  très  sensibles  de  poids  par  suite  d’un 
séjour  prolongé  dans  une  atmosphère  raréfiée  et  sèche.  Dans  le 
circuit,  constitué  par  les  électrodes  et  une  batterie  d’accumula- 
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teurs,  se  trouvait  un  milliampèremètre  et  un  voltamètre.  Tl  est 
impossible  de  se  débarrasser  complètement  de  l’air  adhérent  à  la 
poudre  et  aux  différentes  parties  de  l’appareil;  cependant  les 
erreurs  qui  pourraient  résulter  de  ce  chef  furent  négligeables, 
car  avant  l’introduction  de  l’hydrogène  le  plus  grand  vide 
possible  fut  maintenu  pendant  vingt-quatre  heures. 

Electrode  inférieure  négative. 

Intensité  du  courant  de  3. 1 0_3ampères,  pression  initiale  0mm929; 
après  120',  par  suite  du  phénomène  de  réduction  et  absorption 
par  l’anhydride  phosphorique  de  l’eau  formée,  la  pression  a  été 
réduite  à  0mm376;  elle  fut  ramenée  au  voisinage  de  la  pression 
initiale  par  une  manœuvre  appropriée  des  robinets  R  et  R'. 
L’action  de  l’effluve  fut  encore  prolongée  pendant  285  minutes; 
pendant  cet  intervalle  de  temps  il  fut  nécessaire  d’introduire 
deux  fois  de  l’hydrogène,  il  y  eut  au  total  Î9CC5  absorbés,  ce 
volume  calculé  à  0°,  ce  qui  devait  correspondre  à  9CC75  d’oxy¬ 
gène  combiné,  soit  une  perte  de  poids  de  13mgr58  du  bioxyde  de 
plomb. 

L’électrode  inférieure  pesait  avant  l’expérience  .  .  20sr9055 

Id.  après  id.  .  20sr8917 

Os r 0138 

La  différence  entre  la  quantité  calculée  et  celle  trouvée  est 
moindre  que  les  erreurs  d’expérience. 

IL  —  Electrode  inférieure  positive. 

Intensité  du  courant  3.10“ 3  ampères,  pression  initiale  lmm02; 
après  130'  elle  fut  réduite  à  0mm73;  la  durée  totale  de  l’expérience 
fut  de  345';  pendant  cet  intervalle  de  temps,  de  l’hydrogène  fut 
introduit  à  différentes  reprises  dans  l’appareil.  Il  y  eut  10cc34 
de  gaz  absorbés,  ce  qui  devait  correspondre  à  5CC 1 7  de  02  et  une 
perte  en  poids  de  7mgr39  de  bioxyde  de  plomb. 

L’électrode  inférieure  pesait  avant  l’expérience  .  .  .  21  er  1546 

Id.  après  id.  ....  21sr1474 

0sr0072 
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Un  grand  nombre  d’expériences  ont  confirmé  l’exactitude  de 
ces  résultats;  parfois  l’électrode  supérieure  a  perdu  légèrement 
en  poids;  on  sait  que,  même  avec  un  courant  très  faible,  il  peut 
y  avoir  une  légère  pulvérisation  de  la  cathode;  on  peut  supposer 
qu’il  y  a  alors  transport  de  matière  de  l’électrode  supérieure  sur 
l’électrode  inférieure,  et  de  fait,  en  faisant  la  correction  on  arrive 
à  une  concordance  remarquable.  La  différence  est  aussi  infé¬ 
rieure  aux  erreurs  d’expériences.  Dans  les  deux  expériences  pré¬ 
cédentes  le  bioxyde  de  plomb  pulvérulent,  dont  l’aspect  était 
brun  foncé,  devient  noirâtre  à  sa  surface;  un  examen  sommaire 
démontre  qu’il  ne  se  formait  pas  de  plomb  métallique. 

La  poudre  noirâtre  est  probablement  du  sous-oxyde  de 
plomb  Pb20.  Cette  hypothèse  semble  confirmée  par  l’augmen¬ 
tation  lente  et  graduelle  du  poids  de  l’électrode  exposée  à  l’air 
libre;  en  même  temps  sa  teinte  redevient  brunâtre  et  même 
légèrement  plus  pâle  qu’auparavant.  Ces  phénomènes  sont,  selon 
toute  probabilité,  dus  à  la  formation  d’hydroxyde  de  plomb  aux 
dépens  du  sous-oxyde.  Si  l’on  cherche  à  se  rendre  compte  de 
la  relation  qui  existe  entre  le  nombre  de  molécules  d’hydrogène 
combinées  et  les  coulombs  utilisés,  comme  nous  l’avons  fait  dans 
les  recherches  précédentes  (A),  on  trouve,  dans  le  cas  de  l’expé¬ 
rience  ï,  ^  =  1.54  pour  la  première  période  de  120'  et 
pour  l’expérience  II,  ^  =0.7  pour  la  première  période  de 
130';  nous  avions  trouvé  antérieurement  1.5  et  0.78.  Si  au 
point  de  vue  de  la  nature  du  produit  obtenu  les-  particules 
positives  agissent  de  la  même  manière  que  les  particules 
négatives  dans  le  phénomène  de  réduction,  l’activité  des 
unes  est,  comme  nous  l’avons  toujours  constaté,  double  de 
celle  des  autres. 

Il  semble  que  deux  électrons  sont  nécessaires  pour  libérer  un 
atome  d’oxygène  lorsqu’un  ion  réalise  cette  opération.  Les  pre¬ 
miers  saturent  sans  doute  de  leur  charge  négative  les  deux  ato- 


(!)  Bull .  de  V Acad.  roy.  de  Belgique ,  1921,  p.  458. 
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unicités  du  métal  qui  fixent  un  atome  d’oxygène;  les  seconds 
s’emparent  directement  de  l’atome  d’oxygène. 

Les  substances  sur  lesquelles  on  peut  déterminer  avec  exacti¬ 
tude  la  perte  de  poids  par  suite  du  phénomène  de  réduction  sont 
peu  nombreuses  :  jusqu’à  présent  nous  n’avons  trouvé  que  le 
bioxyde  de  plomb  qui  se  prête  bien  à  ce  genre  de  recherches; 
une  des  conditions  essentielles,  en  effet,  est  qu’il  n’v  ait  pas  de 
perte  de  poids  par  suite  de  projection  de  la  poudre  lors  du  pas¬ 
sage  de  l’effluve.  Nous  avons  pu  nous  assurer  qu'il  en  était  ainsi, 
en  mettant  une  feuille  de  papier  blanc  au-dessous  de  l’électrode; 
malheureusement  les  autres  oxydes,  tels  que  ceux  du  fer,  du 
cuivre,  du  mercure,  donnent  de  légères  projections  de  substances, 
ce  qui  les  rend  difficilement  employables,  surtout  avec  le  courant 
continu,  pour  lequel  on  est  toujours  plus  exposé  à  des  projec¬ 
tions.  Celles-ci  semblent,  en  effet,  dépendre  principalement  de 
la  résistance  électrique  des  composés,  qui  est  atténuée  pour  le 
courant  alternatif.  Le  bioxyde  de  manganèse,  qui  conduit  assez 
bien,  comme  le  bioxyde  de  plomb,  se  comporte  à  première  vue 
favorablement;  cependant  il  est  inutilisable  pour  des  expériences 
de  longue  durée  :  nous  avons  constaté,  en  effet,  que  cette 
substance  se  laisse  réduire  sans  autre  intervention;  ce  phéno¬ 
mène  est  très  lent,  sans  doute,  mais  son  existence  est  une  source 
d’erreurs. 


Azote. 

Nous  avons  cru  intéressant  de  soumettre  le  bioxyde  de  plomb 
à  l’action  de  l'effluve  réalisée  dans  les  mêmes  conditions  que 
précédemment,  mais  dans  une  atmosphère  d’azote.  A  première 
vue  un  résultat  positif  n’est  pas  exclu,  puisque  l’étincelle 
combine  l’oxygène  et  l’azote  et  que,  d’autre  part,  les  électrons 
semblent  libérer  l’oxygène.  La  cloche  contenait  des  bâtons  de 
potasse  caustique  et  de  l’anhydride  phosphorique.  Une  action 
prolongée  de  l’effluve  pendant  540'  n’a  donné  aucun  résultat 
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tant  pour  l’action  des  ions  que  pour  celle  des  électrons. 
L’aspect  du  bioxyde  de  plomb  est  resté  le  même  et  le  poids  de 
l’électrode  n’a  pas  varié.  Il  y  a  eu  cependant  une  diminution  de 
volume,  mais  elle  est  attribuable  à  la  formation  d’ammoniaque. 
Ce  gaz  s’est  formé  par  l’action  de  l’azote  sur  des  traces  de 
vapeur  provenant  de  la  graisse  des  robinets  et  d’autres  parties 
de  l’appareil  ;  il  a  été  fixé  par  l’acide  phosphorique  et  nous  avons 
pu  en  déceler  des  quantités  très  appréciables. 

Oxyde  de  carbone. 

Nous  avons  déjà  signalé  l’action  réductrice  de  l’oyxde  de  car¬ 
bone,  mais  en  même  temps  la  difficulté  d’obtenir  des  résultats 
exacts,  à  cause  de  la  condensation  de  ce  gaz  par  l’effluve.  11  nous 
a  semblé  cependant  intéressant  de  faire  quelques  recherches  sur 
ce  gaz.  La  cloche  contenait  de  l’acide  phosphorique  et  de  la 
potasse  caustique  en  morceaux.  Pression  initiale  du  gaz  0,811. 
Après  120'  il  a  été  nécessaire  d’ajouter  du  gaz;  l’expérience 
a  été  prolongée  pendant  270'. 

L’électrode  pesait  avant  l’expérience  .  20sr7404 

Id.  après  id.  .  .  20sr7429 

0^0025 

Il  y  a  eu  augmentation  de  poids  au  lieu  d’une  diminution; 
cependant  la  surface  du  bioxyde  de  plomb  était  devenue  noirâtre, 
ce  qui  dénote  un  effet  de  réduction.  La  perte  en  poids  due  à  cet 
effet  est  probablement  masquée  par  la  formation  d’une  quantité 
notable  de  sous-oxyde  de  carbone.  Berthelot  a  signalé  depuis 
longtemps  déjà  la  formation  d’un  produit  brunâtre  pulvérulent 
par  l’action  de  l’effluve  sur  l’oxyde  de  carbone;  nous  avons 
constaté  la  présence  d’une  matière  pulvérulente  correspondant  à 
cet  aspect  et  fixée  sur  l’électrode  supérieure  ;  sans  aucun  doute 
il  y  a  eu  un  dépôt  abondant  sur  l’électrode  inférieure,  mais 
l’aspect  même  de  ce  produit  pulvérulent  se  rapproche  trop  de 
celui  du  bioxyde  de  plomb  pour  être  constaté  à  la  vue. 
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Géométrie.  —  Sur  une  congruence  linéaire 
de  cubiques  gauches, 

par  Lucien  GODEAUX,  professeur  à  l’École  militaire  (*). 


Nous  nous  proposons  de  revenir,  dans  cette  note,  sur  une 
congruence  linéaire  de  cubiques  gauches  que  noos  avons  ren¬ 
contrée  il  y  a  quelques  années  (**).  Il  s’agit  de  la  congruence 
engendrée  par  les  intersections  variables  des  quadriques  et  des 
surfaces  cubiques  de  deux  réseaux  projectifs,  ces  surfaces  ayant 
en  commun  une  cubique  gauche  fixe  C3.  Nous  montrerons  que 
cette  congruence  est  de  classe  six  et  qu’elle  est  le  lieu  des 
cubiques  gauches  s’appuyant  en  cinq  points  sur  la  cubique  C3 
et  sur  une  courbe  gauche  Cî0,  d’ordre  10  et  de  genre  0, 
s’appuyant  elle-même  en  15  points  sur  C3.  Nous  considérons 
également  la  représentation  de  la  congruence  par  une  matrice 
à  six  éléments,  suivant  les  méthodes  de  M.  Stuyvaert  (***).  Les 
équations  de  la  congruence  sont 


«1  a'œ  +  *2ax  *J>'œ  +  4-  <*14  +  +  v-ï^fx  +  Vsfx 

+  a 3ax  ajbï  4-  a zbx  a \c”  +  a \fx  +  /*"  +  oqa 2d'x  +  a2a 3dx 


=  0. 


Un  cas  particulier  intéressant  est  fourni  par  la  considéra¬ 
tion  d’un  réseau  de  surfaces  cubiques  passant,  non  seulement 
par  la  cubique  gauche  C3,  mais,  de  plus,  par  une  bisécante  de 


(*)  Présenté  par  M.  Stuyvaert. 

(**)  Détermination  des  congruences  linéaires  de  cubiques  gauches  s'appuyant  en 
cinq  points  sur  une  cubique  gauche  fixe.  (Rend.  Circ.  Malem.  Palermo,  1911,  XXXII.) 

(***)  Consulter  notamment  :  Cinq  études  de  Géométrie  analytique.  (Mém.  Soc.  roy. 
Sc.  Liège,  1907.)  —  Congruences  de  cubiques  gauches.  (Mém.  in-8°  Acad.  roy.  de 
Belg.,  1920.)  —  Algèbre  à  deux  dimensions.  Gand,  Yan  Kysselberghe  et  Rombaut, 
1920.) 
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cette  courbe.  La  congruence  obtenue  est  représentée  par  les 
équations 


+  Vx  *J>'x  +  <k'  C'cc  +  +  «3  f'x 

Wœ  +  X&x  *J>x  +  CL3bx  CtiCx  +  «Æ  +  O-zf'x 


=  0, 


c’est-à-dire  par  une  matrice  dont  les  éléments  sont  linéaires 
par  rapport  aux  paramètres  (oq,  a2,  a3).  Cette  représentation 
est  nouvelle. 


1 .  —  Soit  2  la  congruence  de  cubiques  gauches  représentée 
par  les  équations 

+  «2fl*  ai b'x  +  «2è «  a \c'x  -j-  a! dx  +  a p.2d'x  +  a &/x  4-  a2a =  Q  ^ 
Wx  4-  Wx  rj^'x  4-  *\c'x  4-  <4fx  4-  «1^3 fx  4-  4-  ^dx 


Cette  congruence  est  linéaire.  Pour  le  prouver,  il  faut 
montrer  que  les  équations  (IJ,  où  les  x  sont  fixes,  admettent 
une  seule  solution  (oq,  a2,  a3).  Interprétons  ces  quantités 
comme  coordonnées  homogènes  d’un  plan  (a).  Le  déterminant 
formé  avec  les  deux  premières  colonnes  de  la  matrice  (1) 
représente,  dans  le  plan  (a),  une  conique  dégénérée  en  deux 
droites,  oq  =  0  et 


-  a3 


flx  bx 


fl x  bx 
ax  bx 


m  o. 


(2) 


Le  déterminant  formé  par  les  deux  dernières  colonnes  repré¬ 
sente  une  cubique  dégénérée  en  la  droite  oq  =  0  et  la  conique 


«i  hx  ct2dx  4-  a 3fx 

a2  bx  &-\Cx  4~  4~  a3 fx 

—  a3  K  a ,dc"  4-  M*  4-  *3tx 


(3) 


La  droite  (2)  et  la  conique  (3)  ont  en  commun  deux  points, 
dont  l’un,  situé  à  l’intersection  des  droites 

*J>'a  4-  *J)X  =  0,  a  J)”  +  a  3bx  =  0 , 
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est  une  solution  étrangère.  Les  coordonnées  de  l’autre  point 
sont  données  par  les  équations 


^1  Q X  &x  ^2 “h  ^'âfx 

a2  ^X  ^X  H-  a2^£C  “1“  a3 f X 

a3  Q X  ^X  +  Cf2^X  H~  ^dfx 


(4) 


Ces  coordonnées  sont  donc  proportionnelles  à  des  fonctions 
rationnelles  et  entières  des  x.  Donc,  par  un  point  de  l’espace 
passe  une  seule  cubique  de  la  congruence  2,  et  celle-ci  est  donc 
linéaire. 


2.  —  La  cubique  gauche  représentée  par  les  équations  (1) 
est  située  sur  la  quadrique  (2).  Elle  est,  de  plus,  située  sur  la 
surface  cubique 


flx  bx 

V-i^X  “f"  aiè-35  H“  V-Z^x 

K&x  +  ^x  a^  +  a  3bx 


^dx  +  a3  fx 

cl\c’x  +  a| dæ  +  CL^d'x  H-  a4a3 f'x  +  a2a 3fx 
*Yx  +  4fx  +  v-^sfx  H-  aia2^  +  wL 


=  0. 


En  soustrayant  successivement  de  la  deuxième  et  de  la  troi¬ 
sième  ligne  la  première  multipliée  par  a2  ou  a3  dans  le  détermi¬ 
nant  précédent,  l’équation  de  cette  surface  cubique  s’écrit 


A X  ^x  ^2-dx  "f-  V-zfx 

A x  bæ  &é‘x  H"  ^lAx  +  a3 fx 

&X  &X  V-l^X  H~  x  -f-  V-zf x 


=  0. 


(S) 


La  courbe  générique  de  la  congruence  2  forme  donc,  avec 
la  cubique  gauche  C3,  d’équations 


flx 

A X  A X 

bx 

bx  bx 

(6) 


l’intersection  des  surfaces  (2)  et  (5).  En  d’autres  termes,  les 
équations  de  la  cubique  générique  de  2  peuvent  s’écrire  sous 
la  forme  (4). 

Lorsque  oq,  a2  et  a3  varient,  les  surfaces  (2)  et  (5)  engendrent 
deux  réseaux  projectifs;  par  conséquent,  la  congruence  2  est  le 
lieu  dès  intersections  variables  des  quadriques  et  des  surfaces 
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cubiques  de  deux  réseaux  projectifs,  ces  surfaces  passant  toutes 
par  une  cubique  gauche  fixe  C3. 


3.  —  Nous  allons  montrer  que  la  congruence  2  est  la  plus 
générale  obtenue  par  ce  procédé.  A  cet  effet,  considérons  le 
réseau  de'quadriques 


ax  bx 

a  'x  K 
bx 


HO. 


Un  réseau  projectif  à  celui-ci,  formé  par  des  surfaces  cubiques 
passant  par  C3,  peut  s’écrire 


^X  b X  V-iÇx  “I-  ^2^X  “1“  ^3 fx 

ax  bx  +  a2  d'x  +  a3  fx 

a'x  K  *\.C  +  +  a3  fx 


=  0. 


Les  équations  de  la  cubique  gauche  qui,  avec  C3,  forment 
l’intersection  de  deux  surfaces  correspondantes  de  ces  deux 
réseaux,  sont 


ai  ax 

K 

ZlCx  +  M«  +  Mo* 

—  a2  °4 

K 

«i  <4  +  Mi  +  Mi 

a3  a'x 

K 

ai«i  +  Mi  +  Mi 

Ces  équations  peuvent  s’écrire  sous  la  forme 

ai  ax  bx  ^]TX  -f-  a2 ^oc  +  a3 fx 

0  cL.a'x  -f  a 2ax  oi.ibx  +  a 2bx  ^(^4  +  a 2dx  +  a3f'x)  +  a2(aic»  +  a 2dx  -f  a 3fx) 

0  a  +  a  3ax  ajb”  +  a3  bx  aA(a  Jx  +  a  2dx  +  a  3f'x)  +  a3(a1ra;  +  ct2dx  +  cc3fx) 

ou  encore 

+  Wx  +  a  a \cx  +  al  dx  +  a.a. 2(dx  +  Cx)  +  a  :±cc3fx  -f  a  2cc3fx 

aifl£c  +  a3a «  ccj)x  +  Cf.3bx  cl\cx  +  <4fæ  +  oqag  (fi.  +  cx)  +  aAa2rf”  +  a2a  3dx 

Si  l’on  compare  ces  équations  aux  équations  (1),  on  voit 
qu’elles  ne  diffèrent  que  par  les  coefficients  de  a ta2  et  aAa3  dans 
la  dernière  colonne.  On  passerait  des  unes  aux  autres  en  écri¬ 
vant  dx  au  lieu  de  d'x  cx  et  fx  au  lieu  de  fx  -f-  cx .  On  en 


1921.  SCIENCES. 


599 


39 


L.  Godeaux.  —  Sur  une  congruence  linéaire  de  cubiques  gauches. 


conclut  que  l’on  peut  toujours  choisir,  sans  nuire  à  la  généra¬ 
lité,  les  équations  du  réseau  de  surfaces  cubiques,  de  manière 
que  cx  soit  identiquement  nul,  ce  qui  démontre  le  fait  que 
nous  avions  avancé. 


4.  —  Passons  à  la  recherche  des  courbes  singulières  de  la 
congruence  2,  c’est-à-dire  du  lieu  des  points  [x)  pour  lesquels 
les  équations  (4)  sont  indéterminées  en  (a)*  Gela  se  présente 
dans  deux  cas  : 

En  premier  lieu,  cela  se  présente  si  l’on  a 


0-x  Ct-x 

ttx 

bx  bx 

K 

c’est-à-dire  si  le  point  [x)  se  trouve  sur  C3.  Cela  est  d’ailleurs 
évident,  car  on  voit  que  les  cubiques  gauches  de  E  s’appuient 
en  cinq  points  sur  la  cubique  gauche  C3  et  que,  par  conséquent, 
par  un  point  de  C3  passent  cx1  courbes  de  2. 

Les  équations  (4)  peuvent  devenir  indéterminées  dans  un 
second  cas.  Écrivons-les  sous  la  forme 


a'œ  b'cc 

^x  bx 

*x 

bx 

<*i 

b  x 

—  a2 

ax  bx 

—  a3 

&x 

bx 

Q X 

bx 

0 

&X 

bx 

dx 

A* 

bx 

U 

a* 

bx 

Cx 

+  a2 

a'x 

bx 

dx 

+  «3 

A* 

bx 

f* 

G X 

bx 

Cx 

fl* 

bx 

dx 

A* 

b'x 

a 

Ces  équations  sont  indéterminées  si  le  point  (x)  vérifie  les 
équations 


&x 

bx 

Qx 

% 

<*x 

bx 

CLX 

bx 

x 

bx 

a'x 

b'x 

bx  0 

bx  cx  |  ax  bx  dx  |  j  a  x  bx  fx  \ 
a x  bx 


=  0.  (7) 


Les  équations  (7)  représentent  une  courbe  d’ordre 25— 6  =  19. 
Remarquons  que  chaque  élément  de  cette  matrice  s’annule  une 
fois  pour  chaque  point  de  C3  ;  chacun  de  ces  points  compte 
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donc  trois  fois  dans  le  lieu  géométrique  représenté  par  (7)  ; 
donc  cette  matrice  représente  une  courbe  d’ordre  19  formée 
de  la  cubique  C3,  comptée  trois  fois,  et  d’une  courbe  C10, 
d’ordre  10. 

On  conclut  donc  que  la  congruence  2  possède  deux  courbes 
singulières  :  la  cubique  gauche  C3  et  une  courbe  C10  d’ordre  10. 

5.  —  Pour  étudier  cette  courbe  C10,  nous  construirons  un 
réseau  de  surfaces  F5,  d’ordre  5,  générateur  de  2,  c’est-à-dire 
un  réseau  tel  que  deux  de  ses  surfaces  aient  comme  intersection 
variable  une  courbe  de  la  congruence  2. 

Considérons  le  faisceau  de  quadriques 


«i  +  bcc 

(a2  +  ^^2)  ^ X  . 

(a3  “I-  ^(^3)  bx 


=  0. 


Ce  faisceau  sera  déterminé  si  Ton  se  donne  trois  nombres 
X3  tels  que 


a2  P2 

a3  P3 

«1  Pi 

a3  (^3 

«i  Pl 

a2  P2 

Les  surfaces  cubiques  correspondantes  ont  pour  équation 


ax  bx  a.2dx  +  y2fx  +  X(P2d<»  -f-  (33 fx) 

ax  Cx  +  a 2(jœ  -|-  a 3f'x  -|-  +  fi-z^x  +  Psfsc) 

ax  b'x  ai  cx  +  a2^  +  «3  fx  +  ^(Pic£c  +  ?2^x  +  ?>3fx) 


=  0. 


Le  lieu  des  courbes  de  2  communes  aux  surfaces  de  ces  deux 
réseaux  a  pour  équation 


("xhx) 

bx  fl 
ax  cx 
M x  b x  @x 


^2  ^3 

( P'x^x )  ynx^x) 

I  ^ x  bx  dx  |  |  ax  bx  fx  | 


=  0,  (8) 


où  nous  avons  écrit  (axbx)  pour  axbx  —  axbx,  etc. 
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Ce  lieu  est  une  surface  F5,  du  cinquième  ordre,  passant  dou¬ 
blement  par  C3  et  simplement  par  C10. 

Lorsque  À2,  X3  varient,  cette  surface  décrit  un  réseau  |F5|. 
Deux  de  ces  surfaces  n’ont  évidemment  en  commun  qu’une 
courbe  de  2,  en  dehors  de  C3  et  C10  ;  par  conséquent,  les  sur¬ 
faces  du  cinquième  ordre,  passant  doublement  par  C3  et  sim¬ 
plement  par  C10,  constituent  un  réseau  générateur  de  2. 

6.  —  Pour  déterminer  le  genre  de  la  courbe  C10,  le  nombre 
de  ses  points  d’appui  sur  C3  et  le  nombre  des  points  d’appui 
des  courbes  de  2  sur  cette  courbe,  nous  utiliserons  la  représen¬ 
tation  plane  des  surfaces  F5. 

Observons  tout  d’abord  qu’une  surface  F5  contient  onze 
droites,  bisécantes  de  C3.  En  effet,  les  bisécantes  de  C3, 
s’appuyant  sur  une  section  plane  C5  de  F5,  forment  une  surface 
d’ordre  8  passant  quatre  fois  par  C3  et  une  fois  par  C5.  Une 
seconde  section  plane  C~  de  F5  rencontre  cette  surface  réglée 
d’ordre  8  en  5x8  —  3  X  2  X  ^  —  5  =  11  points  en  dehors 
de  C3  et  de  C5.  Par  chacun  de  ces  points  passe  une  droite  ren¬ 
contrant  F5  en  quatre  points  distincts  :  deux,  doubles,  sur  C3, 
deux,  simples,  sur  C5  et  C'5;  cette  droite  appartient  donc  à  la 
surface  F5  considérée. 

Considérons  une  surface  F5  déterminée  et  un  plan  tu.  Par 
un  point  de  F5  passe  une  bisécante  de  C3  rencontrant  tu  en  un 
point.  Inversement,  par  un  point  de  tu  passe  une  bisécante  de 
C3  rencontrant  F5,  en  dehors  de  cette  courbe,  en  un  seul  point. 
Nous  avons  donc  une  correspondance  birationnelle  entre  F5 
et  tu,  donc  une  représentation  plane  de  cette  surface  sur  tu. 
Il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut  que  les  sections  planes 
de  F 5  sont  représentées,  sur  tu,  par  des  courbes  y8,  d’ordre  8, 
formant  un  système  linéaire  oc8,  |y8|,  possédant  trois  points- 
base  quadruples  (C3,  tu)  et  onze  points-base  simples. 

Considérons  une  cubique  F  de  la  congruence  2  située  sur  la 
surface  F5  envisagée.  F  appartient  à  une  quadrique  circonscrite 
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à  C3  et  cette  quadrique  rencontre  encore  F5  en  une  droite, 
bisécante  de  C3,  sécante  simple  de  F,  qui  est  une  des  onze 
droites  appartenant  à  F5.  On  peut  toujours  supposer  que  le 
point  d’appui  de  F  sur  cette  droite  n’appartient  pas  à  C10 ,  car 
ce  point  d’appui  est  variable  sur  la  droite.  Cette  droite  ne  peut, 
dans  ces  conditions,  rencontrer  C10,  car  alors  elle  appartien¬ 
drait  à  toutes  les  surfaces  F5,  ce  qui  est  impossible.  On  en 
conclut  que  des  onze  bisécantes  de  C3  appartenant  à  F5,  il  y  en 
a  une  qui  rencontre  F,  mais  non  C10,  et  dix  qui  rencontrent 
C10,  mais  non  F.  De  plus,  une  de  ces  dix  droites  ne  peut  être 
une  bisécante  de  C10,  car  alors  elle  appartiendrait  à  toutes  les 
surfaces  F5,  ce  qui  est  impossible. 

Soit  x  le  nombre  de  points  communs  à  C3  et  à  C10.  Les 
bisécantes  de  C3,  s’appuyant  sur  C10,  forment  une  surface 
d’ordre  40  —  %x  passant  20  —  x  fois  par  C3  et  une  fois  par  CJ0. 
Il  en  résulte  que,  dans  la  représentation  plane  de  F5  sur  û,  il 
correspond  à  C10  une  courbe  y',  d’ordre  40  —  2æ,  ayant  trois 
points  multiples  d’ordre  20  —  x  en  (C3,  tc) 'et  passant  simple¬ 
ment  par  dix  des  onze  points-base  simples  de  |y8|.  Exprimons 
que  C10  est  d’ordre  10,  c’est-à-dire  que  y'  est  rencontrée  par 
les  courbes  y8  en  dix  points  variables.  Il  vient  8(40  —  2æ) 
—  3 . 4  .  (20  —  x)  —  10  =  10;  d’où  x  =  15.  y'  est  d’ordre  10 
et  possède  trois  points  quintuples;  donc  elle  est  de  genre  (i,  et 
il  en  est  de  même  de  C10. 

La  courbe  singulière  Cf0  est  de  genre  6  et  s’appuie  en  quinze 
points  sur  C3. 

La  quadrique  contenant  C3  et  Y  rencontre  C10,  en  dehors 
de  C3,  en  20  —  15  =  5  points;  ces  points  sont  sur  F;  donc  les 
courbes  de  2  s’appuient  en  cinq  points  sur  C10. 

7.  —  Pour  déterminer  la  classe  de  S,  c'est-à-dire  le  nombre 
des  cubiques  de  2  ayant  une  droite  donnée  comme  bisécante, 
observons  que  les  surfaces  du  réseau  |FS|  découpent,  sur  une 
droite  arbitraire  d ,  une  involution  Ig  d’ordre  5  et  de  rang  2.  Si 
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une  cubique  de  S  est  bisécante  de  d ,  les  points  d’appui  forment 
un  couple  neutre  de  Xf.  Inversement,  les  points  d’un  couple 
neutre  de  If  appartiennent  à  o©1  surfaces  F5  formant  un  fais¬ 
ceau.  La  cubique  de  £,  base  avec  C3  et  C10  de  ce  faisceau,  est 
bisécante  de  d. 

La  classe  de  2  est  donc  égale  au  nombre  de  couples  neutres 
d’une  involution  If,  donc  à  six  (*). 

8.  —  En  résumé, 

La  congruence  2  est  linéaire  et  de  classe  6.  Elle  est  le  lieu  : 

1°  des  cubiques  gauches  s’appuyant  en  cinq  points  sur  une 
cubique  gauche  C3  et  sur  une  courbe  Cf0  d’ordre  10  et  de  genre  6 
s’appuyant  elle-même  en  quinze  points  sur  C3  ; 

2°  des  intersections  variables  des  quadriques  et  des  surfaces 
cubiques  de  deux  réseaux  projectifs  dont  les  surfaces  passent 
par  C3  ; 

3°  des  intersections  variables  des  surfaces  du  cinquième  ordre 
passant  doublement  par  C3  et  simplement  par  C10. 

9.  —  Reprenons  les  équations  (1)  et  supposons  que  l’on 
ait  dx,  fx  identiquement  nuis.  On  pourra  alors  diviser  la  der¬ 
nière  colonne  par  oq  et  les  équations  s’écriront 

^•i.O'rc  “F  x  -f-  oc2 ^x  ^-i^'x  tF  dx  "F  a3 fx  Q 

tt-i^X  +  ^‘3^’X  ai bx  “F  ^i^X  +  a2 dx  +  tt-sf X 

La  cubique  gauche  représentée  par  ces  équations  peut  aussi 
l’être  par 

«i 

—  «2 
—  a3 


a x  b  x  0 

a  oc  bx  ai  ex  -F  ^dx  “F  ^3  f  x 

üx  bx  O-Xx  ~F  °^2 dx  -F  ®3 fx 


(10) 


(*)  F.  Deruyts,  Mémoire  sur  la  théorie  de  l’involution  et  de  l’homographie  unicur- 
sale .  (Mém.  Soc.  roy.  Sg.  Liège,  1890  (ù2),  XVII  [voir  p.  91J.) 
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Elle  engendre  donc,  lorsque  oq,  a2,  a3  varient,  une  congruence 
linéaire  que  nous  désignerons  par 

La  congruence  S'  est  le  lieu  des  intersections  variables  des 
quadriques  (2)  et  des  surfaces  cubiques 


U/ X  bgç  0 

a'cc  K  ai4’+  +  *sfœ 

o'x  b'â  cLfix  +  a  2dx  +  a3  fx 


=  0. 


Ces  dernières  ont  en  commun,  non  seulement  la  cubique 
gauche  C3,  mais  aussi  la  droite  C15 


®oo  —  b,  bx  —  0, 


bisécante  de  cette  cubique. 

On  voit  aisément,  en  utilisant  les  équations  (8),  que  la 
droite  Ci  appartient  à  toutes  les  surfaces  F5  et  est  simple  pour 
ces  surfaces. 

Une  courbe  de  S'  se  trouve  sur  une  quadrique  passant  par  C3 
et  ne  rencontrant  pas,  en  général,  en  dehors  de  cetle 
courbe.  Par  conséquent,  les  courbes  de  £'  ne  s’appuient  pas 
sur  C1. 

La  courbe  CJ0  dégénère  en  une  courbe  C9  et  la  droite  C*. 
Les  surfaces  F5  marquent,  sur  un  plan  passant  par  CA,  un 
réseau  de  courbes  du  quatrième  ordre.  Ce  réseau  doit  être  de 
degré  effectif  3,  puisque  les  intersections  variables  des  F5  sont 
des  cubiques  gauches  ne  s’appuyant  pas  sur  Ci.  D’autre  part, 
ces  courbes  du  quatrième  ordre  doivent  avoir  un  point  double 
sur  C3  et  deux  points  simples  situés  sur  C3  et  C:1.  Les 
points-base  restants  du  réseau  sont  donc  au  nombre  de  sept; 
ils  appartiennent  à  C9,  d’ordre  9,  et,  par  suite,  C9  s’appuie 
en  deux  points  sur  C4. 

D’après  une  formule  de  Nœlher,  on  déduit  que  la  courbe  CJ0, 
de  genre  9,  dégénérant  en  une  courbe  rationnelle  C4  et  en  une 
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courbe  C9  ayant  deux  points  communs  avec  CA,  cette  courbe  C9 
est  de  genre  5.  Donc 

La  congruence  linéaire  E'  est  le  lieu  des  cubiques  gauches 
s’appuyant  en  cinq  points  sur  une  cubique  gauche  C3  et  sur 
une  courbe  C9,  d’ordre  9  et  de  genre  5,  s’appuyant  elle-même 
en  treize  points  sur  C3. 

Les  autres  propriétés  de  E  se  transportent  immédiatement  à 
la  nouvelle  congruence  EL 


•  10.  —  Les  formules  (9)  constituent  une  nouvelle  représen¬ 
tation  d’une  congruence  linéaire  de  cubiques  gauches  par  une 
matrice  à  six  éléments,  linéaires  par  rapport  aux  paramètres 
a1.  a 2,  a3.  Cette  représentation  est  distincte  des  six  qui  ont  été 
mentionnées  par  M.  Stuyvaert  dans  ses  travaux  déjà  cités.  Nous 
allons  l’examiner  de  plus  près. 

Lorsque,  dans  la  matrice  (9),  on  fixe  les  x,  on  doit  trouver 
une  seule  solution  (oq,  a2,  a3). 

Le  déterminant  formé  avec  les  deux  premières  colonnes 
représente,  dans  le  plan  (a),  une  conique  qui  dégénère  en  la 
droite  a1  =  0  et  en  la  droite  d’équation  (2). 

Le  déterminant  formé  avec  les  deux  dernières  colonnes  repré¬ 
sente  une  conique  qui  rencontre  la  droite  (2)  en  deux  points, 
dont  l’un,  situé  à  l’intersection  des  droites 

^x  +  *J>x  =  0,  ai  b'x  +  a Bb#  =  0, 

est  une  solution  étrangère,  et  l’autre,  qui  convient  à  la  question, 
est  représenté  par  les  équations  (10). 

Cette  dernière  conique  que  nous  venons  de  rencontrer  a,  en 
commun  avec  la  droite  oq  =  0,  deux  points  variables  avec  le 
point  [x).  Pour  achever  la  question,  il  faut  donc  montrer 
que  les  points  de  la  droite  oq  =  0  fournissent  des  solutions 
étrangères. 
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Si  dans  les  équations  (9),  nous  posons  oq  =  0,  nous 
trouvons 

ct.2ax  a  2bx  a.2d'x  +  a  3fx  = 

a3^a;  a3 ^x  Q-zd’x  -f*  0t3/  x 

On  satisfait  à  ces  équations,  soit  en  posant 

^Z^X  “f“  a2a3  (/* X  ^x)  ”  al/ X  = 

ce  qui  représente  les  plans  tangents  à  un  cône  du  second  ordre, 
soit  en  posant 

ax  bx  =  0, 

ce  qui  représente  la  droite  C1.  On  voit  donc  bien  que  les 
valeurs  (a1  =  0,a2,  a3)  fournissent  des  solutions  étrangères 
à  la  question. 
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Sur  une  congruence  linéaire  de  cubiques  gauches, 

par  L.  Godeaux. 

Note  de  M.  STUYVAERT,  correspondant  de  l’Académie. 

J’ai  l’honneur  de  présenter  à  la  Classe  des  sciences  et  de 
signaler  à  son  attention  un  travail  de  M.  L .  Godeaux  sur  une 
congruence  de  cubiques  gauches . 

Ce  travail  revient  sur  des  recherches  antérieures  du  même 
auteur  et  donne,  de  la  congruence  en  question,  une  représen¬ 
tation  par  matrice. 

Un  cas  particulier,  étudié  à  la  fin  de  la  note  de  M.  Godeaux, 
a  ceci  de  remarquable  que  les  paramètres  figurent  au  premier 
degré  et  que  néanmoins  cette  formule  ne  rentre  dans  aucun  des 
six  types  rencontrés  par  le  soussigné,  dans  la  classification 
donnée  jadis,  de  toutes  les  congruences  à  paramètres  linéaires. 

M.  L.  Godeaux  donne  lui-même  une  explication  du  paradoxe  : 
tandis  que  les  cubiques  gauches,  étudiées  par  nous,  pouvaient 
tout  au  plus  dégénérer  en  une  droite  et  une  conique  ou  en  trois 
droites,  il  arrive  pour  oo1  valeurs  des  paramètres  que  les 
cubiques  de  M.  L.  Godeaux  dégénèrent  en  une  droite  et  un  plan 
(ce  sont  donc  des  infinités  doubles  de  points),  et  ces  plans 
enveloppent  un  cône  quadratique. 

Il  y  a  ici  un  phénomène  algébrique  nouveau  et  fort  curieux  : 
par  tout  point  de  l’espace  il  passe  une  cubique  non  dégénérée 
de  la  congruence  et  deux  cubiques  dégénérées. 

Seulement  il  faudrait  s’entendre  sur  le  point  de  savoir  si  la 
congruence  mérite  encore  le  nom  de  linéaire. 
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AVIS  IMPORTANT.  —  Il  est  rappelé  que  l’Académie  ayant  suspendu  ses  travaux  pen¬ 
dant  la  durée  de  l’occupation,  il  n’a  pas  été  publié  de  «  BULLETINS  »  pour  les  années  1 9 1 5  à  1919. 

Le  fonds  des  publications  académiques  ayant  été  systématiquement  pillé  par  les  Allemands, 
il  ne  sera  plus  possible  de  donner  suite  aux  demandes  de  combler  les  lacunes  antérieures 
à  1919. 
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Séance  du  samedi  5  novembre  192!. 


M.  G.  Cesaro,  directeur  de  la  Classe,  président  de  l’Académie. 

Sont  présents  :  MM.  A.  Lameere,  vice-directeur  ;  J.  Deruyts, 
Léon  Fredericq,  A.  Gravis,  Ch. -J.  de  la  Vallée  Poussin,  Max 
Lohest,  Fr.  Swarts,  Jean  Massart,  A.  Demoulin,  A.  de  Hemp- 
tinne,  Victor  Willem,  Paul  Slroobant,  Émile  Marchai,  P.  Nôlf, 
E.  van  Aubel,  membres ;  G.-A.  Boulenger,  associé;  M.  Stuyvaert, 
V.  Grégoire,  P.  Fourmarier,  O.  Dony-Hénault,  correspondants , 
et  le  Secrétaire  perpétuel. 

Absences  motivées:  MM.  Julin,  Rutot,  Lecointe  et  Crismer, 
membres,  et  Brachet,  correspondant. 

CORRESPONDANCE. 

M.  le  Ministre  des  Sciences  et  des  Arts  fait  connaître  que  le 
Jury  central  n’a  délivré  cette  année  aucun  diplôme  légal  de 
docteur  en  sciences  chimiques  avec  la  plus  grande  distinction; 
les  Universités  de  Gand  et  de  Liège  font  la  même  communica¬ 
tion;  TUniversité  libre  de  Bruxelles  et  FUniversité  catholique  de 
Louvain  annoncent  qu’elles  ont  délivré  chacune  deux  diplômes 
légaux  de  docteur  en  sciences  chimiques  avec  la  plus  grande 
distinction,  respectivement  à  MM.  G.  Callingaert  et  J.  Errera, 
et  à  MM.  Jos.  Dondeyne  et  J.  Baudrenghien. 

La  Société  géologique  de  Belgique  fait  connaître  qu’elle  a 
approuvé  à  l’unanimité  la  décision  prise  par  l’Académie  au  sujet 
de  la  reprise  des  relations  d’échanges  avec  les  institutions 
allemandes. 
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Le  Comité  de  la  manifestation  en  souvenir  de  J.  Boulvin 
annonce  que  cette  solennité  aura  lieu  le  dimanche  13  novembre 
à  15  heures,  dans  la  rotonde  de  l’ Université  à  Gand. 

L’Université  Masaryk  à  Brno  (Tchéco-Slovaquie)  demande  à 
échanger  ses  publications  avec  celles  de  la  Classe  des  sciences. 

—  Accepté. 

M.  H.  Micheels  demande  à  occuper  en  1922  une  table  à  la 
Station  zoologique  de  Naples.  —  Benvoi  à  une  Commission 
forméede  MM.  F redericq,  Pelseneer,  Gravis,  Lameere  et  Willem. 

HOMMAGES  D’OUYBAGES. 

Le  Parasitisme  et  la  Symbiose ,  par  M.  Caullery;  présenté  avec 
une  note  bibliographique,  par  Paul  Pelseneer. 

Cours  de  Mécanique  appliquée  aux  machines,  4e  volume,  par 
J.  Boulvin;  présenté  par  A.  Demoulin,  au  nom  de  MM.  Michel 
et  Pierre  Boulvin. 

—  Bemerciements. 

TBAYAIL  A  L’EXAMEN. 

Les  récipi'oques  et  leur  emploi  dans  la  division  des  nombres 
sur  la  machine  à  additionner,  par  M.  Govaerts.  —  Benvoi  à 
M.  Stuyvaert. 


BAPPOBTS. 

Il  est  donné  lecture  des  rapports  de  MM.  Stuyvaert  et  Deruyts 
sur  un  travail  de  M.  Casteels  :  Théorèmes  sur  les  intersections 
des  courbes  algébinques  planes  se  rapportant  à  la  proposition 
de  Cayley-Bacharach  et  au  cas  d'exception  correspondant.  — 
Conformément  aux  conclusions  des  rapporteurs,  le  travail  sera 
renvoyé  à  l’auteur  en  vue  de  modification  et  d’amélioration. 
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COMITÉ  NATIONAL  DES  SCIENCES  BIOLOGIQUES. 

Le  Comité  annonce  que,  conformément  au  vœu  de  l’Aca¬ 
démie,  il  s’est  subdivisé  en  deux  Comités  distincts  :  Comité 
national  des  Sciences  biologiques  (proprement  dites)  et  Comité 
national  des  Sciences  médicales.  Sur  la  proposition  du  Comité, 
la  Classe  désigne,  pour  faire  partie  du  nouveau  Comité  national 
des  Sciences  biologiques,  MM.  Bordet,  Brachet,  de  Wildeman, 
L.  Fredericq,  Gravis,  Y.  Grégoire,  Julin,  Lameere,  Marchai, 
Massart,  Pelseneer  et  Willem. 

11  est  entendu  que  la  liste  des  membres  du  Comité  des  Sciences 
.médicales  sera  formée  par  l’Académie  royale  de  médecine  et 
approuvée  par  la  Classe  des  sciences. 

PORTBA1TS  DES  MEMBBES  DÉCÉDÉS. 

La  Classe  se  rallie  unanimement  à  la  résolution  votée  par  la 
Classe  des  beaux-arts,  dans  sa  séance  du  3  novembre,  et  commu¬ 
niquée  par  elle  :  «  Les  portraits  des  membres  décédés  seront 
exécutés  en  héliogravure,  d’après  une  œuvre  d’art  jugée  satisfai¬ 
sante,  ou,  à  son  défaut,  d’après  un  bon  portrait  photographique.  » 


NOTE  BIBLIOGRAPHIQUE. 


M.  Caullery.  • —  Le  Parasitisme  et  la  Symbiose. 

En  1875  a  paru,  dans  la  Bibliothèque  scientifique  interna¬ 
tionale,  un  volume  de  notre  célèbre  confrère  P. -J.  Yan  Beneden, 
intitulé  Commensaux  et  Parasites.  Cet  ouvrage  eut  la  juste 
notoriété  que  lui  méritait  la  grande  expérience  de  son  auteur  :  il 
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en  fut  fait  de  multiples  éditions  et  des  traductions  en  plusieurs 
langues. 

Depuis  quarante-cinq  ans,  la  connaissance  des  parasites  et  de 
leur  développement  s’est  prodigieusement  accrue;  et,  d’autre 
part,  les  idées  et  les  conceptions  générales  au  sujet  du  parasi¬ 
tisme  ont  peut  être  évolué  plus  considérablement  encore.  Toute¬ 
fois,  après  le  livre  de  Yan  Beneden,  ce  n’est  guère  que  dans  la 
littérature  médicale  que  l’on  rencontre  des  traités  généraux, 
plus  ou  moins  élémentaires,  sur  les  parasites  et  particulière¬ 
ment  sur  les  parasites  de  l’homme. 

L’ouvrage  nouveau,  que  notre  associé  M.  Caullery  offre 
aujourd’hui  à  la  Classe,  est  le  premier  exposé  d’ensemble  de  la 
question  du  parasitisme,  fait  à  un  point  de  vue  scientifique 
élevé.  M.  Caullery,  titulaire,  après  Giard,  de  la  chaire  dévo¬ 
lution  des  organismes  à  la  Sorbonne,  fait  chaque  année  un 
cours  sur  une  grande  question  de  biologie  générale.  Son 
volume  relatif  au  parasitisme  est  le  développement  du  cours 
qu’il  fit  récemment  sur  cet  objet. 

Le  lecteur  y  trouvera,  pour  les  divers  groupes,  les  exemples 
les  plus  typiques,  choisis  bien  à  propos  pour  illustrer  les  mul¬ 
tiples  formes  connues  de  commensalisme,  d’inquilinisme,  de 
parasitisme  proprement  dit,  de  symbiose,  etc.  Et  à  côté  des 
faits  exposés  méthodiquement,  avec  une  riche  documentation 
bibliographique,  viennent  se  placer  les  conclusions  générales 
qu’il  est  actuellement  permis  de  développer  sur  l’origine  du 
parasitisme,  l’adaptation  au  parasitisme,  l’action  mutuelle  du 
parasite  et  de  l’hôte,  la  spécificité  et  les  migrations  des  para¬ 
sites,  les  conséquences  de  la  symbiose,  etc.  Il  est  montré, 
notamment,  qu’une  parfaite  continuité  existe  depuis  le  com¬ 
mensalisme  le  plus  atténué  jusqu’au  parasitisme  le  plus  dégra¬ 
dant.  —  En  résumé  le  livre  de  M.  Caullery  est  appelé  à  prendre 
la  place  estimée  qu’a  tenue  autrefois  l’ouvrage  cité  plus  haut, 
de  P. -J.  Yan  Beneden.  Paul  Pelseneer. 


—  — 


Séance  du  £  novembre  1921. 


PRIX  PERPÉTUELS 

PRIX  DE  SÉLYS-LONGCHAMPS. 


Rapport  de  M.  Au  g.  Lameere,  premier  commissaire. 

La  troisième  période  du  concours  pour  le  prix  de  Sélys- 
Longchamps  a  été  prorogée  à  cause  de  la  guerre  :  elle  s’étend 
du  1er  mai  1914  au  1er  mai  4921. 

Le  prix  doit  être  décerné  à  l’auteur  du  meilleur  ouvrage 
original  portant  sur  l’ensemble  ou  sur  une  partie  de  la  faune 
belge. 

L’ouvrage  de  M.  le  D'  Goetgbebuer  intitulé  :  Ceratopogoninae 
de  Belgique ,  paru  dans  les  Mémoires  du  Musée  royal  d’ Histoire 
naturelle  de  Belgique  (t.  VIII,  fasc.  3)  en  1920,  me  paraît 
réaliser  absolument  les  conditions  requises. 

M.  le  D1  Goetghebuer  a  publié  pendant  les  dix  dernières 
années  une  quinzaine  de  mémoires  sur  les  Ctiironomides  de  la 
Belgique,  Diptères  à  l’étude  desquels  il  s’est  adonné  exclusive¬ 
ment.  Aucune  recherche  n’avait  encore  été  entreprise  sur  ces 
Insectes  dans  notre  pays;  M.  Goetghebuer  a  porté  ses  investi¬ 
gations  non  seulement  sur  les  adultes,  mais  encore  sur  les 
larves,  et  le  résultat  de  son  labeur  a  été  des  plus  fructueux. 

Ses  travaux  se  font  remarquer  par  une  grande  précision  et 
par  un  scrupuleux  souci  de  l’exactitude;  de  nombreuses  larves 
complètement  inconnues  et  des  espèces  nouvelles  pour  la  science 
ont  été  découvertes  par  M.  Goetghebuer  en  Belgique,  de  telle 
sorte  que  ses  recherches  ont  fait  progresser  à  la  fois  la  connais¬ 
sance  de  notre  faune  et  l’Entomologie. 

Le  mémoire  sur  les  Ceratopogoninae ,  l’une  des  tribus  de  la 
famille  des  Chironomides,  est  une  mise  au  point  complète, 
abondamment  illustrée  de  figures  originales,  d’une  partie  des 
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études  préliminaires  de  l’auteur;  quatre-vingt-sept  espèces, 
dont  vingt-sept  nouvelles  et  un  genre  nouveau,  y  sont  complè¬ 
tement  décrites  avec  accompagnement  de  tables  dichotomiques 
pour  faciliter  les  déterminations. 

Je  propose,  sans  hésitation  aucune,  d’accorder  le  prix  de 
Sélys-Longchamps  à  M.  le  Dr  Goelghebuer  pour  son  ouvrage 
sur  les  Ceratopogoninae  de  Belgique. 

MM.  Pelseneer  et  Willem,  deuxième  et  troisième  commis¬ 
saires,  ont,  de  leur  côté,  émis  la  même  opinion  que  le  premier 
commissaire  sur  les  travaux  de  M.  Goelghebuer;  ils  proposent 
d’attribuer  le  prix  de  Sélys-Longchamps  à  son  ouvrage  :  Cera¬ 
topogoninae  de  Belgique. 

La  Classe,  se  ralliant  à  l’avis  des  trois  commissaires,  décide 
que  le  prix  de  Sélys-Longchamps,  pour  la  troisième  période, 
est  accordé  à  M.  Goetghebuer. 


PRIX  PIERRE-J.  et  ÉDOUARD  YAN  BENEDEN. 

Embryologie  ou  Cytologie. 

(Première  période.  —  1er  janvier  1913  au  31  décembre  1915, 
prorogée  jusqu’au  31  décembre  1920.) 

Rapport  de  M.  Auf.  Lameere,  premier  commissaire. 

En  mars  1914,  le  Secrétaire  perpétuel  de  l’Académie  recevait 
un  mémoire  imprimé  que  les  auteurs  présentaient  pour  l’obten¬ 
tion  du  prix  Yan  Beneden;  ce  travail,  de  R.  Ruggles  Gates  et 
Nesta  Thomas,  a  paru  en  février  1914  dans  le  Quarterly  Jour¬ 
nal  of  Microscopical  Science  (vol.  59)  ;  il  est  intitulé  A  Cytolo- 
gical  Study  of  OEnothera  mut.  lata  and  OE.  mut.  semilata  in 
Relation  to  Mutation. 

Il  s’agit  d’une  contribution  intéressante  à  la  Cytologie,  mais 
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cette  contribution  n’est  pas  transcendante  par  comparaison  avec 
les  nombreux  travaux  de  Cytologie  ou  d’Embryologie  parus 
pendant  la  période  que  nous  avons  à  considérer. 

Il  ne  m’a  pas  paru  que  parmi  les  œuvres  dues  à  des  savants 
étrangers  qui  pourraient  concourir  pour  le  prix  Van  Beneden, 
il  y  en  eût  une  qui  éclipsât  les  autres. et  qui  fût  en  même  temps 
supérieure  à  celles  qu’ont  publiées  plusieurs  de  nos  compatriotes. 
J’estime  en  conséquence  que  c’est  parmi  ces  derniers  que  nous 
avons  à  choisir  le  lauréat. 

L’Embryologie  et  la  Cytologie,  sous  l’impulsion  décisive  que 
leur  a  donnée  Edouard  Van  Beneden,  ont  continué  à  être  cul¬ 
tivées  avec  succès  en  Belgique  ;  de  1913  à  1920,  plusieurs 
mémoires  originaux  dignes  de  mériter  le  prix  ont  vu  le  jour; 
ils  ont  pour  auteurs  MM.  Duesberg,  Lams,  de  Sélys-Long- 
cbamps,  de  Winniwarter  et  feu  Maurice  Herlant.  Je  ne  parle 
pas  des  savants  belges  qui  sont  de  l’Académie  et  que  nous 
devons  considérer  comme  étant  hors  concours. 

Le  prix  ne  peut  pas  être  partagé  ;  je  propose  de  l’attribuer  à 
feu  Maurice  Herlant  pour  son  mémoire  intitulé  Le  Cycle  de  la 
vie  cellulaire  chez  l’Œuf  activé  (1). 

L’Académie  a  déjà  décerné  le  prix  Léo  Errera  à  Maurice 
Herlant  pour  l’ensemble  de  ses  travaux  parus  avant  1920  ;  le 
mémoire  auquel  je  pense  que  le  prix  Van  Beneden  doit  être 
attribué  a  paru  à  la  fin  de  l’année  1920,  après  la  mort  de  son 
auteur  ;  il  a  été  élaboré  au  laboratoire  de  Villefranche-sur-Mer, 
pendant  la  guerre,  alors  que  Maurice  Herlant  luttait  avec  cou¬ 
rage  contre  le  mal  qui  devait  l’emporter  et  qu’il  avait  contracté 
en  faisant  son  devoir  de  médecin  au  front. 

Ma  détermination  est  basée  sur  le  fait  que  le  travail  de  Mau¬ 
rice  Herlant  est  de  loin  celui  qui  témoigne  le  plus  d’originalité, 
non  seulement  en  comparaison  de  ceux  de  ses  concurrents,  mais 
encore  en  comparaison  des  autres  œuvres  de  Maurice  Herlant (*) 


(*)  Archives  de  Biologie ,  t.  XXX,  1920,  pp.  517  à  600. 
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lai-même  ;  c’est  à  la  fois  un  travail  d’Embryologie  et  de  Cyto¬ 
logie,  basé  sur  la  méthode  expérimentale  ;  il  ouvre  vraiment 
des  voies  nouvelles;  il  apporte  des  résultats  décisifs,  et  il  peut 
être  le  point  de  départ  de  recherches  des  plus  fructueuses. 

L’auteur  s’est  proposé  d’étudier  le  déterminisme  de  la  division 
cellulaire  ;  il  s’est  adressé  à  cet  effet  à  l’œuf  d’Oursin,  et  il  a 
limité  ses  investigations  aux  variations  de  perméabilité  de  la 
membrane  cytoplasmique,  décelées  par  la  plasmolyse. 

Herlant  appelle  cycle  évolutif  de  la  cellule  la  durée  qui 
s’étend  entre  deux  divisions;  il  considère  avec  raison  que  ce 
cycle  commence  à  la  métaphase  mitosique,  que  l’anaphase  et 
la  télophase  ne  sont  que  le  prélude  de  la  vie  cyclique  de  la 
cellule,  laquelle  est  comprise  entre  deux  métaphases. 

Le  cycle  comprend  donc  deux  périodea  :  la  première  s’étend 
de  la  métaphase  au  retour  du  noyau  à  l’état  dit  de  repos  ;  la 
seconde  dure  pendant  cet  état  nucléaire  jusqu’à  la  métaphase 
suivante.  Pour  les  premiers  blastomères  de  l’œuf  d’Oursin, 
Herlant  constate,  par  d’ingénieuses  et  multiples  expériences, 
qu’à  la  première  période  correspond  une  perméabilité  physio¬ 
logique  aux  sels  et  une  sensibilité  maxima  à  l’action  des 
substances  insolubles  dans  les  lipoïdes;  à  la  seconde  correspond 
une  hémiperméabilité  seulement  et  une  sensibilité  à  l’action  des 
substances  s’attaquant  spécifiquement  aux  lipoïdes;  une  période 
de  transition  prépare  le  retour  de  la  période  de  perméabilité  et 
ferme  le  cycle. 

Il  y  a  plus  :  l’activation  de  l’œuf,  soit  par  un  spermatozoïde, 
soit  par  des  moyens  artiticiels,  fait  passer  l’œuf  d’une  période 
d’hémiperméabilité  à  la  période  de  perméabilité  ;  par  l’activation, 
la  cellule-œuf  recommence  donc  son  cycle  évolutif  momentané¬ 
ment  interrompu. 

Tels  sont  les  faits  réduits  à  leur  expression  la  plus  simple; 
les  résultats  de  cette  étude  physico-chimique  ont  conduit  Herlant 
à  formuler  l’hypothèse  suivante  pour  expliquer  les  variations 
physiologiques  du  cycle  cellulaire  :  le  cytoplasme  serait  une 
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émulsion  de  protéines  et  de  lipoïdes  dans  laquelle  les  protéines 
sont  tour  à  tour  phase  externe  ou  continue  (période  perméable) 
et  phase  interne  ou  dispersée  (période  hémi perméable).  Ce 
changement  périodique  de  l’équilibre  de  l’émulsion  cytoplas¬ 
mique  dans  le  cycle  de  la  vie  cellulaire  serait  dû  à  un  facteur 
interne  que  l’auteur  suppose  résider  dans  le  jeu  des  oxydations 
dont  la  cellule  est  le  siège;  l’activation  de  l’œuf,  qui  fait  passer 
l’un  des  types  d’émulsion  à  l’autre,  serait  un  facteur  externe 
d’ébranlement  physique  nécessaire  à  une  cellule  affectée  d’une 
sorte  de  paralysie. 

Certes,  comme  le  fait  remarquer  Herlant  lui-même,  il  serait 
imprudent  de  généraliser  dès  maintenant  les  résultats  obtenus 
par  la  seule  étude  de  l’œuf  d’Oursin.  Mais  la  majeure  partie  des 
données  acquises  pourront  probablement  être  généralisées,  car 
il  s’agit  dans  ces  expériences  des  phénomènes  fondamentaux  de 
la  vie  cellulaire,  et  ceux-ci  doivent  avoir  chez  tous  les  organismes 
un  grand  nombre  de  caractères  communs,  la  mitose,  par  exemple, 
devant  forcément  s’accompagner  de  conditions  physico-chimiques 
identiques. 

En  accordant  le  prix  Pierre-J.  et  Edouard  Van  Beneden  à 
Maurice  Herlant,  L’Académie  saura  distinguer  un  travail  qui 
aura  du  retentissement  dans  l’avenir. 

Reppnrt  de  M.  O.  Van  der  Stricht,  deuxième  commissaire. 

Conformément  au  rapport  de  M.  Auguste  Lameere,  j’estime 
que  les  mémoires  d’embryologie  et  de  cytologie  de  plusieurs 
auteurs  belges  doivent  attirer  l’attention  de  l’Académie  et  méri¬ 
tent  d’être  couronnés.  Le  travail  de  M.  Maurice  Herlant  sur  «  le 
Cycle  de  la  vie  cellulaire  chez  l’OEuf  activé  »  rentre  dans  cette 
catégorie.  Il  est  incontestablement  très  remarquable  au  point  de 
vue  de  l’originalité  des  expériences  et  des  conclusions  impor¬ 
tantes  qui  en  découlent.  Il  provoquera  probablement  de  nom¬ 
breuses  recherches  nouvelles,  qui  nous  renseigneront  définitive- 
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ment  sur  l’exactitude  des  observations  de  l’auteur  et  sur  la  valeur 
de  leurs  résultats. 

L’Académie  me  permettra  de  faire,  dès  maintenant,  une 
critique  de  certaines  idées  émises  par  l’auteur.  En  proclamant 
que  (p.  571)  «  l’anaphase  représente  non  pas  la  fin  mais  le 
début  d’un  cycle  cellulaire  »,  il  perd  de  vue  que  durant  l’onto¬ 
genèse  ce  cycle  peut  varier  notablement  d’après  les  éléments  con¬ 
sidérés.  Sous  ce  rapport,  il  importe  de  distinguer  chez  plusieurs 
invertébrés  (oursins)  et  chez  des  vertébrés  inférieurs  deux 
espèces  de  cellules  : 

Les  unes  qui,  surtout  aux  premiers  stades  de  la  segmentation 
de  l’œuf,  se  divisent  très  rapidement  et  dans  lesquelles  la  sphère 
attractive  commence  à  se  diviser  au  début  ou  vers  la  fin  de 
l’anaphase  mitosique,  de  sorte  que  lors  de  la  télophase  ou  au 
début  du  stade-repos  le  cytoplasme  est  pourvu  de  deux  sphères 
filles  parfaitement  distinctes,  chacune  dominant  une  moitié  du 
protoplasme.  En  d’autres  termes,  conformément  à  l'avis  de 
plusieurs  biologistes,  la  di\ ision  du  cytoplasme  commence, 
dans  ces  conditions,  vers  la  fin  de  la  phase  de  la  mitose 
nucléaire. 

Il  est  à  remarquer  que  dans  les  œufs  d’oursin  fécondés,  le 
spermocentre  se  divise  en  deux,  quand  le  spermatozoïde  est  à 
peine  entré  dans  le  vitellus;  et  longtemps  avant  la  propliase  de 
la  première  mitose,  lorsque  les  deux  noyaux,  male  et  femelle, 
sont  conjugués,  il  existe  deux  spermatocentres  volumineux  ou 
deux  sphères  attractives  définitives  Au  point  de  vue  du  cycle 
évolutif  de  ces  dernières,  l’œuf  d’oursin  fécondé,  avec  ses  deux 
pronucléi  au  repos,  est  comparable  aux  cellules  à  division  très 
rapide,  en  ce  sens  que  la  division  du  cytoplasme  a  débuté  long¬ 
temps  avant  celle  du  noyau  mère. 

Dans  une  seconde  catégorie  de  cellules,  où  la  segmentation 
est  beaucoup  plus  lente  et  qui  représentent  l’immense  majorité 
des  éléments  constituants  des  tissus,  la  division  de  la  sphère 
attractive  s’opère  après  une  longue  période  de  repos,  pendant  la 
prophase  mitosique. 
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L'étude  microscopique  nous  a  donc,  depuis  longtemps  déjà, 
fait  connaître  deux  espèces  d’éléments  dont  le  cycle  évolutif 
diffère  notablement.  Il  est  regrettable  que  M.  Herlant  n’ait  point 
songé  à  ces  différences  et  ne  nous  ait  pas  renseignés  exactement 
sur  la  phase  évolutive  de  la  sphère  attractive  dans  les  œufs 
d’oursins  soumis  à  ses  expériences. 

La  question  se  pose  de  savoir  si  le  cycle  cellulaire  décrit  par 
l’auteur  se  rattache  non  seulement  à  la  phase  de  repos  et  de  mitose 
nucléaire,  mais  encore  à  une  évolution  très  précise  de  la  sphère 
attractive.  Si  celle-ci  joue  une  influence  prépondérante,  il  est 
superflu  de  recourir,  comme  le  fait  l’auteur,  à  un  principe  abso¬ 
lument  contraire  à  toutes  nos  idées  et  d’après  lequel  (p.  573) 
«  l’aster  mâle,  la  copulation  des  pronucléi  représenteraient 
l’anaphase  et  la  télophase  de  la  dernière  mitose  de  maturation, 
comme  les  asters  polaires  du  premier  fuseau  mitosique  et  la 
fusion  des  caryomères  représentent  l’anaphase  et  la  télophase  de 
la  première  segmentation  ». 

A  part  ces  réserves,  je  partage  entièrement  l’avis  de 
M.  Lameere  au  sujet  de  la  valeur  du  Mémoire  de  M.  Herlant. 
Mais  d’autres  séries  de  travaux  me  paraissent  non  moins  impor¬ 
tantes  et  plus  remarquables  par  la  diversité  des  recherches.  Je 
propose  pour  le  prix  Van  Beneden  les  publications  de 
M.  le  Dr  Jules  Duesberg,  professeur  d’anatomie  à  l’Université 
de  Liège  (* 1). 


P). 10 13.  (Ji'ber  ne  Vrrteilunq  der  Plastosomen  und  der  «  Organ-forming  Sub¬ 
stances  »  Conklins  bei  den  Ascidien  (C  K  Assoc.  Anatomistes,  Greilswald.) 

1913  Platosomes  et  «  Orgnn-fornvnq  Substances  »  dans  l’œuf  des  Ascidiens, 
(Bru.,  de  i  ’Acad.  de  Belg.  Classe  des  scirn<*e>.) 

1915  Recherches  cyologiques  sur  lu  fécondation  des  Ascidiens  et  sur  leur  dévelop¬ 
pement.  (Contributions  to  Kmbryolog1»,  Car  egie  Institution.) 

1914  T/  optiospongium  und  Golgisclier  Bixnenappnrat.  iC.  R.  Assoc.  Anat. 
Innsbrlk  ) 

1017  Chondriosomes  in  the  cells  of  ftsh-embruos.  (Amer.  Journ.  of  Anatomy, 
vol  .21) 

1018.  Chondriosomes  in  the  testicle  cells  of  Fundulus.  (Amer  Journ.  of  Anatomy, 
vol  23.) 

1  19.  On  the  intestitial  cells  of  the  testicle  in  Didelphys.  Biol.  Bull.,  vol.  35.) 

1910.  O  '  the  prr sent  status  of  the  choudriosome-problem  'Biol.  Bull.,  vol.  36.) 

1*0  Ci/tnpla  mie  structures  in  the  séminal  epithelium  of  the  opossum.  Contribu¬ 
tions  to  Embnjology,  Carnegie  Insti  ution.  Memorial  Book  for  Doctok  Mall.) 

1920  Résumé  <l’ Anatomie  topographique  et  Guide  de  Dissection.  Liège. 
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Ses  recherches  les  plus  intéressantes  sont  exposées  dans  son 
étude  sur  la  fécondation  et  le  développement  de  l’œuf  des  Asci- 
diens,  publiée  in  extenso  en  1915  par  les  soins  de  la  «  Carnegie 
Institution  »  de  Washington.  Il  y  examine  d’abord  la  spermato¬ 
genèse  de  Ciona  et  poursuit  l’évolution  des  mitochondries 
jusqu’au  moment  où  elles  se  ramassent  en.  un  corps  unique, 
bàtonnoïde,  dans  la  concavité  duquel  se  trouve  logé  le  noyau. 

Le  spermatozoïde  entier,  tête,  corps  mitonchondrial  et  queue, 
pénètre  dans  l’œuf  de  Ciona  à  l’un  des  pôles,  occupé  par  une 
épaisse  couche  de  chondriosomes;  au  pôle  opposé  sont  émis  les 
deux  globules  polaires.  Le  pronucléus  femelle,  engendré  à  cet 
endroit,  se  déplace  pour  se  réunir  au  noyau  mâle  du  pôle  mito¬ 
chondrial. 

L’auteur  étudie  ensuite  le  développement  de  Ciona  et  cherche 
à  déterminer  la  nature  des  «  substances  organogènes  »,  décrites 
par  Conklin  chez  une  espèce  voisine,  Cvnthia.  Elles  sont  repré¬ 
sentées  parune  substance  «jaune»,  une  «grise»  et  une  «claire». 
Conklin  les  considère  comme  des  substances  sui  generis,  des 
plasmes  organogènes,  qui  formeraient,  la  première  les  cellules 
musculaires  et  les  cellules  du  mésenchyme,  la  deuxième  les 
éléments  de  l’endoderme  et  de  la  chorde,  la  troisième  les  cellules 
médullaires  et  celles  de  l'ectoderme. 

Grâce  à  une  technique  appropriée,  M.  Duesberg  retrouve  dans 
l’œuf  de  Ciona,  au  stade  du  premier  fuseau  de  segmentation,  les 
trois  zones  signalées  par  Conklin  et  constate  qu’elles  possèdent 
une  structure  caractéristique.  Le  plasme  jaune,  où  pénètre  le 
spermatozoïde,  est  mitochondrial;  autour  du  fuseau  de  segmen¬ 
tation  existe  un  plasme  clair  dépourvu  d’éléments  figurés,  et 
dans  l’ovule,  occupé  par  le  plasme  gris,  il  existe  quelques 
mitochondries  et  de  nombreux  grains  vitellins. 

Il  prouve  que  la  première  division  se  fait  suivant  un  plan  de 
symétrie  de  l’œuf  et  répartit  le  croissant  mitochondrial  d’une 
manière  égale  entre  les  deux  blastomères.  La  seconde  division 
est  dilïérentielle,  méridionale  comme  la  première,  mais  son  plan 
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de  segmentation  est  perpendiculaire  au  premier;  elle  engendre 
deux  blastomères,  contenant  peu  de  mitochondries  et  beaucoup 
de  boules  vitellines,  et  deux  autres,  qui  renferment  le  croissant 
mitochondrial. 

11  parvient  à  poursuivre  les  divisions  ultérieures  de  ces  quatre 
blastomères  jusqu'au  stade  de  la  gastrula,  dans  laquelle  les 
différents  organes  sont  ébauchés  et  sont  constitués  de  cellules  à 
caractères  propres  II  constate  ainsi  que  les  éléments  de  la  cliorde 
et  de  l’endoderme  sont  farcis  de  grains  vitellins  et  ne  renferment 
que  quelques  mitochondries.  Dans  les  cellules  médullaires  on 
trouve  assez  bien  de  mitochondries  et  peu  de  grains  vitellins. 
Les  cellules  ectodermiques  contiennent  plus  de  vitellus  que  les 
précédentes,  mais  moins  que  les  éléments  de  la  chorde  et  de 
l’endoderme.  Les  mitochondries  y  sont  plus  nombreuses,  mais 
moins  abondantes  que  dans  les  cellules  médullaires.  Les  cellules 
du  mésenchyme  sont  pauvres  en  éléments  figurés  de  tout  genre. 
Enfin  les  cellules  musculaires,  qui  se  forment  à  l’endroit  de 
l’œuf,  occupé  par  le  croissant  mitochondrial,  sont  bourrées  de 
mitochondries  et  ne  renferment  que  quelques  grains  vitellins. 
Toutes  ces  différenciations  apparaissent  dans  les  préparations 
avec  la  plus  grande  netteté;  elles  se  conservent  dans  le  cours  du 
développement  ultérieur. 

11  suit  de  là  :  1°  Que,  conformément  à  l’opinion  de  Conklin, 
la  position  du  croissant  jaune  permet  de  reconnaître  déjà  dans 
l’œuf  l’extrémité  antérieure  et  l’extrémité  postérieure,  le  côté 
gauche  et  le  côté  droit  du  futur  embryon. 

2°  Que  les  colorations  spéciales  des  différents  organes  sont 
dues  à  l’existence,  au  sein  de  leurs  cellules,  de  grains  vitellins  et 
de  chondriosomes  en  nombre  très  variable  et  non  à  la  présence 
de  plasmes  organogènes. 

3°  Qu’il  se  produit  au  cours  du  développement  des  divisions 
qualitativement  inégales  du  cytoplasme,  répartissant  les  maté¬ 
riaux  protoplasmiques  suivant  un  plan  rigoureusement  déter¬ 
miné. 
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Dans  une  revue  critique  (1914),  M.  Duesberg  étudie  les 
rapports  de  l’appareil  réticulé  interne  de  Golgi  avec  le  trophos- 
ponge  de  Holmgren.  Il  y  expose  des  observations  personnelles 
intéressantes  et  l’analyse  de  282  travaux. 

En  1917  il  étudie,  un  des  premiers,  les  cellules  embryon¬ 
naires  des  poissons,  au  point  de  vue  de  l’existence  et  de  la 
structure  des  chondriosomes.  Il  poursuit  leur  évolution,  notam¬ 
ment  chez  Fundulus,  sous  l’aspect  de  mitochondries  qui  finissent 
par  engendrer  des  chondriocontes.  A  ce  moment  la  structure 
des  cellules  embryonnaires  des  poissons  est  absolument  analogue 
à  celle  décrite  antérieurement  chez  le  poulet  et  le  lapin  aux 
stades  correspondants.  11  donne  ensuite  une  description  détaillée 
des  chondriosomes  dans  les  divers  organes.  Il  insiste  sur 
la  façon  dont  les  mitochondries  se  comportent  lors  de  la 
division  mitosique.  Dans  une  catégorie  de  cellules,  du  type 
séminal,  elles  sont  réparties  également  entre  les  éléments  filles; 
dans  une  autre  catégorie  leur  répartition  s’opère  d’une  façon 
inégale,  mais  suivant  un  mode  bien  déterminé  (type  des  cellules 
embryonnaires  des  Ascidiens). 

Enfin  il  termine  par  des  considérations  intéressantes  sur  la 
structure  du  protoplasme. 

En  1918,  M.  Duesberg  nous  fournit  la  première  étude  sur  les 
chondriosomes  dans  la  spermatogenèse  des  poissons.  Il  les 
décrit  chez  Fundulus  à  tous  les  stades  de  leur  évolution  pendant 
la  période  de  maturation  de  la  cellule  sexuelle  mâle.  Leur 
nombre  paraît  constant.  Dans  les  spermatides  il  en  compte,  au 
début,  environ  huit;  mais  plus  tard  ceux-ci  se  fusionnent  entre 
eux,  et  dans  le  spermatozoïde  mûr  il  en  existe  trois,  assez 
volumineux. 

En  étudiant,  en  1919,  les  cellules  interstitielles  du  testicule 
d’opossum,  l’auteur  nous  donne  une  description  détaillée  de  la 
structure  de  leur  cytoplasme  et  une  démonstration  histologique 
de  leur  rôle  sécrétoire.  Dans  leur  protoplasme  il  constate  la 
présence  d’amas  ramifiés  d’une  substance  granuleuse,  qui  se 
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continuent  dans  les  espaces  intercellulaires  et  de  là  dans  les 
vaisseaux  voisins. 

Enfin,  dans  ses  recherches  sur  l’épithélium  séminal  de  l’opos¬ 
sum  (1920),  M.  Duesberg  réfute  l’opinion  de  Jordan  au  sujet  de 
l’origine  nucléaire  des  chondriosomes.  Il  constate  que  l’évolution 
des  cellules  séminales  est  analogue  à  celle  des  éléments  des 
testicules  des  mammifères.  Il  y  signale  quelques  points  inté¬ 
ressants  :  l’élimination  de  la  coiffe  céphalique,  qui  est  absorbée 
par  la  cellule  de  Sertoli,  et  l’accouplement  des  spermatozoïdes 
par  paires,  suivant  l’un  des  bords  de  la  tête.  Il  y  poursuit 
l’évolution  d’une  partie  constituante  du  cytoplasme  encore  très 
énigmatique,  l’appareil  réticulaire  de  Golgi,  dans  les  sperma¬ 
togonies  et  les  spermatocytes  et  sa  résorption  définitive  dans  le 
lobe  cytoplasmique  des  spermatides.  Cet  appareil  n’intervient 
donc  pas  dans  la  constitution  du  spermatozoïde. 

En  accordant  le  prix  Yan  Beneden  aux  travaux  de  M.  Dues¬ 
berg  l’Académie  reconnaîtra  les  mérites  d’un  biologiste  qui 
pendant  la  période  de  1913  à  1920  a  publié  de  nombreuses 
recherches  très  intéressantes  au  sujet  de  la  structure  du  cyto¬ 
plasme  de  la  cellule  et  qui  est  parvenu  à  poursuivre,  chez  Ciona, 
la  genèse  des  parties  constituantes  de  la  plupart  des  organes 
aux  dépens  de  territoires  cellulaires,  parfaitement  déterminés  et 
d’une  morphologie  tout  à  fait  caractéristique,  de  la  cellule-œuf 
avant  sa  segmentation. 


Rapport  de  M.  Charles  Julin,  troisième  commissaire. 


Je  me  rallie  complètement  aux  termes  et  aux  conclusions  du 
rapport  de  M.  O.  Van  der  Stricht.  Comme  lui,  j’ai  donc 
l’honneur  de  proposer  à  la  Classe  des  sciences  de  l’Académie 
d’attribuer  le  prix  Yan  Beneden  à  M.  Jules  Duesberg,  professeur 
à  la  Faculté  de  médecine  de  Liège. 
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Je  me  permettrai  d’ajouter  quelques  mots  aux  considérations 
qu’a  fait  valoir  dans  son  rapport  notre  honorable  confrère  : 

1°  Les  publications  de  M.  J.  Duesberg,  que  nous  avons 
seules  le  droit  d’apprécier  (1913  à  1920),  sont  la  continuation 
d’une  période  de  sa  brillante  activité  scientifique,  dont  le  début 
remonte  à  1907.  Il  serait  injuste  de  n’en  pas  tenir  compte. 

2°  Il  convient  aussi  de  faire  ressortir  que  les  études  de 
M.  Duesberg,  et  spécialement  celles  qu’il  a  publiées  en  1917  sur 
les  Chondriosomes  dans  les  cellules  des  embryons  de  poissons  (*) 
l’ont  conduit  à  exposer  d'intéressantes  conclusions  sur  des 
questions  d’ordre  capital  en  cytologie  :  la  structure  fondamen¬ 
tale  du  protoplasma  et  la  façon  dont  les  chondriosomes  se  com¬ 
portent  au  cours  de  la  mitose. 

M.  Duesberg  est  amené  à  conclure  que  le  protoplasma  se 
compose  essentiellement  de  deux  substances  :  une  substance 
fondamentale  et  la  substance  des  chondriosomes. 

La  substance  fondamentale  présente  des  zones  de  densité 
différente,  dont  l’une  est  la  centrosphère.  Elle  loge,  en  outre, 
des  gouttelettes  de  graisse,  des  grains  de  vitellus,  éventuelle¬ 
ment,  dans  certaines  conditions  expérimentales,  les  colorants 
vitaux  qui  ne  teignent  pas  les  chondriosomes,  etc.  Les  mouve¬ 
ments  des  chondriosomes  étudiés  «  in  vivo  »  montrent  que  la 
substance  fondamentale  du  protoplasma  n’a  pas  de  stucture 
alvéolaire  ou  réticulaire,  comme  l’admettent  encore,  avec 
Bütschli,  une  foule  d’histologistes.  Cette  conception,  que 
M.  Duesberg  se  fait  du  protoplasma  des  cellules  animales,  est, 
à  mon  avis,  pleinement  confirmée,  pour  les  cellules  végétales, 
par  les  recherches  plus  récentes  de  Guillermond  et  de  Dangeard. 

En  ce  qui  concerne  la  façon  dont  les  chondriosomes  se  com¬ 
portent  au  cours  de  la  mitose,  M.  Duesberg  est  amené,  par  ses 
recherches,  à  conclure  qu’il  y  a  lieu  de  distinguer,  à  ce  sujet, 


(4)  Amer.  Journ.  of  Anatomy,  vol.  21. 
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deux  catégories  de  cellules  :  dans  les  unes,  les  chondriosomes 
se  répartissent  également  entre  les  cellules  filles  (type  :  cellules 
séminales)  ;  dans  les  autres,  leur  répartition  se  fait  d’une 
manière  inégale,  mais  suivant  un  mode  déterminé  (type  : 
cellules  embryonnaires  des  Ascidiens). 

En  somme,  M.  Duesberg  a  apporté  une  importante  contribu¬ 
tion  à  la  connaissance  de  questions  fondamentales  de  la  Cyto¬ 
logie  :  structure  du  protoplasma,  valeur  des  chondriosomes,  de 
l’appareil  réticulaire  de  Golgi  et  du  trophosponge. 

3°  Enfin,  je  terminerai  mon  rapport  par  une  dernière  consi¬ 
dération  qui  me  porte  à  proposer  d’attribuer  le  prix  Yan  Bene- 
den  à  M.  J.  Duesberg  plutôt  qu’à  feu  le  regretté  Maurice  Herlant. 
Je  ne  méconnais  nullement  l’intérêt  que  présente  le  travail  de 
M.  Herlant  sur  «  le  Cycle  de  la  vie  cellulaire  chez  l’OEuf  activé  », 
bien  qu’il  prête  à  des  critiques  sérieuses,  qu’a  fait  ressortir 
M.  O.  Van  der  Stricht,  et  que,  de  l’avis  même  de  Hauteur,  ses 
résultats  laissent  une  bien  large  part  au  champ  des  hypothèses. 
C’est  pourquoi  je  tiens  ce  Mémoire  comme  moins  important 
que  l’ensemble  des  belles  études  de  M.  Duesberg,  que  nous 
avons  eu  à  examiner  ici. 

Mais  je  me  demande,  en  outre,  si  un  prix  d’Académie  ne  doit 
pas  avant  tout  constituer  un  encouragement  aux  chercheurs. 
Or,  le  passé  scientifique  de  M.  J.  Duesberg  ne  nous  est-il  pas 
un  sûr  garant  de  son  avenir? 


Rapport  d’A.  Bracfaet,  quatrième  commissaire. 

Si,  comme  le  dit  M.  Aug.  Lameere  dans  son  rapport,  on 
peut  trouver  dans  la  production  scientifique  belge  les  noms  de 
plusieurs  auteurs  dont  les  travaux  mériteraient  le  prix  Yan 
Beneden,  j’ai  comme  lui  la  conviction  que  le  travail  de  cytologie 
expérimentale  de  feu  Maurice  Herlant  sur  «  le  Cycle  de  la  vie 
cellulaire  de  l’OEuf  activé  »  dépasse  tous  les  autres  par  l’ori¬ 
ginalité  des  idées  et  des  méthodes,  par  la  portée  des  résultats 
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obtenus,  par  la  clarté  et  la  hauteur  de  vues  avec  lesquelles  les 
faits  et  les  conclusions  sont  exprimés. 

Mais  deux  des  rapporteurs  désignés  par  l’Académie,  MM.  Yan- 
der  Stricht  et  Julin  ont  fait  à  ce  travail  des  objections  qu’ils 
jugent  suffisantes  pour  qu’il  ne  soit  placé  qu’en  seconde  ligne. 
Je  ne  puis  partager  cette  manière  de  voir  et  je  désire,  dans  ce 
rapport,  en  donner  les  raisons. 

On  reproche  spécialement  à  Herlant  la  phrase  suivante  : 
«  l’anaphase,  en  d’autres  termes,  représente,  non  pas  la  fin 
mais  le  début  d’un  cycle  cellulaire  ».  Je  crois,  cependant,  que 
cette  phrase  exprime  l’un  des  résultats  les  plus  importants  du 
travail.  Il  ressort,  en  effet,  des  recherches  expérimentales  de 
l’auteur,  que  le  cycle  de  la  vie  cellulaire  d’un  œuf  activé  ou  d’un 
blastomère,  vie  qui  ne  se  caractérise,  dans  le  cas  volontairement 
choisi  par  Herlant,  que  par  une  division,  commence  toujours 
par  une  période  de  perméabilité.  Celle-ci,  dans  les  deux  ou  dans 
les  quatre  premiers  blastomères,  apparaît  à  l’anaphase  de  la 
mitose  d’où  sortira,  anatomiquement ,  le  blastomère  considéré. 
La  vie  propre  de  ce  dernier  commence  donc  dès  ce  moment, 
c’est-à-dire  que  si  morphologiquement  il  n’est  pas  encore  une 
cellule  délimitée  de  toutes  parts,  il  l’est  déjà  physiologiquement. 
Herlant  démontre  par  là,  et  cela  me  semble  fort  intéressant, 
que  les  aspects  que  fait  connaître  la  cytologie  descriptive  sont 
provoqués  par  des  phénomènes  physiques,  chimiques  ou  plus 
généralement  physiologiques,  qui  sont  la  condition  préalable  de 
leur  réalisation.  De  ce  point  de  vue  on  ne  peut  que  considérer 
comme  très  suggestive  la  formule  par  laquelle  Herlant  traduit 
les  faits  expérimentaux. 

On  objecte  encore  que  l’auteur  a  perdu  de  vue  que,  durant 
l’ontogenèse,  le  cycle  cellulaire  peut  varier  notablement  selon  les 
éléments  considérés  et  que  les  choses  ne  se  passent  pas  de  même 
dans  l’œuf  segmenté,  où  les  blastomères  se  divisent  sans  arrêt,  et 
dans  les  cellules  de  la  grande  majorité  des  tissus,  où  les  divisions 
sont  rares  et  ne  s’opèrent  qu’après  une  longue  période  de  repos. 
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On  pourrait  répondre  à  cette  objection  que,  dans  les  tissus  et  les 
organes,  nous  ne  connaissons  que  les  étapes  morphologiques  du 
cycle  cellulaire,  mais  de  plus  et  surtout,  que  la  soi-disant 
période  de  repos  est  souvent,  sinon  toujours,  une  période 
d’activité  fonctionnelle  spécifique,  généralement  intercalée  entre 
deux  cycles  mitotiques  et  dont  l’absence,  dans  l’œuf  en  segmen¬ 
tation,  a  l’immense  avantage  d’y  laisser  ces  cycles  dans  un  état 
de  pureté  qui  permet  leur  analyse  expérimentale.  C’est  d’ailleurs 
pour  cette  raison  que  Herlant  a  choisi  l’œuf  d’Oursin  comme 
objet  de  ses  études. 

Mais  il  convient,  en  outre,  de  remarquer  que  si  Herlant  a 
établi  l’existence  de  périodes  de  perméabilité  dans  l’œuf  en 
segmentation  et  en  a  déterminé  la  durée  chez  l’Oursin,  il  n’a 
pas  dit  que  cette  durée  était  la  même  partout.  La  période  de 
perméabilité  qui  commence  à  l’anaphase  est  courte  dans  un 
blastomère  qui  doit  subir  une  longue  série  de  divisions;  elle 
peut  être  bien  plus  longue  dans  l’embryon,  où  les  mitoses  sont 
séparées  par  des  phases  dites  de  repos,  mais  en  réalité  d’activité 
spéciale,  dont  l’étude  analytique  est  un  tout  autre  problème  que 
celui  dont  Herlant  cherchait  la  solution. 

Je  crois  enfin  que  c’est  aussi  en  raison  d’une  confusion  entre 
les  aspects  morphologiques  et  les  facteurs  physico-chimiques 
qui  les  conditionnent  que  l’on  a  pu  critiquer  la  phrase  de  Her¬ 
lant:  «l’aster  mâle,  la  copulation  des  pronucléi  représenteraient 
l’anaphase  et  la  télophase  de  la  dernière  mitose  de  maturation  ». 
Cette  phrase  paraît,  en  effet,  en  opposition  absolue  avec  toutes 
nos  idées,  mais  sa  signification  véritable  ressort  clairement 
quand  on  lit,  à  la  page  précédente  (572)  :  «  l’activation,  en 
d’autre  termes,  équivaudrait  physiologiquement  à  l’achèvement 
d’une  division  cellulaire.»  Encore  que  cette  idée  ne  soit  exprimée 
que  sous  une  forme  hypothétique,  elle  est  séduisante  et  a  le 
mérite  de  faire  entrevoir  une  explication  plausible  de  faits  fort 
obscurs. 

Messieurs  Yan  der  Stricht  et  Julin  opposent  à  Maurice  Her- 
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lant,  comme  lauréat  du  prix  Van  Beneden,  M.  Jules  Duesberg, 
professeur  à  l’Université  de  Liège. 

J’ai  la  plus  grande  estime  pour  les  travaux  de  M.  Duesberg, 
qui  est  incontestablement  un  histologiste  très  distingué  et  à  qui 
la  science  est  redevable  d’acquisitions  intéressantes;  mais  ses 
travaux,  à  mon  avis,  n’ont  pas  l’originalité  ni  la  personnalité 
de  ceux  de  Maurice  Herlant. 

Sans  doute,  M.  Duesberg  a  beaucoup  contribué  à  augmenter 
nos  connaissances  sur  l’évolution  de  l’appareil  mitochondrial 
dans  diverses  espèces  cellulaires,  et  tout  le  monde  s’accorde  à  lui 
reconnaître  une  compétence  spéciale  dans  ce  chapitre  important 
de  la  cytologie,  mais  les  découvertes  qu’il  a  faites  ne  sortent  pas 
d’un  cadre  déjà  construit. 

Ainsi,  dans  le  travail  qui,  à  mon  sens,  est  le  plus  important 
de  ceux  qu’il  a  publiés  pendant  la  période  que  nous  avons  à 
envisager,  M.  Duesberg,  après  avoir  montré  que  le  spermatozoïde 
de  Giona  est,  à  quelques  détails  près,  constitué  comme  les 
autres,  situe  fort  exactement  la  répartition  des  mitochondries 
dans  l’œuf  à  divers  stades  de  son  développement;  mais  c’est  là, 
il  faut  bien  le  reconnaître,  un  complément,  d’ailleurs  fort  inté¬ 
ressant,  aux  recherches  déjà  anciennes  d’Ed.  Van  Beneden  et 
Julin,  et  surtout  à  celles,  plus  récentes  et  d’ordre  à  la  fois 
descriptif  et  expérimental,  de  Conldin.  Les  questions  fondamen¬ 
tales  de  la  polarité  de  l’œuf,  de  sa  symétrie  bilatérale,  de  sa 
segmentation  qualitativement  inégale,  des  déplacements  de 
matériaux  provoqués  en  lui  par  la  pénétration  du  spermatozoïde, 
de  ses  localisations  germinales,  avaient  déjà  reçu  une  solution 
que  M.  Duesberg  a  très  généralement  confirmée.  Les  détails 
cytologiques  nouveaux  qu’il  a  fait  connaître  sont  à  coup  sûr 
intéressants  et  utiles,  mais  ils  complètent  surtout  une  œuvre 
déjà  largement  ébauchée. 

il  est  vrai  que  M.  Duesberg,  comme  Meves  et  quelques  autres, 
considère  les  mitochondries  comme  étant  un  véritable  idioplasme 
au  sens  où  l’entendait  Nàgeli.  Mais  ce  n’est  là  qu’une  vue  spécu- 
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lative  fort  discutable  et  fort  discutée,  et  au  sujet  de  laquelle  j’en 
aurai  dit  assez  en  rappelant  qu’un  grand  nombre  d’auteurs 
localisent  cet  idioplasme  dans  le  noyau  et  invoquent,  en  faveur 
de  leur  manière  de  voir,  des  arguments  qui  ne  sont  pas  moins 
forts  que  ceux  de  leurs  adversaires. 

En  conclusion,  je  propose  que  l’Académie  accorde  le  prix 
Yan  Beneden  à  feu  Maurice  Herlant,  en  raison  de  la  grande 
personnalité  dont  témoigne  son  œuvre,  de  la  nouveauté  des 
idées  et  des  méthodes  et  des  belles  promesses  d’avenir  qu’elles 
renferment.  En  se  ralliant  à  cette  proposition,  la  Classe  encou¬ 
ragera  les  chercheurs  à  introduire  les  méthodes  expérimentales 
dans  l’étude  analytique  de  la  cytologie  et  de  l’embryologie. 


CONCOURS  DE  1921. 

Sciences  mathématiques  et  physiques. 

PREMIÈRE  QUESTION. 

Apporte r  une  contribution  à  l’étude  des  propriétés  des  fonc¬ 
tions  analytiques  qui  ne  prennent  pas  certaines  valeurs  dans  un 
domaine  donné .  —  Prix  :  1 ,000  francs. 

Rapport  de  M.  Ch. -J.  de  la  Vallée  Poussin,  premier  commissaire. 

La  question  à  laquelle  répond  le  mémoire  que  je  vais  analy¬ 
ser  a  été  posée,  sur  ma  proposition,  par  la  Classe  des  sciences 
pour  le  concours  de  1914.  Cette  question  m’avait  été  suggérée 
par  un  important  mémoire  de  M.  Paul  Montel  :  Sur  les  fonctions 
analytiques  qui  admettent  des  valeurs  exceptionnelles ,  dans 
lequel  le  savant  auteur  définit  et  étudie  pour  la  première  fois 
les  familles  normales  de  fonctions  -(*). 


(*)  Annales  scientifiques  de  VÉcole  normale  supérieure,  1912. 
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Une  famille  de  fonctions  est  normale  si  de  toute  suite  infinie 
de  cette  famille  on  peut  extraire  une  suite  qui  converge  unifor¬ 
mément  vers  une  fonction  limite  finie  ou  vers  l’infini.  Yoici  le 
théorème  fondamental  de  M.  Montel  :  Une  famille  de  fonctions 
admettant  trois  valeurs  exceptionnelles ,  n  admettant  pas  les 
valeurs  0,  \ ,  oc,  par  exemple,  est  une  famille  normale  Ce  théo¬ 
rème  permet  de  faire  une  synthèse  extrêmement  simple  et 
élégante  des  théorèmes  classiques  de  MM.  Picard,  Landau, 
Schottky,  etc.,  relatifs  à  la  théorie  des  fonctions  uniformes. 
M.  Montel  donne  aussi,  dans  ce  même  mémoire,  la  définition 
des  familles  quasi  normales  et  en  établit  d’importantes  proprié¬ 
tés.  J’aurai  l’occasion  d’y  revenir  tout  à  l’heure. 

Un  mémoire  répondant  à  la  question  posée  par  la  Classe  des 
sciences  fut  adressé  au  secrétariat  de  l’Académie  en  1914.  Le 
manuscrit  qui  devait  m’être  envoyé  pendant  le  mois  d’août  de 
cette  année  ne  me  parvint  jamais.  Il  disparut  dans  la  tourmente 
et  personne  ne  sait  ce  qu’il  est  devenu.  Mais  l’auteur,  qui  n’était 
autre  que  M.  Montel  lui-même,  en  avait  gardé  une  copie  et  le 
travail  fut  publié  en  1916  dans  les  Annales  de  l’Ecole  normale 
supérieure.  Il  a  pour  titre  :  Sur  les  familles  normales  de  fonc¬ 
tions  analytiques.  J’exprime,  en  cette  occasion,  à  M.  Montel 
tout  le  regret  que  j’éprouve  de  n’avoir  pu  le  proposer  alors 
comme  lauréat,  car  j’estime  que  son  étude  était  originale  et 
profonde  et  qu’elle  eût  fait  grand  honneur  à  nos  publications. 

Le  mémoire  présenté  aujourd’hui  à  l’Académie  se  rattache 
très  étroitement  au  premier  article  de  M.  Montel.  Il  a  pour 
objet,  comme  l’indique  son  titre,  l’étude  des  familles  quasi 
normales.  Cette  étude,  qui  n’était  qu’ébauchée  dans  l’article  cité 
de  M.  Montel,  est  poussée  beaucoup  plus  loin  dans  celui-ci,  et 
nous  allons  en  faire  une  analyse  très  succincte. 

L’auteur  précise  d’abord  la  définition  des  familles  quasi 
normales  en  introduisant  la  notion  d'ordre  :  Une  famille  de 
fonctions  est  quasi  normale  dans  un  domaine  D  si  elle  devient 
normale  après  l’exclusion  d’un  nombre  limité  de  points  fixes 
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appelés  points  irréguliers.  La  famille  est  d’ordre  p  si  le  nombre 
des  points  irréguliers  ne  surpasse  pas  p.  Il  existe  un  théorème 
fondamental,  analogue  à  celui  rappelé  au  début  pour  les  familles 
normales,  et  qui  met  aussi  en  lumière  le  rôle  des  valeurs  excep¬ 
tionnelles  :  En  particulier ,  une  famille  de  fonctions  holomorphes 
est  quasi  normale  dans  un  domaine ,  si  les  fonctions  de  la  famille 
ne  peuvent  y  prendre  plus  de  p  fois  la  valeur  0  ni  plus  de  q  fois 
la  valeur  I . 

L'ordre  de  cette  famille  est  égal  au  plus  petit  nombre  p  ou  q. 

L’auteur  étudie  d’abord  sous  quelles  conditions  supplémen-  - 
taires  on  pourra  affirmer  qu’une  famille  quasi  normale  est 
normale  dans  un  domaine  D.  Il  en  est  ainsi  si  la  famille  est 
bornée  dans  tout  domaine  intérieur  à  D  ;  et,  plus  généralement, 
si  la  famille  est  bornée  en  p  -f-  1  points  fixes  de  D  (p  étant 
l’ordre  de  la  famille).  Mais  voici  le  résultat  le  plus  général  : 
Une  famille  quasi  normale  d’ordre  p  sera  normale  et,  de  plus, 
bornée  dans  tout  domaine  D,  intérieur  à  D,  si  les  fonctions  et 
un  certain  nombre  de  leurs  dérivées  sont  simplement  bornées 
en  un  certain  nombre  de  points  fixes  de  D,  pourvu  que  le 
nombre  de  ces  conditions  soit  p  -f-  1.  Si  l’on  se  rappelle  qu’une 
famille  de  fonctions  ne  prenant  pas  plus  de  p  fois  les  valeurs 
0  et  1  est  quasi-normale  d’ordre  p,  ce  théorème  fournit  une 
extension  extrêmement  précise  du  théorème  de  Schottky. 
L’auteur  applique  encore  ces  principes  aux  fonctions  pluriva- 
lentes  et  retrouve  par  cette  voie  d’intéressantes  propositions 
dues  à  MM.  Koebe,  Plemelj,  Fatou,  etc. 

Le  premier  chapitre  se  termine  par  divers  théorèmes  sur  la 
convergence,  parmi  lesquels  je  ne  retiendrai  que  celui-ci  : 

Pour  quune  suite  convergente  converge  uniformément ,  il 
faut  et  il  suffit  que  la  suite  forme  une  famille  quasi 
normale. 

Dans  le  chapitre  II,  nous  trouvons  l’extension  du  théorème 
de  M.  Landau  au  cas  des  familles  quasi  normales  d’ordre  p. 
Cette  extension  avait  été  tentée  et  partiellement  réussie  par 
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M.  Montel  en  1912.  Elle  est  faite  ici  d’une  manière  complète 
et  elle  se  précise  dans  le  théorème  suivant  : 

Soit  f(x)  une  fonction  holomorphe  dans  le  voisinage  de 
l'origine  et  représentée  par  le  développement 

f{x)  =  a0  -{-  a±x  +  •  •  •  +  apxP  +  Up+i%p+i  +  •  *  • 

où  ap+17^0;  il  existe  un  nombre  R  ne  dépendant  que  de  a0, 
aA,  . . . ,  a P+1  tel  que ,  dans  un  cercle  de  rayon  supérieur  à  R,  ou 
la  fonction  cesse  d'être  holomorphe ,  ou  elle  prend  de  p  fois  l'une 
des  valeurs  0  ou  1.  Si  p  =  0,  on  retombe  sur  le  théorème  de 
M.  Landau. 

Dans  cet  énoncé,  on  fixe  la  valeur  de  f(x)  et  de  ses  p  -j-  1 
premières  dérivées  en  un  point  fixe  (l’origine).  Au  lieu  de  cela, 
on  pourrait  assigner  la  valeur  de  f[x )  en  p  -f-  2  points  fixes,  ou 
encore  les  valeurs  de  f(x)  et  de  ses  dérivées  successives  en 
un  certain  nombre  de  points;  mais  il  faut  qu’il  y  ait  en  tout 
p  — |—  2  conditions  incompatibles  pour  un  polynôme  de  degré  p. 

Dans  le  troisième  et  dernier  chapitre,  l’auteur  applique  les 
résultats  obtenus  à  l’étude  d’une  fonction  uniforme  dans  le 
voisinage  d’un  point  critique  isolé.  11  suppose  qu’il  existe  un 
chemin  conduisant  au  point  critique  sur  lequel  la  fonction  est 
bornée,  ce  qui  a  certainement  lieu  dans  le  cas  d’une  valeur 
asymptotique,  et  il  montre  que  l’on  peut  apporter  des  précisions 
sur  la  distribution  des  modules  et  des  arguments  des  racines  de 
f(x)  —  a  au  voisinage  du  point  critique,  sauf  pour  une  seule 
valeur  exceptionnelle  de  a.  Ce  sont  là  des  résultats  extrêmement 
importants  qui  s’apparentent  au  théorème  si  profond  de 
M.  Picard. 

On  voit  par  ce  rapide  aperçu  que  le  mémoire  soumis  au 
jugement  de  l’Académie  est  une  contribution  considérable  à  la 
théorie  des  fonctions  analytiques  et  qu’il  répond  pleinement 
à  la  question  proposée.  Il  contient  un  grand  nombre  de  résultats 
nouveaux  et  fournit  un  nouveau  témoignage  de  la  fécondité  des 
méthodes  introduites  dans  l’analyse  par  M.  Paul  Montel.  J’ai 
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l’honneur  de  proposer  à  la  Glasse  de  décerner  le  prix  à  l’auteur 
du  Mémoire. 

Avis  de  M.  Deruyts,  deuxième  commissaire. 

Je  me  rallie  avec  plaisir  à  la  proposition  du  savant  premier 
commissaire. 


Avis  de  M  A.  Demoulin,  troisième  commissaire. 

Je  me  rallie  bien  volontiers  à  la  proposition  de  mes  savants 
confrères. 


DEUXIÈME  QUESTION. 

On  demande  une  contribution  à  l’étude  des  transformations 
birationnelles  dans  un  espace  à  plus  de  deux  dimensions .  — 
Prix  :  1,000  francs. 


Rapport  de  M.  Stuyvaert,  premier  commissaire. 

En  1908,  J.  de  Tries  a  eu  l’idée  d’étudier  les  transformations 
de  l’espace  qui  changent  des  droites  en  cubiques  gauches  et 
d’appliquer  ces  transformations  à  des  congruences  linéaires  de 
droites  pour  en  déduire  des  congruences  linéaires  de  cubiques 
gauches. 

En  1909,  L.  Godeaux  a  énuméré  les  types  de  congruences  de 
cubiques  gauches  obtenues  par  ce  moyen. 

Les  travaux  de  ce  dernier  géomètre  sont  familiers  à  l’auteur 
du  Mémoire  qui  nous  est  soumis.  Il  les  cite  et  peut-être  s’en 
est-il  inspiré  pour  son  mémoire  actuel. 

En  effet,  c’est  en  quelque  sorte  la  même  question  prise  par 
un  autre  bout.  Le  sujet  actuel  est  bien  une  catégorie  de  trans¬ 
formations  de  l’espace,  et  à  ce  titre  il  rentre  dans  la  question 
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posée  par  la  Classe  des  sciences.  Mais,  en  étudiant  les  variétés 
de  ces  transformations,  l’auteur  ne  manque  pas  de  signaler  celles 
qui  donnent  des  congruences  linéaires  de  cubiques  gauches. 

Voici  quelle  est  la  transformation  définie  par  l’auteur,  à  son 
chapitre  II,  sous  le  nom  de  tranformation  de  Jonquières  de 
l'espace  : 

On  considère  deux  faisceaux  homographiques  de  plans  et 
deux  congruences  linéaires  de  droites  entre  lesquelles  existe 
une  certaine  correspondance  birationnelle  B. 

Par  un  point  P  de  l’espace,  *il  passe  un  plan  du  premier 
faisceau  et  une  droite  de  la  première  congruence;  il  y  correspond 
un  plan  du  second  faisceau  et,  grâce  à  0,  une  droite  de  la  seconde 
congruence;  d’où  un  point  d’intersection  Q  répondant  à  P. 

Ceci  exige  au  préalable  l’existence  de  correspondances  Irra¬ 
tionnelles  B  entre  rayons  de  deux  congruences  linéaires,  et 
l’auteur  du  Mémoire  définit  en  effet  ces  correspondances  en  son 
chapitre  Ier. 

Dans  deux  plans,  choisis  de  façon  à  échapper  aux  exceptions, 
mais  d’ailleurs  arbitraires,  les  traces  des  droites  des  deux 
congruences  linéaires  se  correspondent  dans  une  transformation 
Cremona,  plane.  A  cette  occasion,  l’auteur  rappelle  les  propriétés 
de  ces  transformations  planes.  Il  omet  la  propriété  que  ces 
transformations  se  décomposent  en  inversions  et  collinéations, 
omission  probablement  volontaire,  la  propriété  en  question 
étant  ici  sans  application  sérieuse. 

En  spécialisant  chacune  des  congruences  et  combinant,  on 
obtient  des  cas  particuliers.  L’examen  de  ceux-ci  occupe  le 
reste  du  Mémoire.  Quelques-uns  sont  impossibles.  Fauteur  le 
démontre. 

Le  travail  répond  à  la  question  posée,  fait  faire  à  la  théorie 
des  transformations  de  l’espace  un  progrès  qui  n’est  pas  négli¬ 
geable,  grâce  à  une  idée  originale,  judicieusement  appliquée. 
Les  résultats  sont  neufs  et  suffisamment  nombreux  pour  mériter 
l’attribution  du  prix. 
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Avis  de  M.  J.  Neuberg,  deuxième  commissaire. 

Je  me  rallie  volontiers  aux  conclusions  si  bien  motivées  du 
premier  commissaire. 

Avis  de  M.  G.  Servais,  troisième  commissaire. 

J’approuve  les  précédentes  conclusions  concernant  l’intéres¬ 
sant  Mémoire  qui  nous  a  été  soumis. 

Sciences  naturelles. 

Troisième  question. 

On  demande  des  recherches  originales  sur  l'hérédité  dans  des 
types  végétaux .  —  Prix  :  1,000  francs. 

Rapport  de  M.  Em.  Marchai,  premier  commissaire. 

Le  mémoire  présenté  en  réponse  à  la  troisième  question  du 
Concours  annuel  de  la  Classe  des  sciences,  portant  la  devise 
Prius  (aborare,  deinde  philosophait ,  est  intitulé  :  Recherches 
expérimentales  sur  l’hérédité  chez  «  Campanula  Medium  ». 

Les  observations  originales  qui  y  sont  consignées  concernent 
plusieurs  ordres  de  faits  :  des  manifestations  de  l’hérédité  mendé¬ 
lienne  et  des  cas  de  mutation. 

Dans  le  premier  ordre  d’idées,  l’auteur  s'est  appliqué  à 
débrouiller  la  génétique  des  couleurs  chez  cette  espèce.  Le 
problème  était  assurément  ardu  :  Campanula  Medium  étant 
un  type  à  fécondation  habituellement  allogame,  les  formes 
que  l’on  rencontre  dans  les  cultures  constituent  des  hybrides 
complexes  dont  il  fallait  tout  d’abord  extraire,  par  une  série  de 
générations  issues  d’autofécondations,  des  lignées  homozygotes. 

Ce  travail  de  purification  exécuté,  il  fallait  réaliser,*  avec  les 
divers  types  purs  obtenus,  les  combinaisons  les  plus  variées, 
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noter  les  caractères  des  hybrides  directs  (F1),  puis  porter  toute 
son  attention  sur  les  produits  de  Fautofécondation  de  ces 
hybrides  de  première  génération.  C’est  en  effet  à  la  F2,  pour 
employer  la  terminologie  des  génétistes,  que  se  déclanchent 
les  disjonctions  qui  sont  les  manifestations  les  plus  aptes  à 
éclairer  sur  la  nature  et  le  jeu  des  facteurs  héréditaires  en 
présence. 

Enfin  il  s’agissait  d’interpréter  les  résultats. 

Bien  que  l’exposé  trop  succinct  de  l’auteur  ne  permette  pas 
de  se  rendre  un  compte  bien  exact  de  l’ampleur  des  opérations 
génétiques  effectuées,  il  semble  cependant  que  le  programme 
que  je  viens  d’esquisser  a  été  exécuté  avec  le  soin,  la  méthode  et 
la  continuité  désirables,  et  cela  malgré  les  difficultés  normales 
ou  accidentelles  auxquelles  se  heurte  toujours  ce  genre  d’expé¬ 
rimentation. 

Parmi  ces  aléas  l’auteur  signale  à  juste  titre  le  fait  de  la 
fréquente  trisannualité  de  Campanula  Medium.  Les  graines 
de  cette  espèce  ne  mûrissent  normalement  dans  la  Belgique 
moyenne  que  vers  la  fin  juillet;  elles  ne  peuvent  être  utilement 
semées  qu’en  juin  de  l’année  suivante.  Deux  années,  ou  même 
trois  années  (en  cas  de  trisannualité)  entières,  s’écoulent  ainsi 
entre  deux  générations  successives  de  cette  plante,  ce  qui 
prolonge  beaucoup  l’expérimentation. 

L’hypothèse  à  laquelle  l’auteur  a  recours  pour  expliquer  la 
genèse  des  diverses  colorations  des  fleurs  chez  Campanula 
Medium  me  paraît  établie  sur  une  saine  interprétation  des 
résultats  expérimentaux. 

Elle  consiste  à  admettre  l’existence  de  quatre  facteurs  dont 
les  réactions  mutuelles  amènent  la  production  des  cinq  types 
principaux  de  coloration  existants. 

Les  interactions  de  ces  facteurs  sont,  pour  les  uns,  de  la 
nature  de  celles  dont  Correns  admet  l’intervention  dans  le  cas 
de  Liharia  maroccana  (action  sur  un  facteur  A,  présence 
d’anthocyanine,  d’un  facteur  B,  réaction  alcaline);  pour  les 
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autres,  de  la  nature  des  réactions  que  Bateson  a  étudiées  dans 
les  croisements  de  Lathyrus  odoratas  (action  sur  un  facteur  A 
de  coloration  d’un  facteur  R  révélateur,  en  l'absence  duquel 
A  est  sans  effet,  et  d’un  facteur  Y,  vireur  qui  renforce  la  teinte 
fondamentale). 

Quoi  qu’il  en  soit,  la  conception  de  l’auteur  est  originale  et 
constitue  une  acquisition  importante  de  la  génétique;  elle 
permettra  sans  doute  de  faire  la  lumière  sur  d’autres  cas  de 
variations  du  coloris  chez  des  espèces  polychromes. 

Dans  une  seconde  série  d’essais,  l’auteur,  confirmant  des  résul¬ 
tats  obtenus  par  Correns,  établit  définitivement  le  caractère 
«  dominant  »  de  la  calycanthémie  chez  Campanula  Medium. 
Il  ne  se  déclare  pas  encore  en  mesure  de  définir  les  facteurs  qui 
déterminent  les  différents  degrés  de  métamorphose  pétaloïde 
des  sépales  :  il  continue  ses  investigations  dans  cette  voie. 

La  découverte  et  l’étude  d’un  type  aberrant  de  Campanula 
Medium  que  l’auteur  qualifie  de  type  «  monanthe  »  me  paraît 
d’un  réel  intérêt.  Sa  généalogie  semble  établir  que  cette  forme 
ne  peut  être  considérée  comme  une  néo-combinaison  mendé¬ 
lienne,  mais  bien  comme  une  véritable  mutation  qui  se  main¬ 
tient  à  l’état  potentiel  dans  certaines  lignées  et  se  manifeste  en 
apparitions  brusques  et  capricieuses. 

Notons  encore  que  le  fait  d’avoir  pu  imposer,  par  des  croise¬ 
ments  appropriés,  le  caractère  calycanthème  et  les  diverses 
colorations,  à  la  forme  monanthe,  constitue  une  élégante 
démonstration  de  la  puissance  créatrice  de  l’hybridation. 

Enfin  l’auteur  effleure  encore  quelques  autres  faits  intéres¬ 
sants  de  la  génétique  de  Campanula  Medium;  mais  c’est  là  plutôt 
l’exposé  d’un  programme  que  l’on  doit  souhaiter  voir  réaliser. 

Dans  l’ensemble,  le  mémoire  donne  l’impression  d’une  étude 
en  très  bonne  voie  d’exécution,  ayant  fourni  déjà  des  résultats 
très  importants  et  dont  on  semble  pouvoir  attendre  encore 
davantage. 
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Toutefois,  les  faits  acquis  dans  l’étude  de  l’hérédité  des  cou¬ 
leurs  et  dans  celle  de  la  mutation  monanthe  de  Campanula 
Medium  apportent,  à  eux  seuls,  une  contribution  suffisamment 
importante  et  originale  à  la  connaissance  génétique  d’une 
espèce  végétale  pour  constituer  une  réponse  très  satisfaisante  à 
la  question  posée. 

C’est  pourquoi  je  n’hésite  pas  à  proposer  le  couronnement  du 
Mémoire  présenté. 

Quant  à  sa  publication,  elle  devra  être  subordonnée  à  une 
révision  très  sérieuse  du  manuscrit  dans  le  but  d’en  rendre  la 
rédaction  et  la  facture  générale  plus  conformes  aux  bonnes  tra¬ 
ditions  de  nos  recueils  académiques. 

Avis  de  M.  A.  Gravis,  deuxième  commissaire. 

Je  déclare  approuver  le  rapport  si  complet  du  premier 
commissaire.  J’adopte  ses  conclusions,  en  pensant,  comme  lui, 
que  certaines  interprétations  données  par  l’auteur  gagneraient 
à  être  revisées  et  simplifiées. 


Avis  de  M.  Massart,  troisième  commissaire. 


J'estime,  comme  les  savants  commissaires  précédents,  que  le 
travail  présenté  mérite  le  prix. 
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COMMUNICATIONS  ET  LECTURES. 


Géométrie.  —  Sur  la  Géométrie  du  Tétraèdre, 

( Première  communication) > 
par  Cl.  SERVAIS,  membre  de  l’Académie. 


1 .  L’axe  de  révolution  s  d’une  quadrique  2  conjuguée  au 
tétraèdre  ABCD  est  une  directrice  du  système  réglé  (hahbhchd) 
des  hauteurs  de  ce  tétraèdre.  Soient  O,  S  deux  points  conjugués 
harmoniques  par  rapport  aux  foyers  singuliers  de  la  surface  S  ; 
a-  le  plan  polaire  du  point  S.  Le  plan  polaire  CD  S  de  la  trace  T 
de  la  droite  AB  sur  le  plan  a-  est  normal  à  la  droite  O  T,  par 
suite  du  choix  des  points  O,  S.  Il  en  résulte  que  le  plan  mené 
par  le  point  O  normal  à  l’arête  CD  du  tétraèdre  coupe  l’arête 
opposée  AB  en  un  point  T  du  plan  a-.  Par  conséquent, 

D’un  point  quelconque  O  de  V hyperboloide  des  hauteurs 
ha,  hb,  hc,  hd  du  tétraèdre  ABCD,  on  abaisse  des  perpendicu¬ 
laires  a,  b,  c,  d  sur  les  faces  de  ce  tétraèdre;  les  six  points 

(AB,  ab)  (AC,  ac)  (Al),  ad) 

(BC,  bc)  (BD,  bd)  (CD,  cd) 

sont  dans  un  même  plan  <7  perpendiculaire  ci  la  directrice  s  du 
système  réglé  (hahbhchd)  issue  du  point  O  (*). 

Ce  plan  a-  est  le  plan  de  contact  de  la  sphère  (O)  de  centre  O 
circonscrite  à  la  quadrique  2  conjuguée  au  tétraèdre  ABCD  et 
ayant  pour  axe  de  révolution  la  directrice  s. 


(*)  Un  groupe  de  trois  Tétraèdres.  (Bulletins  de  l’Académie  royale  de  Belgique, 
février,  1921,  p.  61.) 
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Le  point  O  de  l’hyperboloïde  des  hauteurs,  le  plan  a-  et  la 
sphère  (O)  sont  dits  associés  relativement  au  tétraèdre. 

Tout  plan  cr  normal  à  une  directrice  quelconque  s  du  système 
réglé  (hahbhchd)  est  associé  à  un  point  O  de  l’hyperboloïde 
(, hahbhchd ).  Car  il  est  le  plan  de  contact  d’une  sphère  (O)  et  de 
la  quadrique  S  conjuguée  au  tétraèdre  et  ayant  pour  axe  de  révo¬ 
lution  la  directrice  s.  Du  centre  O  de  cette  sphère,  on  déduit  le 
plan  considéré  a-  par  la  propriété  énoncée. 

Corollaire.  —  Le  centre  d’une  quadrique  de  révolution  conju¬ 
guée  au  tétraèdre  AB  CD  et  le  plan  associé  sont  deux  éléments 
incidents  et  réciproquement. 

2.  Les  pôles  A  et  At  du  plan  B  CD  relativement  à  la  qua¬ 
drique  S  et  à  la  sphère  circonscrite  (O)  sont  alignés  sur  le  pôle 
de  contact  S  de  ces  deux  surfaces.  Donc 

Le  tétraèdre  AB  CD  et  son  réciproque  A1B1C1D1  relativement 
à  la  sphère  (O)  associée  au  point  O  de  /’ hyper boloïde  des  hau¬ 
teurs  du  tétraèdre  A1B1C1D1  sont  homologiques.  Le  centre  et  le 
plan  d’ homologie  sont  le  pôle  et  le  plan  de  contact  de  la 
sphère  (O)  et  de  la  quadrique  de  révolution  S  conjuguée  au 
tétraèdi'e  AB  CD  et  circonscrite  à  la  sphère  (O). 

Les  sphères  (O)  associées  aux  points  de  V  hyper  boloïde 
(hahbhchd)  jouissent  seules  de  la  propriété  que  les  tétraèdres 
réciproques  AB  CD,  A1B1C1D1  sont  homologiques. 

En  effet,  soient  S  et  <7  le  centre  et  le  plan  d’homologie  de 
deux  tétraèdres  AB  CD,  A1B1C1D1  réciproques  relativement  à 
une  sphère  (O).  Le  produit  de  l’homologie  (S,  <r,  AAJ  par  la 
polarité  définie  par  la  sphère  (O)  est  une  réciprocité  qui  fait 
correspondre  aux  sommets  A,  B,  C,  D  les  faces  opposées  du 
tétraèdre  AB  CD.  Cette  réciprocité  invol utive  définit  une  qua- 
"drique  2  conjuguée  au  tétraèdre  AB  CD  et  circonscrite  à  la 
sphère  (O)  dans  le  plan  d’homologie  <7;  la  surface  £  est  donc  de 
révolution. 
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3.  Les  faces  du  tétraèdre  A1B1C1D1  rencontrent  les  diamètres 
OA,  O  B,  OC,  OD  respectivement  aux  points  A2,  B2,  C2,  D2 
conjugués  respectifs  des  points  A,  B,  G,  D  relativement  à  la 
sphère  (O).  Les  intersections  aoq,  yyt,  SB±  des  faces  homo¬ 
logues  des  tétraèdres  ABCD,  A1B1C1D1  sont  dans  le  plan 
d’homologie  7.  Une  droite  quelconque  /  de  ce  plan  7  rencontre 
les  faces  du  tétraèdre  ABCD  aux  points  A',  B',  G',  D'  situés 
respectivement  sur  les  droites  aoq,  (3^,  yy1?  88A.  Les  couples 
de  droites  (AA2,  A2A'),  (BB2,  B2B'),  (GC2,  C2C'),  (DD2,  D2D') 
sont  donc  rectangulaires,  et  les  sphères  décrites  sur  les  segments 
AA',  BB',  CG',  DD'  comme  diamètres  coupent  orthogonalement 
la  sphère  (O).  Par  suite, 

Une  droite  quelconque  1  du  plan  7  associé  au  point  O  de 
T hyperboloïde  des  hauteurs  du  tétraèdre  ABGD  coupe  les  faces 
de  ce  tétraèdre  aux  points  A',  B',  G',  D'.  Les  sphères  décrites 
sur  les  segments  AA',  BB',  GG',  DD'  comme  diamètres  coupent 
orthogonalement  la  sphère  (O)  associée  au  point  O. 

4.  Par  une  droite  quelconque  /  de  l’espace  passent  deux 
plans  7,  <j1  normaux  respectivement  à  deux  directrices  du  système 
réglé  (halibhchd).  Cette  droite  l  rencontre  les  faces  du  tétraèdre 
ABGD  aux  points  A',  B',  G',  D',  et  les  sphères  décrites  sur  les 
segments  AA',  B  B',  CG',  DD'  comme  diamètres  coupent  ortho¬ 
gonalement  les  sphères  (O),  (OJ  associées  aux  plans  7,  7*.  Par 
conséquent, 

Une  droite  quelconque  1  rencontre  les  faces  dfun  tétraèdre 
ABGD  en  des  points  A',  B',  G',  D';  les  sphères  décrites  sur  les 
segments  AA',  BB',  CG',  DD'  comme  diamètres  ont  meme  axe 
radical  (*). 

Cet  axe  coupe  l' hyperboloïde  des  hauteurs  du  tétraèdre  ABCD 
en  deux  points  O,  O*  ;  les  sphères  (O),  (OJ  associées  à  ces  points 

e - 

(*)  P.  Serret,  Géométrie  de  direction ,  pp.  265-268.  —  J.  Neuberg,  Mathesis,  1904, 
p.  35.  —  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles ,  1911,  pp.  177-187. 


1921.  SCIENCES. 
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coupent  ortliogonalement  les  sphères  (AA/),  (BB'),  (CG'),  (DD'). 
Les  plans  a-,  <ji  associés  aux  points  0,  04  passent  par  la  droite 
considérée  1 . 

5.  Les  plans  a-  associés  aux  points  0  d’un  rayon  r  du  système 
réglé  (, hahbhchd )  sont  osculateurs  à  une  même  parabole  gauche 
orthogonale  osculatrice  aux  faces  du  tétraèdre  AB  CD  et  ayant 
pour  directrice  le  rayon  r  (*).  Donc  (1) 

Les  plans  de  contact  des  sphères  (0)  circonscrites  aux  qua- 
driques  de  révolution  conjuguées  au  tétraèdre  AB  CD  dont  les 
centres  0  sont  situés  sur  un  rayon  r  du  système  réglé  (hahbhchd) 
sont  osculateurs  à  une  parabole  gauche  orthogonale  osculatrice 
aux  faces  du  tétraèdre  AB  CD  et  ayant  pour  directrice  le  rayon  r. 

Si  les  plans  <r,  g±  (4)  sont  tous  deux  osculateurs  à  cette 
parabolé  gauche,  les  points  associés  0,  01  sont  situés  sur  la 
directrice  r.  Par  conséquent, 

Un  axe  quelconque  1  d’une  parabole  gauche  orthogonale  oscu¬ 
latrice  aux  faces  du  tétraèdre  AB  CD  rencontre  ces  faces  aux 
points  A',  B',  C',  D'  ;  les  sphères  décrites  sur  les  segments 
AA',  B  B',  CC',  DD'  comme  diamètres  ont  pour  axe  radical  la 
directrice  de  cette  parabole. 

Si  l’axe  l  s’appuie  en  un  point  w  de  cette  directrice,  les 
sphères  (AA'),  (BB'),  (CC')f  (DD')  coupent  orthogonalement 
une  sphère  de  centre  w  et  elles  rencontrent  une  seconde  fois  la 
droite  l  en  des  points  A",  B",  C",  D"  tels  que 

ù>A'  .  wA"  =  wB' .  wB"  =  wC' .  wC"  =  toD' .  wD"  =  B2, 

B  étant  le  rayon  de  la  sphère  («).  Par  suite, 

Un  axe  1  d’une  parabole  gauche  orthogonale  s’appuyant  en 
un  point  w  de  la  directrice  rencontre  les  faces  d’un  tétraèdre 
osculateur  AB  CD  aux  points  A',  B',  C',  D'.  Si  A",  B",  C",  D" 


(*)  Un  groupe  de  trois  Tétraèdres ,  p.  61. 
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sont  les  projections  orthogonales  des  sommets  de  ce  tétraèdre  sur 
Taxe  considéré  1,  on  a 

wA' .  wA"  =  wB' .  wB"  =  wC' .  a>C"  =  wD' .  wD". 

6.  Les  plans  oscillateurs  à  une  parabole  gauche  orthogo¬ 
nale  (tu)  déterminent  dans  le  plan  de  l’infini  des  tangentes  à  une 
conique  £*>  harmoniquement  inscrite  au  cercle  imaginaire  à 
l’infini  Coo .  La  polaire  réciproque  E»  de  la  conique  Eao  par 
rapport  à  (Lo  est  harmoniquement  circonscrite  à  ce  cercle. 

Si  les  faces  du  tétraèdre  A  B  CD  sont  osculatrices  à  cette 
parabole  (tt),  la  conique  Eio  est  située  sur  l’hyperboloïde  des 
hauteurs  de  ce  tétraèdre;  car  cet  hyperboloïde  est  équilatère. 
Par  suite, 

Les  plans  osculateurs  à  toutes  les  paraboles  gauches  orthogo¬ 
nales  osculatrices  aux  faces  d’un  tétraèdre  AB  CD  sont  tangents 
à  une  même  conique  située  dans  le  plan  à  Tin  fini. 

Les  hyperboloïdes  des  hauteurs  de  deux  tétraèdres  osculateurs 
à  une  même  parabole  gauche  orthogonale  sont  homothétiques. 

Sur  la  parabole  gauche  orthogonale  (tt)  le  rapport  anharmo- 
nique  des  faces  du  tétraèdre  oscillateur  AB  CD  est  égal  à  celui 
des  tangentes  que  ces  faces  déterminent  sur  la  conique  E»;  ce 
dernier  rapport  est  égal  à  celui  des  génératrices  ha,  hb ,  lic,  fid  des 
hauteurs  du  tétraèdre  AB  CD. 

Tout  rayon  du  complexe  tétraédral  (A)  ayant  pour  tétraèdre 
principal  AB  CD  et  pour  rapport  anharmonique  celui  du  système 
réglé  (hahbhchd)  est  un  axe  d’une  parabole  gauche  orthogonale 
osculatrice  aux  faces  du  tétraèdre  AB  CD. 

En  effet,  les  trièdres  de  même  sommet  S  osculateurs  aux 
paraboles  gauches  quelconques  osculatrices  aux  faces  du 
tétraèdre  ABCD  sont  conjugués  à  un  même  cône  (S);  ils  déter¬ 
minent  dans  le  plan  de  l’infini  des  triangles  conjugués  à  une 
même  conique  (a-).  Les  trièdres  osculateurs  à  celles  de  ces 
paraboles  qui  sont  orthogonales  déterminent  des  triangles 
circonscrits  à  la  conique  E*>  et,  par  suite,  inscrits  dans  la 
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conique  £»,  polaire  réciproque  de  relativement  à  (a-).  Les 
génératrices  du  cône  de  sommet  S,  perspectif  à  la  conique  £», 
sont  des  axes  de  ces  paraboles  orthogonales,  et  ce  cône  appar¬ 
tient  au  complexe  tétraédral  (A). 

Tout  point  S  de  T  hyperboloïde  des  hauteurs  du  tétraèdre 
AB  CD  est  le  sommet  d'un  cône  équilatère  du  complexe  tétraé¬ 
dral  (A). 

Car  le  rayon  du  système  réglé  {hahbhchd )  issu  du  point  S 
est  la  directrice  de  l’une  des  paraboles  gauches  orthogonales 
considérées. 

7,  Une  directrice  s  du  système  réglé  (hahbhchd)  est  une 
droite  du  complexe  tétraédral  (A)  ;  elle  est  donc  un  axe  d’une 
parabole  gauche  orthogonale  (tu)  osculatrice  aux  faces  du 
tétraèdre  ÀBCD.  La  directrice  r  de  cette  parabole  est  un  rayon 
de  ce  système  réglé  et  les  plans  osculateurs  menés  à  la  courbe  (tu) 
par  le  point  rs  sont  deux  à  deux  rectangulaires.  Deux  d’entre  eux 
a-',  cr "  passent  par  la  droite  s ,  et  les  centres  G',  O"  des  sphères 
associées  à  ces  plans  sont  sur  la  directrice  r  de  la  parabole  (5). 
Les  directrices  s s"  du  système  réglé  (hahbhchd)  issues  des 
points  O',  G"  sont  normales  respectivement  aux  plans  <y',  <j"  (1). 
Le  rayon  r 1  du  système  réglé  (hahbhchd)  situé  dans  le  plan  <7 
doit  rencontrer  la  directrice  s"  parallèle  à  ce  plan.  Les  droites 
r'  et  s  sont  donc  perpendiculaires  et  le  point  de  contact  r’s  du 
plan  <r'  avec  l’hyperboloïde  ( hahbhchd )  est  sur  la  sphère  de 
Monge  de  cet  hyperboloïde.  Le  point  r"s  jouit  de  la  même 
propriété. 

Nous  avons  déterminé  (*)  les  axes  de  la  parabole  gauche  ortho¬ 
gonale  (tt)  qui  sont  des  directrices  du  système  réglé  (/iahb/ichd); 
ils  sont  au  nombre  de  trois.  Ce  qui  précède  établit  que 

Une  parabole  gauche  orthogonale  osculatrice  aux  faces  d’un 


(*)  Sur  les  Quudriques  de  révolution  conjuguées  à  un  Tétraèdre.  (Bulletins  de 
l’académie  royale  de.  Belgique,  mars,  1921,  p.  170.) 
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tétraèdre  A  B  CD  a  six  plans  oscillateurs  tangents  à  Thyperbo¬ 
loïde  des  hauteurs  (hahbhchd).  Leurs  points  de  contact  t  distri¬ 
bués  par  couple  sur  trois  directrices  du  système  réglé  (hahbhchd) 
sont  situés  sur  la  sphère  de  Monge  de  Thyperboloïde. 

Corollaire.  —  Le  plan  tangent  g-'  en  un  point  de  l’hyperbo- 
loïde  (, liahbhchd )  situé  sur  la  sphère  de  Monge  de  cette  surface 
coupe  les  faces  du  tétraèdre  AB  CD  suivant  quatre  droites;  elles 
déterminent  une  parabole  tangente  à  la  directrice  du  système 
réglé  (ha hb hc hd)  située  dans  le  plan  a-'. 

8.  Soit  A^B^C^D/,  le  réciproque  du  tétraèdre  AB  CD  rela¬ 
tivement  à  Thyperboloïde  (hahbhchd).  La  polaire  réciproque  de 
la  parabole  gauche  orthogonale  (tt)  (7)  relativement  à  cet  hyper- 
boloïde  est  une  cubique  gauche  (rJ)  qui  passe  par  les  six  points  t 
et  les  quatre  sommets  Ah,  B7|,  Gh,  D/r  Les  quadriques  passant 
par  les  six  points  t  déterminent  sur  la  bisséeante  A^B^  de  la 
cubique  (tu')  une  involution  dont  fait  partie  le  couple  de  points 
(Aa,  B;J.  Par  conséquent, 

Si  AhBhChDh  est  le  réciproque  du  tétraèdre  AB  CD  relative¬ 
ment  à  Thyperboloïde  des  hauteurs  (hahbhchd),  cet  hyperboloide 
et  sa  sphère  de  Monge  déterminent  sur  une  arête  quelconque 
AhBh  du  tétraèdre  AhBbChDh  deux  couples  de  points  conjugués 
dans  une  involution  dont  fait  partie  le  couple  (Ah,  Bh). 

9.  La  directrice  s  (7)  est  l’axe  de  révolution  d’une  qua- 
drique  21  conjuguée  au  tétraèdre  ABCD;  le  centre  de  cette 
surface  est  sur  la  directrice  r  de  la  parabole  gauche  orthogo¬ 
nale  (tt)  (7)  (*).  De  la  propriété  (5)  on  déduit  donc  : 

Une  directrice  s  du  système  réglé  (hahbhchd)  rencontre  les 
faces  du  tétraèdre  ABCD  aux  points  A',  B',  C',  D'.  L’axe 
radical  des  sphères  décrites  sur  les  segments  AA',  BB',  CC\  DD' 


(*)  Sur  les  Quadriques  de  révolution,  etc.,  p.  170. 


647 


CL  Servais.  —  Sur  la  Géomélrie  du  Tétraèdre. 


comme  diamètres  passe  par  le  centre  de  la  quadrique  S  conju¬ 
guée  au  tétraèdre  AB  CD  et  ayant  pour  axe  de  révolution  la 
directrice  s. 

10.  Dans  l’inversion  définie  par  une  sphère  (w)  arbitraire¬ 
ment  choisie,  on  désigne  par  A2,  B2,  C2,  D2  les  homologues 
des  sommets  du  tétraèdre  ABCD  ;  les  plans  04,  f^,  y1,  o1  menés 
par  les  points  A2,  B2,  C2,  D2  normaux  respectivement  aux 
diamètres  wA,  wB,  wC,  wD  sont  les  faces  du  tétraèdre  A1B1C1D1 
réciproque  de  ABCD  relativement  à  la  sphère  (w).  Les  inter¬ 
sections  aiOLi,  ppi,  yy1,  881  des  faces  homologues  de  ces  tétraèdres 
sont  des  rayons  d’un  même  système  réglé.  Une  directrice  l  de 
ce  système  réglé  rencontre  les  faces  du  tétraèdre  ABCD  aux 
points  A',  B',  C',  D'.  1  ^es  sphères  décrites  sur  les  segments 
AA',  BB',  CC',  DD'  comme  diamètres  passent  respectivement 
par  les  points  A2,  B2,  C2,  D2  et  coupent  orthogonalement  la 
sphère  (w).  Bar  suite, 

Les  intersections  des  faces  homologues  de  deux  tétraèdres 
ABCD,  A1BiC1D1  réciproques  par  rapport  à  une  sphère  (w) 
sont  les  directrices  d’un  système  réglé  (1)  (*) .  Tout  rayon  1  de  ce 
système  réglé  rencontre  les  faces  du  tétraèdre  ABCD  en  des 
points  A',  B',  C',  D' ;  les  sphères  décrites  sur  les  segments 
AA',  BB',  CC',  DD'  comme  diamètres  coupent  orthogonalement 
la  sphère  (w). 

11.  Si  le  centre  de  la  sphère  |w)  appartient  à  l’hyperbo- 
loïde  (a 04,  (3^,  yy1,  88A),  une  directrice  /  du  système  réglé 

_(ao4,  ppi?  yy1,  884)  passe  par  ce  point  o  ;  elle  rencontre  les  faces 
du  tétraèdre  ABCD  en  A',  B',  Cf,  D'  et  les  sphères  (AA'),  (BB'), 
(CC'),  (DD')  coupent  orthogonalement  la  sphère  (w).  Leur  axe 
radical  coupe  donc  la  droite  /  ;  les  projections  orthogonales 


(*)  Chasles,  Mémoire  de  Géométrie,  p.  692. 
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A",  B",  G",  D"  des  sommets  du  tétraèdre  A  B  CD  sur  l  appar¬ 
tiennent  respectivement  aux  sphères  (AA'),  (B B)',  (CG'),  (DD') 
et  l’on  a 

wA' .  wA"  =  wB' .  wB"  =  wC' .  wC"  =  wD' .  wD"  =  B2, 

B  étant  le  rayon  de  la  sphère  (w). 

L’axe  radical  rencontre  l’hyperboloïde  des  hauteurs  (hahbhchd) 
en  deux  points  04,  02,  dont  les  plans  associés  a*,  cr2  passent 
par  la  droite  /  et  sont  tangents  à  la  conique  Soo  (6).  Les  sphères 
associées  (OJ,.  (02)  et  la  sphère  («)  forment  un  faisceau  (4). 

Par  le  centre  w  de  la  sphère  (w)  passent  trois  plans  a rÿ ,  cr-,  ay' 
oscillateurs  à  une  parabole  gauche  orthogonale  (tt2)  osculatrice 
aux  faces  du  tétraèdre  ABGD  ;  leurs  points  associés  O,-,  O',  O” 
sont  sur  la  directrice  ri  de  la  courbe.  Les  ternes  (ay,  ay,  <r*')  sont 
tangents  au  cône  de  sommet  io,  perspectif  à  la  conique  Hoo  (6), 
forment  une  involution  cubique  du  premier  rang;  car  les 
trièdres  (<rM  oy,  a-'')  sont  conjugués  à  un  même  cône  (w).  Il  en 
résulte  que  les  ternes  de  directrices  (s*,  sf  s'/)  du  système 
réglé  [/ iahbhchd )  menés  par  les  triples  de  points  (O*,  O',  0|  ) 
forment  une  involution  cubique  du  premier  rang,  projective  au 
système  réglé  (rf).  Par  suite, 

Le  lieu  des  points  associés  Oj  des  plans  oscillateurs  oy,  menés 
par  un  point  fixe  w  aux  paraboles  gauches  orthogonales  (ttJ 
osculatrices  aux  faces  du  tétraèdre  ABGD,  est  une  biquadratique 
gauche  de  seconde  espèce  (w4)  dont  les  trisécantes  sont  des  rayons 
du  système  réglé  (hahbhchd). 

Les  hauteurs  du  tétraèdre  ABGD  sont  les  directions  asympto¬ 
tiques  de  la  biquadratique  (w4). 

Gar  si  le  plan  ay  est  normal  à  la  hauteur  ha  du  tétraèdre,  la 
directrice  si  est  l’axe  du  cercle  conjugué  au  triangle  BGD, 
cercle  considéré  comme  une  quadrique  dégénérée  de  révolution 
conjuguée  au  tétraèdre  ABGD.  Les  foyers  singuliers  F,  F'  de 
cette  quadrique  sont  symétriques  relativement  au  centre  Ha  ; 
l’associé  02  du  plan  a- *  est  le  conjugué  relativement  au  couple  FF', 
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du  pôle  S?  du  plan  cy  relativement  à  la  quadrique.  On  a  Sz  =  Ha; 
donc  le  point  02  est  à  l’infini. 

Il  existe ,  en  général,  trois  sphères  de  centre  donné  <*>,  telles 
que  le  système  réglé  (aoq,  (3^,  yy1?  BBy)  (10)  passe  par  le 
point  w. 

En  effet,  par  le  point  «,  on  peut  mener  trois  bissécantes  à  la 
biquadratique  (w4).  Si  01?  02  sont  les  points  d’appui  de  l’une 
d’elles,  le  point  w  est  le  centre  d’une  sphère  du  faisceau  défini 
par  les  sphères  (OJ,  (02)  associées  aux  joints  01?  02.  Cette 
sphère  (w)  et  les  deux  analogues  jouissent  de  la  propriété 
énoncée. 

Corollaire.  —  Si  A1B1C1D1  est  le  réciproque  du  tétraèdre 
ABCD  relativement  à  l’une  de  ces  trois  sphères  (w),  le  système 
réglé  (AA1t  BB15  CC1?  DDJ  appartient  à  un  paraboloïde  hyper¬ 
bolique  et  réciproquement. 

12.  Si  le  centre  de  la  sphère  (w)  arbitrairement  choisie  (10) 
appartient  à  l’hyperboloïde  des  hauteurs  (/ ïahblichd )  du  tétraèdre 
ABCD,  la  droite  aa1  (10)  normale  à  la  hauteur  ha  et  à  la 
droite  Aco  est  perpendiculaire  à  la  directrice  sM  du  système 
réglé  (lia/ib/ichd)  issue  du  point  w.  Le  système  réglé  (aoq,  (3(3lr 
yy1?  BSj  (10)  a  donc  dans  ce  cas  un  plan  directeur  normal  à  la 
droite 

Réciproquement  si  le  système  réglé  (aoq,  (3[31 ,  yyl5  8S1)  a  un 
plan  directeur  tc,  le  centre  de  la  sphère  (w)  appartient  à  l’hyper- 
holoïde  (liahblichd).  En  effet,  les  droites  Aw,  ha  sont  normales 
à  la  droite  aad  ;  le  plan  bdia  est  donc  perpendiculaire  au  plan 
directeur  n  et  les  plans  bùha,  h)/ib,  co/fc,  u)hd  forment  un  faisceau, 
ce  qui  exige  que  le  point  u>  soit  situé  sur  i’hyperboloïde 
(liahbhchdJ.. 

On  désigne  par  rw  le  rayon  du  système  réglé  [halibhchd)  issu 
du  point  co.  Ce  rayon  est  la  directrice  d’une  parabole  gauche 
orthogonale  (t:w)  osculatrice  aux  faces  du  tétraèdre  ABCD.  Par 
un  point  A'  de  la  droite  aaI  passe  un  axe  /  de  cette  parabole; 
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il  coupe  les  faces  du  tétraèdre  AB  CD  aux  points  A',  B',  C\  D' 
et  les  sphères  décrites  sur  les  segments  AA',  B  B',  CC',  DD' 
comme  diamètres  ont  pour  axe  radical  la  directrice  rw  de  la 
parabole  (tcw)  (5). 

Mais  la  sphère  (AA')  coupe  orthogonalement  la  sphère  («), 
par  suite  du  choix  du  point  A';  donc  les  sphères  (BB'),  (CG'), 
(DD')  jouissent  de  la  même  propriété  et  les  points  B',  C',  D' 
sont  situés  respectivement  sur  les  droites  (3(3^  yyd,  881  ;  l’axe  / 
est  ainsi  une  directrice  du  système  réglé  (aoq,  (3(3l5  yy15  881). 
Par  conséquent, 

Si  ABCD,  A1B1C1D1  sont  deux  tétraèdres  réciproques  rela¬ 
tivement  ci  une  sphère  (<*>)  dont  le  centre  est  un  point  w  de 
T hyperboloïde  des  hauteurs  (hahbhchd)  du  tétraèdre  ABCD,  les 
intersections  aad,  p  (3± ,  yy1?  881  des  faces  homologues  sont  des 
génératrices  de  même  système  d’un  paraboloïde  hyperbolique  (P) 
et  réciproquement. 

Les  directrices  1  du  système  réglé  (aoq,  (3(3l5  yy1?  88 f)  sont  des 
axes  de  la  parabole  gauche  orthogonale  (tiw)  osculatrice  aux 
faces  du  tétraèdre  ABCD  et  ayant  pour  directrice  le  rayon  rw  du 
système  réglé  (hahbhchd)  issu  du  centre  w  de  la  sphère  (w). 

18.  Si  le  rayon  de  la  sphère  (w)  varie,  le  centre  w  restant 
fixe  sur  l’hyperboloïde  (hahbhchd),  les  paraboloïdes  hyperbo¬ 
liques  (P)  (12)  ont  même  plan  orthogone  r^s^;  les  systèmes 
réglés  (aa4,  PPi,  yyl5  88*)  ont  même  plan  directeur;  donc  les 
paraboloïdes  (P)  appartiennent  à  un  même  faisceau  tangentiel 
inscrit  dans  la  développable  osculatrice  à  la  parabole  gauche 
orthogonale  (tco). 

Lorsque  le  point  w  décrit  le  rayon  rw  du  système  réglé 
(hahbhchd) ,  ce  faisceau  tangentiel  engendre  le  réseau  tangentiel 
des  paraboloïdes  inscrits  dans  la  développable  osculatrice  ci  la 
parabole  gauche  orthogonale  (tco). 

Trois  paraboloïdes  hyperboliques  (P1)  du  faisceau  tangentiel 
correspondant  aux  sphères  concentriques  (<*>)  passent  par  leur 
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centre  w.  A  chacun  d’eux  correspond  une  sphère  (<*>)  telle  que 
les  droites  AA1,  BBlt  CCd,  DDd  joignant  les  sommets  homo¬ 
logues  des  tétraèdres  réciproques  AB  CD,  A1B1C1D1  sont  des 
génératrices  de  même  système  d’un  paraboloïde  hyperbolique 
(corollaire  11).  Ainsi 

Tout  point  w  de  T hyperboloïde  des  hauteurs  du  tétraèdre 
AB  CD  est  le  centre  de  trois  sphères  (<*>)  telles  que  si  A1B1C1D1 
est  le  tétraèdre  réciproque  de  AB  CD  relativement  à  Tune  quel¬ 
conque  d’entre  elles ,  chacun  des  systèmes  réglés 

(A  A1?  BBj  CQ,  DDi)  (aa4,  (3(3d,  yyd,  BSd) 

appartient  à  un  paraboloïde  hyperbolique  passant  par  le 
centre  w. 

Par  ce  point  w,  on  peut  mener  trois  plans  ay,  c>2,  cr3  oscula- 
teurs  à  la  parabole  gauche  orthogonale  (tzm)  osculatrice  aux 
faces  du  tétraèdre  A  B  CD  et  dont  la  directrice  passe  par  le 
point  w.  Si  (Od),  (02),  (03)  sont  les  sphères  associées  de  ces 
plans,  les  trois  sphères  (w)  appartiennent  respectivement  aux 
faisceaux  de  sphères  définis  par  les  couples  (OA  et  (OA, 

(O,)  «  (0,),  (0.)  «  (<>,).  P 

Les  droites  <r2cr3,  ayay,  ayay  deux  à  deux  rectangulaires  sont 
respectivement  des  directrices  des  trois  systèmes  réglés  (aoq,  (3^, 
TTi’  S8i)  correspondant  aux  trois  sphères  («). 

Car  les  points  Od,  02,  03  sont  sur  la  directrice  de  la  parabole 
gauche  orthogonale  (tzm)  et,  par  suite,  sont  alignés  sur  w.  Les 
trois  bissécantes  menées  du  point  w  à  la  biquadratique  (w4)  (11) 
sont  donc  dans  ce  cas  w0203,  co0301,  w0i02. 

Remarque.  —  Si  le  point  w  est  le  centre  d’une  quadrique  de 
révolution  2  conjuguée  au  tétraèdre  AB  CD,  deux  des  trois 
sphères  (w)  coïncident  avec  la  sphère  de  centre  w  circonscrite 
à  la  surface  2. 


Géométrie.  —  Sur  une  involution  rationnelle,  douée 
de  trois  points  de  coïncidence,  appartenant  à  une 
surface  algébrique  de  genre  3 

( Première  communication ), 

par  Lucien  G0l)E\UX,  professeur  à  l’École  militaire  (*). 

Lorsque  nous  avons  étudié  les  involutions  d’ordre  premier, 
douées  d’un  nombre  fini  de  points  de  coïncidence,  appartenant 
à  une  surface  algébrique  (**),  nous  avons  appliqué  nos  résultats 
au  cas  où  la  surface  représente  les  couples  de  points  d’une 
courbe  de  genre  3  (***).  Cela  nous  a  conduit  au  premier  exemple 
d’une  involution  d’ordre  3,  possédant  des  coïncidences  des  deux 
espèces.  Il  nous  restait  à  étudier  une  involution  d’ordre  7,  pos¬ 
sédant  six  points  de  coïncidence,  mais  les  événements  nous 
avaient  forcé  à  suspendre  nos  recherches.  Nous  avons  pu  les 
reprendre  récemment  et  avons  réussi  à  déterminer  complète¬ 
ment  les  caractères  de  l’involution  d’ordre  7  en  question.  Bien 
que  les  recherches  qui  font  l’objet  de  cette  note  soient  relatives 
à  un  cas  particulier,  nous  croyons  cependant  qu’elles  présen¬ 
tent  suffisamment  d’intérêt  pour  être  publiées;  elles  sont  rela¬ 
tives  au  premier  exemple  connu  d’une  involution  rationnelle, 
ayant  un  nombre  fini  de. points  de  coïncidence,  appartenant  à 
une  surface  algébrique  non  rationnelle. 

Nous  commençons  par  étudier  la  surface  F,  de  S6,  intersec¬ 
tion  d’une  hypersurface  cubique  V§  et  d’une  variété  à  trois 
dimensions  VJ,  d’ordre  4,  constituée  par  les  droites  projetant 
une  surface  de  Vêronèse  d’un  point  extérieur.  Nous  montrons 
qu’une  transformée  birationnelle  de  F  est  une  surface  du 


(*)  Présenté  par  M.  Sluvvaert. 

(**)  Recherches  sur  les  involutions  douées  d'un  nombre  fini  de  points  de  coïncidence, 
appartenant  à  une  surface  algébrique.  (Bulletin  de  la  Soc.  math,  de  France,  1919, 
pp.  1-16  Voir  aussi  une  note  dans  les  C.  R .,  19 16.) 

(***)  Sur  les  surfaces  algébriques  liées  à  une  courbe  de  genre  S.  (Bulletin  de 
l’Acad.  roumaine,  1916,  pp.  271-274,  283-286,  373-378.) 
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sixième  ordre,  de  S3,  possédant  un  point  triple  uniplanaire, 
et  nous  en  concluons  que  les  genres  F  sont  pa  =  3,  pg  =  3, 
P2  =  6,  . . . ,  p(l)  =  4.  La  surface  F  est  un  modèle  bicanonique 
normal. 

Nous  considérons  ensuite  le  cas  où  F  est  transformée  en 
elle-même  par  une  homographie  de  période  7,  présentant  trois 
de  ses  points  unis  sur  F.  Cette  homographie  détermine,  sur  la 
surface  F,  une  involution  d’ordre  7  présentant  trois  points  de 
coïncidence  non  parfaite.  Nous  construisons  un  modèle  pro¬ 
jectif  de  la  surface  <f>,  image  de  cette  involution  ;  ce  modèle  est 
une  surface  normale  d’ordre  6,  de  S3,  passant  doublement  par 
les  arêtes  d’un  trièdre  et  par  une  cubique  plane.  Elle  est  donc 
rationnelle. 

Nous  montrons  ensuite  que,  dans  la  variété  des  surfaces  F, 
on  trouve  la  surface  de  Humbert,  c’est-à-dire  la  surface  qui 
représente  les  couples  de  points  d’une  courbe  a  de  genre  3, 
un  point  de  la  surface  correspondant  à  deux  couples  formant 
un  groupe  canonique.  Lorsque  la  courbe  a  est  la  quartique  de 
Klein,  la  surface  de  Humbert  possède  une  involution  d’ordre  7, 
à  trois  points  de  coïncidence.  Celle-ci  est  rationnelle.  Cela 
étant  établi,  il  est  aisé  de  démontrer  la  rationalité  de  l’invo- 
lution  d’ordre  7,  présentant  six  points  de  coïncidence,  apparte¬ 
nant  à  la  surface  représentant,  à  la  manière  ordinaire,  les  couples 
de  points  de  la  quartique  de  Klein. 

§  1er.  —  La  surface  F,  de  S6,  intersection  d’une  hyper  surface 
cubique  et  d’un  cône  projetant  une  surface  de  Véronèse  d’un 
point  extérieur. 

1.  Considérons,  dans  un  espace  linéaire  à  six  dimensions, 
S6,  une  hypersurface  cubique  Vjj  et  un  cône  projetant  une 
surface  de  Véronèse  d’un  point  extérieur  07.  Ce  cône  est  une 
variété  à  trois  dimensions  d'ordrè  4,  contenant  oc2  cônes  qua¬ 
dratiques,  les  cônes  projetant  de  07  les  oo2  coniques  apparte- 
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nant  à  la  surface  de  Véronèse.  Deux  de  ces  cônes  ont  une  droite 
en  commun,  variable  avec  les  cônes  considérés. 

Supposons  que  l’hypersurface  Vjj  ne  passe  pas  par  07  et 
désignons  par  F  la  surface,  d’ordre  12,  commune  aux  deux 
variétés  Vjj,  VJ. 

Soient  x± ,  x2 ,  x3 ,  x4 ,  x5 ,  x6 ,  x1  les  coordonnées  ponctuelles 
homogènes  de  S6  par  rapport  à  un  7-èdre  de  référence  0A ,  02, 
03,  04,  05,  06,  07,  le  sommet  02  correspondant  aux  valeurs 
milles  des  coordonnées,  xt  excepté. 

On  peut  prendre,  pour  équations  d’une  surface  de  Yéronèse 
située  dans  l’espace  x1  =  0  (*), 

/)»  rp - rp2  /y»  rp  -  /r«2  rp  rp  -  /v»2 

*lpÂ/3  —  0/^2  —  «^6^  /  j  \ 

/v»  rp  -  rp  rp  rp  rp  -  rp  rp  rp  rp  -  rp  rp  '  ' 

-  tAst^tAsQ  y  dÜ^Uü^  -  5. 

Les  équations  (1)  seront  également  les  équations  du  cône 
Vf  projetant  la  surface  de  Yéronèse  du  point  extérieur  07. 

L’équation  d’une  hypersurface  cubique  Y f,  ne  passant  pas 
par  07,  peut  s’écrire 

a?  +  a^t  +  x7f2  +  cp3  =  0,  (2) 

<pt,  cp2,  cp3  étant  des  polynômes  homogènes  et  entiers  en  æ2, 

. . . ,  æ6,  de  degrés  égaux  aux  indices.  Nous  supposerons  ces 
polynômes  généraux. 

La  surface  F  est  représentée  par  les  équations  (1)  et  (2). 

2.  —  Pour  pouvoir  construire  une  transformée  birationnelle 
de  F  appartenant  à  un  espace  à  trois  dimensions  S3,  nous  allons 
tout  d’abord  donner  une  représentation  birationnelle  du  cône 
Vf  sur  cet  S3. 

A  cet  effet,  nous  rapporterons  projectivement  les  hyperplans 
de  S6  aux  quadriques  de  S3  passant  par  un  point  A4  et  y 
touchant  un  plan  fixe. 


P)  Bertini,  Geometria  proiettiva  d^gli  iperspazi .  Pisa,  1907.  (Voir  le  chap.  XV.) 
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Soient  y1,  y2,  ys,  yA  les  coordonnées  homogènes  d’un  point 
de  S3  par  rapport  à  un  tétraèdre  de  référence  A4A2A3A4,  le 
point  A4  étant  donné  par  y2f=  y3  =  yt  =  0,  etc. 

Les  quadriques  de  S3  passant  par  A4  et  ayant  en  ce  point 
même  plan  tangent  y±  =  0  ont  des  équations  de  la  forme 

\±yï  ~r  ^22^/1+  ^332/i  +  +  ^12 2/l 2/2  +  ^142/l2/4  =  0. 

Rapporter  projectivement  les  hyperplans  de  S6  aux  quadriques 
considérées  revient  à  poser 

rp  rp  rp  rp  nr  rp  rp 

't'i  _  ^2  ^3  *"4  ';5  ^6  ^7  / q\ 

yî  y\  y\  Ms  y3y±  2/12/2  2/12/4 

On  déduit  les  formules  (3) 


l 

îh  I 

h  = 

1 

^5 

îh 

=  h 

—  0*, 

x4 

x2 

x4 

Vi 

=  y* 

-  h. 

Xj 

X4 

x3 

(O 


En  vertu  des  équations  (1),  les  formules  (5)  se  ramènent  aux 
formules  (4).  Nous  voyons  donc  que,  par  les  formules  (3),  à  un 
point  de  S3  correspond  un  et  un  seul  point  du  cône  Vf  et  que, 
réciproquement,  à  un  point  de  V4  correspond  un  et  un  seul 
point  de  S3. 

Il  y  a  exception  pour  les  points  de  la  conique 

X2X3  =  x\,  X±-  —  X5  =  X6  =  X-1  =  0. 

A  chacun  de  ces  points  correspond  une  droite  du  plan  î/±  =  0 
passant  par  A4. 

Il  y  a  également  exception  pour  le  point  A4,  auquel  corres¬ 
pond  la  section  du  cône  V4  par  x1  =  0  (surface  de  Véronèse). 

Les  formules  (3)  définissent  donc  une  représentation  Irra¬ 
tionnelle  du  cône  Vf  sur  S3. 
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3.  —  Au  moyen  des  formules  (3),  la  surface  F  est  trans¬ 
formée,  birationnellement,  en  une  surface  F*  d’équation 

ylyl  +  ylyl^iiyl  yl  yl  y^i,  2/12/2)  +  i 

+  2/12/4^2(2/!^  yl, . ,  2/12/2)  +  >  (6) 

+  93(2/1,  yl, . ,  2/12/2)  f=  0.  J 

Recherchons  quelles  sont  les  singularités  de  la  surface  F*. 

Tout  d’abord,  l’équation  (6)  étant  du  troisième  degré  en  î/4 
et  du  sixième  degré  séparément  en  y±,  y2,  y3 ,  le  point  A4  est 
triple  pour  F*.  D’autre  part,  le  cône  tangent  à  F*  en  A4  a  pour 
équation  le  coefficient  de  yl  égalé  à  zéro,  c’est-à-dire,  actuelle¬ 
ment,  y\  =  0.  Le  point  A4  est  donc  un  point  triple  uniplanaire 
pour  la  surface  F*. 

Recherchons  si  la  surface  F*  peut  posséder  d’autres  singula¬ 
rités  en  dehors  du  plan  y±  =  0. 

Observons  d’abord  que  la  section  de  F*  par  plan  yé  =  0, 

y  4  =  0,  <p3  =  0, 

ne  possède  pas  de  point  multiple*  la  forme  < p3  ayant  été  supposée 
générale.  La  surface  F*  ne  possède  donc  pas  de  courbe  multiple. 

Un  point  multiple  isolé,  distinct  de  A4,  pour  F*  peut  se 
présenter  dans  trois  cas  : 

a)  Il  correspond  à  un  point  multiple  de  l’hypersurface  Vf  situé 
dans  la  variété  Vf; 

b)  11  correspond  à  un  point  de  contact  des  variétés  Vf  et  Vf; 

c)  Il  correspond  à  plusieurs  points  distincts  de  F. 

Les  formes  <p4,  cp2,  <p3  étant  générales,  on  pourra  toujours 
supposer  que  les  deux  premiers  cas  ne  se  présentent  pas. 
D’autre  part,  pour  que  le  dernier  cas  puisse  se  présenter,  le 
point  multiple  considéré  doit  être  exceptionnel  dans  la  corres¬ 
pondance  définie  par  les  formules  (3).  Or,  nous  avons  vu  qu’il 
y  a,  dans  S3,  un  seul  point  exceptionnel  qui  est  A4.  Par  suite, 

La  surface  F*  d'ordre  6  possède  comme  seule  singularité 
ponctuelle  un  point  triple  uniplanaire  A4. 
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4.  —  Il  convient,  pour  notre  but,  d’examiner  de  plus  près 
le  point  triple  A4. 

En  premier  lieu,  l’intersection  de  la  surface  F*  avec  le  plan 
yi  =  0  se  compose  de  six  droites  : 

y,  =  0,  cp3(0,  yi,  yl  y2y3,  0,  0)  =  0. 

Désignons  par  C  une  courbe,  section  de  la  surface  F*  par  un 
plan  passant  par  A4.  Pour  étudier  la  singularité  de  C  en  A4, 
nous  pouvons,  sans  nuire  à  la  généralité,  supposer  qu’elle  est 
précisément  découpée  par  le  plan  y3  =  0;  nous  obtenons  alors, 
pour  équation  de  cette  courbe, 

ylyl  +  ylytyityl,  yl ,  o,  o,  o,  y±y 2)  + 

+  2/i2/4'f2(2/L  yl,  0,  0,  0,  yiy^+  (7) 

+  <p3 (ylyl,  0,  0,  0,  y,y3)  p  0. 

Cette  courbe  possède  un  point  triple  en  A4,  dont  les  trois 
tangentes  coïncident  avec  la  droite  y±  =-{y3  =)  0.  De  plus,  si 
dans  l’équation  (7)  nous  faisons  y±  =  0,  cette  équation  se 
réduit  à  yl  =  0.  Donc  les  six  intersections  de  la  courbe  C  avec 
la  tangente  au  point  triple  A4  sont  réunies  en  ce  point.  En 
d’autres  termes, 

Les  sections  C  de  la  surface  F*  par  les  plans  passant  par  A4 
sont  des  courbes  ayant  en  A4  deux  points  triples  infiniment 
voisins  successifs. 

En  particulier,  les  plans  passant  par  une  des  six  droites  com¬ 
munes  à  F*  et  au  plan  yi  =  0  se  décomposent  en  cette  droite 
et  en  une  courbe  du  cinquième  ordre,  ayant  deux  points  doubles 
infiniment  voisins  en  A4,  c’est-à-dire  un  tacnode  (la  tangente 
tacnodale  étant  la  droite  considérée). 

5.  —  Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  calculer  les 
invariants  de  la  surface  F*  et,  par  suite,  de  la  surface  F. 

Considérons  un  plan  a  passant  par  A4  et  la  courbe  C  située 
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dans  ce  plan.  La  série  canonique  de  C  est  découpée  par  les 
cubiques  du  plan  a  adjointes  à  C.  Ces  cubiques  doivent  donc 
passer  doublement  par  chacun  des  deux  points  triples  infiniment 
voisins  de  C  en  A4  ;  ces  cubiques  se  décomposent  donc  en  la 
droite-intersection  des  plans  a  et  î/4  =  0  et  en  des  coniques 
touchant  le  plan  y±  =  0  en  A4. 

Comme  vérification  de  ce  résultat,  ces  coniques  découpent  sur 
C  une  série  linéaire  g\  ;  or  C,  ayant  deux  points  triples,  est  de 
genre  4. 

De  ce  qui  précède,  on  conclut  que,  sur  F*,  le  système  |G'|, 
adjoint  au  système  |Cj,  est  découpé  par  les  quadriques  touchant 
le  plan  yi  =  0  au  point  A4. 

Les  courbes  canoniques  C'  —  C  de  F*  seront  découpées  sur 
cette  surface  par  les  surfaces  qui,  jointes  à  un  plan  arbitraire 
passant  par  A4,  donnent  les  quadriques  considérées.  Ce  sont 
évidemment  les  plans  passant  par  A4  eux-mêmes.  On  a  donc 

j  C'— C  |  =  |  C  ).  . 

Les  courbes  C  sont  les  courbes  canoniques  de  F*  et,  par  con¬ 
séquent,  on  a  pg  =  3  pour  cette  surface. 

Les  courbes  bicanoniqùes  2C  sont  découpées  par  les  qua¬ 
driques  touchant  yi  =  0  en  A4 ;  donc  P2  =  7. 

Nous  avons  déjà  remarqué  que  les  courbes  C  étaient  de 
genre  4;  donc  pil)  =  4.  Comme  vérification  de  ce  point,  deux 
courbes  C  se  rencontrent,  en  dehors  de  A4,  en  trois  points 
(éventuellement  confondus  en  A4  dans  le  plan  yi=0). 

Observons  enfin  que  les  quadriques  touchant  t/4  ==  0  en  A4 
découpent,  sur  une  courbe  canonique  C,  la  série  canonique 
gl  complète;  par  conséquent,  la  surface  est  régulière  (Enriques, 
Picard),  et  l’on  a  pa  =  3. 

Les  surfaces  F*,  F  ont  les  genres  p(1)  =  4,  pa  =  pg  3, 

Remarque  I.  —  Les  surfaces  adjointes  à  la  surface  F*,  d’ordre 
6,  sont  des  quadriques  qui,  d’après  ce  qu’on  vient  de  voir,  se 
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décomposent  en  des  plans  passant  par  A4  et  en  un  plan  fixe,  le 
plan  y1  =  0.  Les  six  droites  communes  à  F*  et  à  ce  plan  sont 
donc  exceptionnelles.  On  le  voit  immédiatement  en  remarquant 
que  ces  droites  correspondent  aux  six  points  de  F  situés  sur  la 
conique 

x2x3  =  x\,  x±  =  =  x6  =  x7  =  0, 

rencontrée  plus  haut  (n°  2). 

Remarque  IL  —  Aux  courbes  bicanoniques  2C  de  F*  corres¬ 
pondent,  sur  F,  les  sections  de  cette  surface  par  les  hyperplans 
de  S6  (n°  1)  ;  donc 

La  surface  F  est  une  surface  bicanonique  normale. 

Les  courbes  canoniques  sont  découpées,  sur  F,  par  les  cônes 
quadratiques  contenus  dans  la  variété  VJ,  comme  on  le  voit  en 
utilisant  les  formules  (3).  Chacune  de  ces  courbes  canoniques 
est  donc  contenue  dans  l’espace  à  trois  dimensions  déterminé 
par  le  cône  quadratique  la  découpant  sur  F.  D'ailleurs,  ces 
courbes  canoniques  étant  d’ordre  6  et.  de  genre  i  sont  par  ce 
fait  nécessairement  contenues  dans  des  S3. 


§  2.  —  La  surface  F  contenant  une  involution  d'ordre  7 
douée  de  trois  points  de  coïncidence. 

6.  —  Considérons  l’homographie  H,  de  période  7,  de  S6, 
définie  par  les  formules 

_  x2  _  x3  _  Xj  x'5  x'z  _  xf 

£2Xi  e4X2  £X3  £6X4  £5X5  £3X6  Xr, 

où  e  est  une  racine  primitive  septième  de  l’unité. 

Cette  homographie  H  possède  sept  points  invariants  et  trans¬ 
forme  en  elle-même  la  variété  conique  représentée  par  les 
équations  (1). 
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Cela  étant,  considérons  la  surface  F  découpée,  sur  VJ,  par 
l’hypersurface  cubique,  également  transformée  en  elle-même 
par  H,  d’équation 

a4x\x3  +  a2x\xA  +  c3x |æ5  +  x^b^x 5  +  b2x2x6  -f  b3x3x 4  +  x%)  =  0. 

Nous  désignerons  cette  surface  par  ¥±. 

.  On  voit  immédiatement  que  ¥±  passe  par  les  points  de  coïn¬ 
cidence  04,  02,  03.  Nous  allons  voir  que  ces  coïncidences  sont 
non  parfaites,  c’est-à-dire  qu’il  n’y  a  que  deux  directions,  issues 
de  chacun  de  ces  points,  invariantes  pour  H. 

Le  plan  tangent  à  ¥±,  en  0lt  a  pour  équations 

x2  =  x3  =  x4  =  x6  *=  0. 

L’homographie  H  échange  entre  elles  les  droites  de  ce  plan  et 
en  laisse  deux  invariantes  :  O^,  0^.  Par  conséquent,  le 
point  01  est  simple  pour  la  surface  ¥i  et  H  échange  entre  elles 
les  directions  issues  de  0A  en  laissant  invariantes  les  directions 
tangentes  à  OjO^,  Le  point  04  est  donc  un  point  de  coïn¬ 

cidence  non  parfaite. 

Si,  dans  les  équations  de  F1?  on  fait  x2  =  x3  =  xA  =  x6  = 
x1  =  0,  elles  se  réduisent  à  x\  =  0;  donc  F4  touche  OjOg  en 
04.  Si  nous  faisons  x2  =  x3  =  x4  =  xb  =  x6  =  0,  ces  équa¬ 
tions  se  réduisent  à  ^  =  0;  donc  F4  oscule  la  droite  0107  en  Oi. 

On  vérifie  de  même  que  : 

En  02,  les  deux  directions  unies  sont  tangentes  aux  droites 
0206,  0207.  La  première  droite  touche  ¥{  en  02;  la  seconde 
oscule  cette  surface  au  même  point.  De  plus,  02  est  simple 
pour  Fr. 

En  03,  les  deux  directions  unies  sont  déterminées  par  les 
droites  0304,  0307,  la  première  tangente,  la  seconde  osculatrice 
à  ¥i  en  03.  03  est  simple  pour  F1. 

En  résumé,  nous  voyons  que 

L’ihvolution  d’ordre  7  I7,  engendrée  sur  F1  par  i’homogra- 
phie  H,  possède  trois  points  de  coïncidence  non  parfaite,  simples 
pour  Fa. 
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7. —  Nous  allons  faire  voir,  avant  de  poursuivre  l’étude  de 
Finvolütîon  I7,  que  la  surface  F4  possède  les  mêmes  caractères 
invariants  que  F.  Dans  ce  but,  nous  étudierons  la  surface  F*  que 
les  formules  (3)  font  correspondre,  dans  S3,  à  Ft. 

Cette  surface  a  pour  équation 

ylyl  -H  yiy^hylys  +  Kyîÿï  -1-  ^yîy2)  +  ^yly*  +  ^yly*  +  ^yiy,  =  o. 

Etudions  les  singularités  de  cette  surface. 

Le  point  A4  est  triple  uniplanaire,  le  plan  tangent  étant 
yi  '=.  0.  L’intersection  de  la  surface  F*  avec  le  yi  =  0  se  com¬ 
pose  actuellement  des  deux  droites  yi  =  y2  =  0;  yi  =  y3  =  0. 
Ces  deux  droites  sont  simples  pour  F*;  le  long  de  la  première 
d’entre  elles,  F*  a,  en  chaque  point,  un  contact  5-ponctuel 
avec  le  plan  y1  =f=  0. 

La  section  de  F*  par  le  plan  yi  =  0, 

y  4  =  0,  a±yiy2  +  a2yly3  +  a^yly^  —  0, 

ne  possède  pas  de  point  multiple;  donc  F4  est  dépourvue  de 
courbes  multiples. 

Il  résulte  de  l’analyse  faite  plus  haut  pour  la  surface  F*  (n°  3) 
que  F*  pourrait  présenter,  éventuellement,  en  dehors  de  À4,  les 
singularités  suivantes  : 

a)  Un  point  multiple  provenant  d’un  point  multiple  de  Vf 
situé  dans  la  variété  Y^; 

b)  Un  point  double  conique  provenant  d’un  contact  ordinaire 
des  variétés  Vf,  V3; 

c)  Un  point  triple  provenant  d’un  contact  du  second  ordre 
des  variétés  Vf,  Y*«. 

On  vérifie  aisément  que  les  dérivées  par  rapport  aux  x  de 
l’équation  de  la  variété  Y^  définissant  F4  ne  peuvent  être  milles 
en  un  point  de  VJ,  ce  qu’exclut  le  premier  cas  a). 

Le  deuxième  est  sans  intérêt  pour  nous,  les  points  doubles 
coniques  étant,  comme  on  sait,  sans  influence  sur  les  surfaces 
adjointes  à  une  surface  algébrique  de  S3. 
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Pour  éliminer  le  dernier  cas,  commençons  par  remarquer 
qu’aux  points  de  coïncidence  0^  02,  03  de  I7  correspondent, 
sur  F*,  les  points  Al5  Â2,  Â3,  qui  sont  simples  pour  cette  sur¬ 
face.  Par  conséquent,  si  F*  présente  un  point  triple,  elle  en 
présente  six  autres. 

Ces  points  ne  se  trouvent  certainement  pas  dans  les  pians 
y±  =  0,  yé  =  0.  D’autre  part,  leurs  coordonnées  doivent  annuler 
les  dérivées  secondes  de  l’équation  de  F*.  Or,  si  l’on  prend  la 
dérivée  seconde  de  cette  équation  par  rapport  à  iy4,  on  trouve 
■yl  y  a  =  0-  Nous  arrivons  à  une  absurdité;  donc  F*  ne  possède 
pas  de  points  triples  en  dehors  de  À4. 

De  tout  ceci,  on  conclut  que  les  adjointes  à  la  surface  F4 
se  comportent  de  la  même  manière  que  les  adjointes  à  F*;  par 
suite, 

Les  surfaces  F±  et  F  ont  les  mêmes  caractères  invariants  p(1), 
P«>  IV  P2- 

8.  —  Considérons  le  système  linéaire  d’hyperquadriques 
de  S6 

=  0. 

Chaque  hyperquadrique  de  ce  système  est  transformée  en 
elle-même  par  l’homographie  H  ;  par  conséquent,  ces  hyper- 
quadriques  découpent,  sur  Fit  des  courbes  F  invariantes  pour  H. 
Ou  encore,  le  système  [.F  J  est  composé  au  moyen  de  Finvolu- 
tion  I7.  Il  est  facile  de  voir  qu’on  ne  peut  amplifier  le 
système  |  F  |  en  lui  conservant  cette  dernière  propriété. 

Les  courbes  F  passent  par  les  points  01?  02,  03,  unis  pour  I7. 
Voyons  de  quelle  manière  : 

L’hyperplan  tangent  à  une  quelconque  des  hyperquadriques 
considérées,  en  Oi9  a  pour  équation  x5  =  0.  Par  conséquent, 
cet  hyperplan  ne  contenant  pas  le  plan  tangent 

$2  ffr  *^3  ' —  Xi  Xq  — —  0 
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en  04  à  F4,  les  courbes  T  ont  un  point  simple  en  O/;  Elles  ont 
même  tangente  01  07  en  ce  point,  car  cette  droite  est  l’intersec¬ 
tion  du  plan  tangent  à  F1  et  de  l’hyperplan  x5  =  0. 

On  vérifie  de  même  que  les  courbes  T  passent  simplement 
par  02,  03  en  y  touchant  respectivement  02  07,  03  07. 

Les  sections  hyperplanes  de  F4  étant  les  courbes  bicanoniques. 
de  cette  surface,  les  hyperquadriques  découperont  des  courbes 
quadricanoniques.  Les  courbes  F  ont  donc  le  genre  31  et  le 
degré  virtuel  48.  Le  degré  effectif  de  J. T  j  sera,  ces  courbes  se 
touchant  en  trois  points,  égal  à  48  —  3x2  =  42  =  7  x6. 

Si  nous  rapportons  projectivement  les  courbes  T  aux  plans 
d’un  espace  S3,  nous  obtiendrons  donc  une  surface  ff>,  image 
de  I7  et  cette  surface  sera  d’ordre  6. 

L’involution  I7  détermine,  sur  une  courbe  F,  une  involution 
cyclique  d’ordre  7  ayant  trois  points  de  coïncidence  04,  02,-03. 
Cette  involution  a  donc  le  genre  4,  et,  par  suite,  les  sections 
planes  de  la  surface  auront  le  genre  4. 

9.  —  Pour  obtenir  l’équation  de  la  surface  <b  dont  les 
coordonnées  homogènes  ponctuelles  par  rapport  à  un  tétraèdre 
de  référence  B1  B2  B3  B4  sont  z1,  z2, z3,  z4,  nous  devons  poser, 
d’après  ce  qui  vient  d’être  dit, 

*1  —  _^i_  _ 

nr»  rp  rr*  /y»  /y»  ir* 

*Ju Y  ^5  0/2  <^'6  «a/ 3  4  tAjq 

Moyennant  ces  formules,  les  équations  de  F4  se  transforment 
en  l’équation 

(thzîté  +  «2*l*3  +  03*I*i)2  ^-*i*2*3*4(Mi  +  M2  +  b3z3  +  z4f 
de  la  surface 

Nous  voyons  donc  que  <t>est  une  surface  irréductible,  d’ordre  6, 
possédant  trois  droites  doubles  B1:B4;  =  i3  =  0),  B2  B4 

(zz  ==z1  =  0),  B3  B4  (zi  =  z2  =  0)  et  une  cubique  plane  double 

«1*1*2  +  «2*2*3  +  «3*3*1  =  ff>  .  Ml  +  i>2*2  +  Ms  +  *4=0. 
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appartenant  à  une  surface  algébrique  de  genre  3. 


Les  surfaces  adjointes  sont  des  quadriques  devant  passer  par 
ces  trois  droites  et  cette  cubique;  elles  sont  donc  inexistantes, 
et  l’on  a  pg  =  0. 

Les  surfaces  biadj ointes  doivent  être  du  quatrième  ordre  et 
passer  doublement  par  les  courbes  doubles  de  <ï>;  ces  surfaces 
sont  donc  inexistantes,  et  l’on  a  P2  =  0. 

D’autre  part,  étant  l’image  d’une  involution  appartenant  à 
une  surface  régulière  F15  est  régulière,  et  l’on  a  pa  =^pg  S  0. 

La  surface  4>  présente  donc  les  caractères  pa  =  V2  =  0,  et  est 
pas  suite,  rationnelle. 

Observons  d’ailleurs  que  les  sections  planes  de  <t>  présentent 
six  points  doubles  et  sont  donc  de  genre  4. 

L’involution  I7,  déterminée  sur  Fd  par  V homographie  H.  est 
rationnelle. 

10.  —  Il  importe  d’observer  que  ce  résultat  subsiste  lorsque 
l’involution  I7  est  définie  par  le  fait  d’être  marquée,  sur  une 
surface  F,  par  une  homographie  présentant  sept  points  unis. 
En  effet,  deux  telles  homographies,  ayant  les  invariants  égaux, 
sont  projectivement  identiques.  Nous  pouvons  donc  énoncer  le 
théorème  suivant  : 

Une  involution  d'ordre  7,  possédant  trois  points  de  coïncidence 
et  déterminée  par  une  homographie  présentant  sept  points  unis 
et  sept  seulement ,  sur  une  sur face-inter  section  d'une  hijpersur- 
face  cubique  de  S6  et  du  cône  projetant  une  surface  de  Véronèse 
d'un  point  extérieur ,  est  rationnelle. 
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AVIS  IMPORTANT.  —  Il  est  rappelé  que  l’Académie  ayant  suspendu  ses  travaux  pen¬ 
dant  la  durée  de  l’occupation,  il  n’a  pas  été  publié  de  «  BULLETINS  »  pour  les  années  19 15  à  1919. 

Le  fonds  des  publications  académiques  ayant  été  systématiquement  pillé  par  les  Allemands, 
il  ne  sera  plus  possible  de  donner  suite  aux  demandes  de  combler  les  lacunes  antérieures 
à  1919. 
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Séance  du  samedi  3  décembre  1921. 


M.  A.  Lameere,  vice-directeur. 

Sont  présents  :  MM.  A.  Gilkinet,  Léon  Fredericq,  J.  Neu- 
berg,  A.  Gravis,  Ch. -J.  de  la  Vallée  Poussin,  Max  Lohest, 
Fr.  Swarts,  Jean  Massart,  A.  Demoulin,  A.  de  Hemptinne, 
Victor  Willem,  Paul  Stroobant,  Ch.  Julin,  Emile  Marchai, 
P.  Nolf,  J.  Bordet,  L.  Crismer,  Edm.  van  Aubel,  membres; 
M.  Stuyvaert,  Th.  De  Donder,  A.  Brachet,  P.  Fourmarier, 
O.  Van  der  Stricht,  V.  Grégoire,  O.  Dony,  De  Halu,  corres¬ 
pondants;  G. -A.  Boulenger,  associé ,  et  le  Secrétaire  perpétuel. 

Absences  motivées  :  MM.  Cesàro,  directeur;  J.  Deruyts, 
A.  Rutot,  G.  Lecointe,  membres. 

M.  le  Vice-Directeur  félicite  M.  Cesàro,  nommé  Commandeur 
de  l’Ordre  de  la  Couronne  d’Italie,  et  remercie  M.  Bordet  du 
discours  qu’il  a  prononcé  au  Sénat  en  faveur  des  prérogatives 
de  l’Académie.  (Applaudissements.) 

COBBESPONDANCE. 

Le  Comité  de  la  manifestation  organisée  en  l’honneur  de 
M.  L.  Fredericq  invite  les  Directeur  et  membres  de  la  Classe  à 
assister  à  cette  cérémonie.  La  Classe  décide  de  s’y  faire  repré¬ 
senter  par  une  délégation  et  de  faire  parvenir  une  adresse  à 
M.  L.  Fredericq. 

La  Société  chimique  de  Belgique  annonce  qu’elle  s’est  ralliée, 
à  l’unanimité,  à  la  décision  de  la  Classe,  relativement  à  l’échange 
de  publications  avec  les  institutions  allemandes. 
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MM.  Goetghebuer,  G.  Calingaert,  et  J.  Errera  remercient 
l’Académie  des  récompenses  qu’elle  leur  a  accordées. 

MM.  G.  Torcelli  annonce  l’envoi  des  tomes  1  et  SI  des  œuvres 
de  Fl.  Ameghino,  éditées  par  le  gouvernement  de  la  province 
de  Buenos-Ayres. 

L’Académie  des  Sciences  exactes,  physico-chimiques  et  natu¬ 
relles  de  Zaragoza  sollicite  l’échange  de  publications.  La  Classe 
accepte  l’échange  avec  son  propre  Bulletin. 

Le  Musée  d’Histoire  naturelle  de  Vienne  demande  à  reprendre 
l’échange  des  publications. 

HOMMAGES  D’OUVRAGES. 

Traité  élémentaire  de  Chimie,  tome  1,  lre  partie,  et  tome  II, 
Impartie,  par  P.  Bruylants. 

Calcul  pratique  des  poutres  continues  en  béton  armé ,  en  tenant 
compte  de  la  raideur  des  colonnes ,  par  G.  Magne! ;  présenté  avec 
une  note  bibliographique,  par  M.  Stuyvaert. 

—  Remerciements. 

RAPPORTS. 

Il  est  donné  lecture  des  rapports  : 

1°  De  M.  Stuyvaert  sur  un  travail  de  M.  L.  Godeaux  :  Sur  une 
involution  rationnelle ,  douée  de  trois  points  de  coïncidence , 
appartenant  à  une  surface  de  genre  trois  (seconde  communi¬ 
cation).  Conformément  aux  conclusions  du  rapporteur,  la  Classe 
en  vote  l’impression  au  Bulletin. 

2°  De  M.  Stuyvaert,  sur  un  travail  de  M.  Govaerts  :  Les  réci¬ 
proques  et  leur  emploi  dans  la  division  des  nombres  sur  la 
machine  à  additionner.  Conformément  aux  conclusions  du 
rapporteur,  la  Classe  en  vote  le  dépôt  aux  archives. 

3°  De  la  Commission  de  la  Fondation  De  Potier.  La  Commis¬ 
sion  a  reçu  deux  demandes  de  récompense  :  l’une  pour  un 
parachute  pour  cages  de  mines,  ascenseurs  et  analogues,  ima- 
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giné  par  M.  Martelée;  l’autre  pour  une  méthode  de  lustrage  du 
cristal  taillé,  basée  sur  la  substitution  de  la  potée  d’étain  à  la 
potée  de  plomb,  et  imaginée  par  M.  Lecrenier.  Conformément  à 
l'avis  de  MM.  P.  Fourmarier  et  De  Noël,  ingénieurs  des  mines 
et  professeurs  à  l’Université  de  Liège,  la  Commission  a  estimé 
qu’il  n'y  a  pas  lieu  d’accorder  une  récompense  à  M.  Martelée. 
La  Classe  adopte  cette  manière  de  voir.  Conformément  aux 
conclusions  du  rapport  de  M.  F.  Swarts,  la  Commission  propose 
d’accorder  à  M.  Lecrenier  une  récompense  de  5,000  francs.  Cette 
proposition  est  adoptée.  Le  rapport  de  M.  Swarts  est  publié 
ci-après. 

4°  De  la  Commission  de  la  Station  zoologique  de  Naples, 
sur  les  requêtes  de  MM.  Léon  Fredericq  et  H.  Micheels,  tendant 
à  occuper  une  table  à  la  susdite  Station  pendant  l’année  1922. 
Renvoi  à  M.  le  Ministre  des  Sciences  et  des  Arts. 

COMMISSION  DES  FINANCES. 

La  Classe  réélit  les  délégués  qui  la  représentent  au  sein  de 
cette  Commission. 

PRIX  DE  P. -J.  et  ED.  VAN  BENEDEN. 

(Première  période  :  1913-1920.) 

Après  discussion  des  rapports  (qui  ont  été  publiés  dans  le 
Bulletin  de  novembre)  la  Classe  attribue  le  prix  au  travail  de 
feu  Maurice  Herlant  :  Le  cycle  de  la  vie  cellulaire  chez  Bœuf 
activé. 


TRAVAUX  SOUMIS  A  L’EXAMEN. 

Statique  animale  et  dessins,  par  H.  V.  Durand.  Sur  la  propo¬ 
sition  de  M.  Lameere,  la  Classe  en  vote  le  dépôt  aux  archives. 

M.  Casteels  envoie  une  nouvelle  rédaction  de  son  travail  : 
Sur  les  intersections  de  courbes  algébriques  planes ,  qui  tient 
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compte  des  observations  des  rapporteurs.  La  Classe  en  décide 
l’impression  dans  les  Mémoires  in-8°. 

MOTION. 

La  Classe  décide  d’adresser  une  demande  au  Premier  Ministre, 
au  Ministre  des  Sciences  et  des  Arts  et  au  Ministre  de  l’Industrie 
et  du  Travail,  afin  de  sauver  d’une  perte  certaine  la  partie 
inexplorée  du  gisement  de  fossiles  wealdiens  ( Iguanodon ,  etc.) 
de  Bernissart.  Un  rapport  sera  préparé  sur  cet  objet  par 
M.  G. -A.  Boulenger,  et  la  Classe  statuera  dans  sa  séance 
du  19  décembre. 

M.  Demoulin  rend  compte  de  la  manifestation  organisée 
à  la  mémoire  de  J.  Boulvin,  au  cours  de  laquelle  il  a  pris  la 
parole  au  nom  de  la  Classe. 

COMITÉS  NATIONAUX. 

Comité  national  des  Sciences  médicales  :  La  Classe  adopte, 
pour  constituer  le  Comité,  les  noms  suivants  : 

MM.  Béco.(Liége) ,  Bruynooghe  (Louvain) ,  Bepage  (Bruxelles) , 
P.  Héger  (Bruxelles),  Herman  (Mons),  Nolf  (Liège),  Putzeys 
(Liège),  D.  Van  Duyse  (Gand),  Van  Ermengen  (Bruxelles), 
Willems  (Liège),  Frai  pont  (Liège),  Gratia  (Bruxelles). 

Comité  de  Télégraphie  sans  fil  :  la  Classe  nomme,  pour 
constituer  ce  Comité  :  MM.  Corteil,  De  Donder,  Drumeaux, 
Lucas,  Philippson,  Wibier. 

RAPPORTS. 

Note  de  M.  Ch.  Julin  sur  deux  travaux  de  M.  Lepiat. 

J’ai  l’honneur  de  présenter  à  la  Classe  deux  notes  prélimi¬ 
naires  de  M.  le  D1  Georges  Lepiat,  assistant  d’embryologie  à 
la  Faculté  de  médecine  de  Liège. 
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La  première  est  intitulée  :  De  la  musculature  interne  de  l’œil 
de  quelques  reptiles;  la  seconde  :  Sur  le  développement  de  la 
musculature  interne  de  l'œil  des  reptiles. 

Elles  sont  accompagnées  de  quatre  figures  à  intercaler  dans 
le  texte. 

Ces  notes  relatent  les  résultats  généraux  de  longues  recherches 
poursuivies  par  l’auteur  dans  mon  laboratoire. 

Première  note.  —  Devant  les  contradictions  qui  divisaient  les 
anatomistes  qui  se  sont  occupés  de  cette  question,  M.  G.  Leplat 
s’est  attaché  à  établir,  par  l’examen  de  coupes  sériées  et  soigneu¬ 
sement  orientées,  la  disposition  des  éléments  musculaires  du 
corps  ciliaire  et  de  l’iris  chez  les  Sauriens  et  les  Chéloniens. 

Sa  description  et  ses  figures  montrent  que  les  dispositions 
varient  suivant  les  divers  segments  de  l’œil. 

Le  muscle  transverse  avait  été  observé  déjà  par  Hess  ;  mais 
la  disposition  des  fibres  des  muscles  tenseurs  de  la  choroïde 
n’était  pas  connue. 

M.  Leplat  nous  montre  que  si  les  auteurs  qui  l’ont  précédé, 
tout  en  décrivant  exactement  ce  qu’ils  ont  vu,  sont  arrivés  à  des 
conclusions  conlradictoires,  c’est,  d’une  part,  parce  que  leurs 
études  ont  été  faites  sur  des  coupes  qui  n’étaient  ni  orientées, 
ni  sériées,  et,  d’autre  part,  parce  que  leurs  descriptions  n’étaient 
que  partielles. 

Deuxième  note.  —  La  seconde  note  de  M.  G.  Leplat  traite  du 
développement  de  la  musculature  interne  de  l’œil  des  Reptiles. 

Cette  étude,  qui  n’avait  jamais  été  entreprise  en  ce  qui  concerne 
les  Reptiles,  et  qui  n’est  d’ailleurs  pas  encore  complète  dans 
d’autres  classes  de  vertébrés,  méritait  d’être  faite  surtout  pour 
chercher  à  établir  des  rapprochements  entre  les  muscles  lenti¬ 
culaires  et  tenseurs  de  la  choroïde  chez  les  Poissons,  les 
Amphibiens,  les  Reptiles  et  les  Oiseaux. 

S’appuyant  sur  les  recherches  intéressantes  qu’il  a  publiées 
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précédemment  sur  les  Oiseaux,  M.  G.  Lepîat  a  suivi  le  dévelop¬ 
pement  du  muscle  ciliaire,  du  sphincter  irien  et  du  muscle 
transverse  chez  les  Reptiles. 

Il  conclut  que  chez  les  Reptiles,  le  muscle  ciliaire  se  forme, 
in  situ ,  aux  dépens  du  mésenchyme  périoculaire,  comme  chez 
tous  les  autres  vertébrés.  Il  établit  que  le  muscle  transverse, 
propre  aux  Reptiles,  est  aussi  d’origine  mésodermique.  Quant 
au  sphincter  de  la  pupille,  chez  les  Reptiles  il  est,  comme  dans 
toutes  les  classes  de  vertébrés,  d’origine  ectodermique  et  dérive 
de  la  rétine. 

J’ai  l’honneur  de  proposer  à  la  Classe  de  décider  l’impression 
de  ces  notes  intéressantes  de  M.  Georges  Leplat  dans  le  Bulletin , 
et  d’adresser  des  remercîments  à  l’auteur. 

Rapport  de  M.  Swarts  à  la  Commission 
de  la  Fondation  De  Potter. 

Par  une  lettre  datée  du  10  août  1921,  M.  A.  Lecrenier, 
directeur  des  Cristalleries  du  Val-Saint-Lambert,  pose  sa  candi¬ 
dature  en  vue  de  l’obtention  du  prix  Àgathon  De  Potter,  destiné 
à  encourager  ou  à  récompenser  les  découvertes  ayant  pour 
résultat  de  faire  disparaître  les  dangers  graves  qui  déciment  les 
ouvriers  exerçant  certaines  professions. 

Comme  titres  il  invoque  les  résultats  obtenus  dans  la  lutte 
contre  le  saturnisme  aux  Cristalleries  du  Val-Saint-Lambert,  et 
qu’il  expose  dans  une  brochure  éditée  par  les  Annales  des 
Mines  de  Belgique  (1921). 

Les  ouvriers  des  tailleries  de  verre  étaient  victimes  d’intoxi¬ 
cation  saturnine  résultant  de  l’opération  du  lustrage,  laquelle 
se  faisait  à  l’aide  de  roues  de  liège  ou  de  feutre  et  d’une  poudre 
spéciale,  mélange  de  2  °/0  d’oxyde  de  plomb  et  de  1  °/0  d’oxyde 
stannique  obtenu  par  le  grillage  d’un  alliage  de  plomb  et 
d’étain. 
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Cette  «  potée  »  est  donc  fortement  plombifère  et  son  emploi 
donne  lieu  à  une  intoxication  saturnine  qui  peut  prendre  la 
forme  paralytique  la  plus  grave. 

A  la  suite  d’expériences  qui  ont  été  poursuivies  pendant  seize 
ans,  M.  Lecrenier  a  réussi  à  substituer  à  la  potée  plombique 
un  mélange  d’oxyde  stannique,  d’acide  métastannique  et  de 
lithopone,  dont  il  donne  la  composition. 

En  1909,  l’emploi  de  cette  poudre  pour  le  polissage  du 
cristal  fut  introduit  aux  Cristalleries  du  Val-Saint-Lambert  et 
les  ravages  causés  par  le  saturnisme,  dans  la  population  ouvrière 
de  cette  usine,  ont  complètement  disparu. 

M.  Lecrenier  propose  la  substitution  du  produit  qu’il  a 
trouvé  à  la  potée  d’étain  plombifère  dans  d’autres  industries 
qui  utilisent  cette  dernière. 

Il  produit  comme  pièces  justificatives  une  attestation  de 
72  vieux  ouvriers  de  l’usine,  qui  témoignent  du  résultat  heu¬ 
reux  obtenu,  au  point  de  vue  hygiénique,  aux  Cristalleries 
du  Val-Saint-Lambert,  ainsi  que  deux  certificats  médicaux  de 
l’inspection  générale  du  travail  et  de  l’ancien  médecin  en  chef 
des  Cristalleries  du  Val-Saint-Lambert. 

La  Commission  de  la  Fondation  De  Potter  estime  que  pour 
pouvoir  décerner  le  prix  Agathon  De  Potter,  il  faut  qu’elle  ait 
la  conviction  que  la  découverte  alléguée,  non  seulement  ait  fait 
disparaître  un  danger  pour  la  classe  ouvrière,  mais  possède  une 
réelle  valeur  technique. 

A  cet  égard,  il  y  avait  lieu  de  rechercher  si  la  seconde  con¬ 
dition  était  remplie,  la  première  l’étant  sans  conteste. 

Le  problème  à  résoudre  n’était  pas  sans  difficulté.  La  potée 
plombique  comportait  un  constituant  dur  et  dense,  l’oxyde 
stannique,  associé  à  un  composant  onctueux,  jouant  le  rôle  de 
lubréfiant,  assurant  l’enlèvement  de  la  poudre  abrasive  des  sur¬ 
faces  taillées.  Ce  composant  devait  être  en  même  temps  de 
densité  élevée,  pour  éviter  une  séparation  mécanique  des  divers 
constituants  de  la  poudre.  * 
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M.  Lecrenier  a  réussi  à  trouver,  après  de  longues  recherches, 
une  solution  heureuse  du  problème,  et  la  valeur  technique  de  son 
labeur  ne  ressort  pas  seulement  de  nos  connaissances  sur  les 
propriétés  des  composants  de  la  poudre  à  polir  qu’il  a  substi¬ 
tuée  à  la  potée  d’étain,  mais  encore  du  fait  expérimental  que 
les  importants  établissements  industriels  du  Val-Saint-Lambert 
utilisent  la  découverte  de  leur  directeur  avec  plein  succès. 

Les  produits  lancés  dans  le  commerce  par  les  Cristalleries  du 
Val-Saint-Lambert  ont  conservé,  leur  ancienne  réputation. 

Aussi,  la  Commission  De  Potter  estime-t-elle  qu’il  y  a  lieu  de 
proposer  à  la  Classe  des  sciences  de  décerner  à  M  A.  Lecrenier 
un  prix  de  5,000  francs,  pour  le  récompenser  d’avoir  rendu 
efficacement  possible  la  suppression  de  l’emploi  de  la  potée 
d’étain  plombifère  pour  le  lustrage  du  cristal  taillé. 

En  publiant  la  formule  de  la  poudre  à  lustrer  qu’il  a  décou¬ 
verte,  M.  Lecrenier  fait  bénéficier  de  ses  recherches  toutes  les 
industries  intéressées. 


NOTE  BIBLIOGRAPHIQUE. 


J’ai  l’honneur  de  présenter  à  la  Classe  un  ouvrage  de 
M.  G.  Magnel,  répétiteur  et  chef  de  travaux  à  l’Université  de 
Gand,  intitulé  :  Calcul  pratique  des  poutres  continues  en  béton 
armé ,  en  tenant  compte  de  la  raideur  des  colonnes. 

C’est  la  matière  d’un  cours  public  fait  pendant  l’année  acadé¬ 
mique,  écoulée  avec  un  succès  inattendu,  étant  donné  le  caractère 
spécial  du  sujet. 

J’espère  que  la  Cla^ge  voudra  accepter  rhommage  de  cet 
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ouvrage,  bien  que  son  titre  puisse  faire  croire  que  le  travail  est 
purement  technique. 

En  effet,  le  perfectionnement  apporté  par  M.  Magnel  à  ce 
problème  intéressant  l’art  de  l’ingénieur  a  été  obtenu  en  appli¬ 
quant  des  principes  scientifiques,  et  cette  application  est  une 
idée  nouvelle. 

A  ce  double  titre  il  mérite  de  retenir  l’attention  des  membres 
de  la  Classe  des  sciences.  M.  Stuyvaert. 


COMMUNICATIONS  ET  LECTURES. 

Géométrie.  —  Sur  la  Géométrie  du  Tétraèdre 

( deuxième  communication ), 
par  Cl.  SERVAIS,  membre  de  l’Académie. 

Une  surface  spéciale  du  sixième  ordre. 

1.  Soient  P,  Q,  R,  S  quatre  points  d’une  conique  E;  une 
corde  quelconque  SM  et  la  tangente  au  point  S  rencontrent  les 
côtés  du  triangle  PQR  aux  points  (PA,  Q1?  RJ,  (P2,  Q2,  RJ. 
Les  deux  triangles  PQR,  MS  S,  inscrits  dans  la  conique  E, 
sont  circonscrits  à  une  conique  S'.  Le  rapport  anharmonique 
(P1Q1R1M)  est  égal  à  celui  des  tangentes  (QR,  RP,  PQ,  MS) 
de  la  conique  SL 

La  droite  SP2Q2R2  étant  tangente  à  E',  on  a 
(P1Q1R1M)  =  (P2Q2R2S)  =  (P2QRP'), 

si  P'  désigne  le  point  (PS,  QR).  On  a  d’ailleurs 
(P2RQP')  =  (P'QRPJ  =  (PQR  S), 
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la  notation  (P  Q  R  S)  désignant  le  rapport  anharmonique  des 
quatre  points  P,  Q,  R,  S  de  la  courbe  E.  Par  suite, 

Une  corde  SM  d’une  conique  S  rencontre  les  côtés  d’un 
triangle  inscrit  PQR  aux  points  Pl5  Q1?  Rt.  Le  rapport  anhar- 
monique  (P^iR^M)  est  égal  à  celui  des  quatre  points  P,  Q, 
R ,  S  de  la  courbe  E . 

Si  s  est  la  tangente  au  point  S  de  la  conique  E,  cette  courbe 
est  le  lieu  du  point  de  contact  M  de  la  seconde  tangente  menée 
du  point  S  à  une  conique  quelconque  Er  inscrite  dans  le  quadri¬ 
latère  (QR,  RP,  PQ,  s)  (*). 

2.  Notations.  —  Un  complexe  tétraédral  A  est  défini  par  le 
tétraèdre  principal  ARCD  et  le  rapport  anharmonique  des 
hauteurs  (. Iiahbhchd )  de  ce  tétraèdre. 

Les  faces  a,  (3,  y,  8  et  les  arêtes  opposées  du  tétraèdre  ARCD 
déterminent  dans  le  plan  a-  à  P  infini  (**),  les  côtés  ao-,  (3  a-,  ycr,  8  a- 
et  les  couples  de  sommets  opposés  (Sa&,  Scd) ,  (Sac,  Sbd) , 
(Sad,  Sbc)  d’un  quadrilatère  (Q). 

La  conique  E*>  du  complexe  tétraédral  A  située  dans  le 
plan  a-  touche  les  côtés  de  ce  quadrilatère  aux  points  Aa?  Ra, 
CCT,  Dff,  et  l’on  a 

(Aff  Bff CffDff)  =  (aor,  (3a-,  ya-,  8a-)  =  ( hahbhchd ). 

Les  droites  joignant  les  sommets  du  triangle  SabSacSad  cir¬ 
conscrit  à  la  conique  Eoo  aux  points  de  contact  Ra,  CŒ,  Dff  des 
côtés  opposés  se  coupent  en  un  même  point  Oa.  On  a  les 
points  analogues  Qô,  Oc,  Od. 

Les  quadruples  de  droites  (AAa,  BBa,  CCa,  DD<j),  (AOa,  BOô, 
COc,  DOrf)  appartiennent  à  deux  systèmes  réglés  complémen¬ 
taires. 


(*)  Ces  propriétés  sont  étendues  aux  cubiques  gauches  dans  les  numéros  4,  5. 
La  seconde  est  bien  connue. 

(**)  On  généralisera  aisément  en  remplaçant  le  plan  à  l’infini  par  un  plan 
quelconque. 
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Une  parabole  (a)  est  circonscrite  au  triangle  B  CD  et  tan¬ 
gente  au  point  Aff  à  la  droite  a<r.  On  a  (1) 

(AffBGD)  =  (AffScdS6ÆS6c). 

Mais 

(Aa ^cd S&d S&c)  =  (cLd,  y  <7,  8(7)  —  Çlia^b^c^d}) 

donc 

(a,bcd)  =  (/>aMcO- 

Il  existe  trois  paraboles  analogues  ((3),  (y),  (8),  et  l’on  a 
(ÂB.CD  )  =  (hahbhehd), 

(ABGffD)  =  (, hahbhchd ), 

(ABCDff)  =  (hahjjhcho). 

3.  La  conique  Sc©  est  commune  aux  développables  (D^) 
ayant  pour  arêtes  de  rebroussement  les  paraboles  gauches 
orthogonales  (tu)  osculatrices  aux  faces  du  tétraèdre  AB  CD. 
Les  génératrices  et  les  axes  de  ces  développables  sont  des 
droites  du  complexe  tétraédral  A  (2)  (*).  On  désigne  par 
(A),  (B),  (G),  (D),  («r),  (P*),  (y*),  (&r), 

les  cônes  de  sommets  A,  B,  C,  D  perspectifs  à  la  conique  Soo 
et  les  faisceaux  de  plans  dont  les  axes  sont  a  a-,  (3a-,  y  a-,  8a-. 

Les  ensembles 

[(A),  (aa-)],  [(B),  (P*)],  [(G),  (y*)],  [(D),  (8*)] 

constituent  des  développables  dégénérées  de  la  famille  (DTC)  . 

En  effet,  la  hauteur  ha  du  tétraèdre  AB  CD  rencontre  le 
plan  (7  au  pôle  Ha  de  la  droite  a  <7  relativement  au  cercle  imagi¬ 
naire  à  l’infini;  les  tangentes  s,  s'  menées  de  ce  point  à  la 
conique  Eoo  forment  avec  la  droite  as  un  triangle  conjugué  à 
ce  cercle.  Les  plans  tangents  menés  d’un  point  quelconque  P 
de  la  droite  ha  à  la  développable  dégénérée  [(A),  (aa*)]  sont 
(P,  s),  (P,  s'),  (P,  a  a-)  ;  ils  sont  deux  à  deux  rectangulaires  et 
la  développable  [(A),  (acr)]  a  une  directrice  ha. 


(*)  Sur  7a  Géométrie  du  Tétraèdre .  (Bull,  de  l’Acad.  roy.de  Belgique,  1921,  p.645.) 
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Si  Ton  désigne  par  p  un  plan  tangent  quelconque  du  cône  (A), 
par  p'  un  plan  du  faisceau  (ao\),  l’axe  pp'  de  la  développable 
[(A),  (  a o-)]  est  coupé  par  les  faces  du  tétraèdre  AB  CD  en  quatre 
points,  dont  le  rapport  anharmonique  est  égal  à  celui  des 
tangentes  a<r,  (3(7,  y<7,  Sa  de  la  conique  2oo  et,  par  suite,  égal 
à  [ha hb hc hd) .  Cet  axe  pp'  appartient  donc  au  complexe  tétra- 
édral  A  (2). 

4.  Soient  T  un  point  arbitrairement  choisi  de  la  conique 
Soo  (2),  t  la  tangente  en  ce  point,  M  le  point  de  contact  de  la 
tangente  p  menée  par  le  point  T  à  une  parabole  gauche  ortho¬ 
gonale  (u)  (3).  Les  tangentes  à  cette  courbe  (tc)  déterminent, 
dans  le  plan  osculateur  M  t,  une  conique  projetée  du  point  A, 
suivant  un  cône  tangent  aux  quatre  plans  ACD,  ADB,  ABC, 
Aï  et  tangent  au  plan  AM  T  le  long  de  AM.  Par  suite  (1),  si  la 
parabole  gauche  orthogonale  (tt)  varie,  la  droite  AM  décrit  le 
cône  (AÉ)  projectif  à  la  conique  2,  circonscrite  au  triangle 
S ab  S ac  §ad  et  tangente  au  point  T  à  la  conique  2c© . 

Par  analogie  la  droite  BM  décrit  le  cône  (B*)  perspectif  à  la 
conique  circonscrite  au  triangle  SaZ,SacSad  et  tangente  au  point 
T  à  la  conique  2c©.  Les  deux  cônes  quadratiques  (A*),  (B*)  ont 
une  génératrice  commune  et  leur  seconde  intersection,  lieu  du 
point  M,  est  une  cubique  gauche  Yt,  circonscrite  au  tétraèdre 
AB  CD,  et  tangente  au  point  T  à  la  conique  2».  La  tangente 
commune  t  est  une  droite  du  complexe  tétraédral  A  (2)  ;  donc 
la  courbe  Tt  appartient  à  ce  complexe  et  est  osculatrice  au  point 
T,  au  plan  g-  à  l’infini.  Ainsi, 

Le  lieu  des  points  de  contact  M  des  tangentes  menées  par  un 
point  fixe  T  de  la  conique  2oo  (2)  aux  paraboles  gauches  ortho¬ 
gonales  (u)  osculatrices  aux  faces  du  tétraèdre  AB  CD,  est  une 
parabole  gauche  Ft  circonscrite  à  ce  tétraèdre  et  tangente  au 
point  T  à  la  conique  2oo  . 

Le  complexe  tétraédral  A  (2)  contient  les  paraboles  gauches 
Yt  correspondant  aux  diverses  positions  du  point  T  sur  la 
conique  2oo . 
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5.  La  droite  MT  (4)  rencontre  les  faces  du  tétraèdre  AB  CD 
aux  points  (A1#  Cj  DJ.  Si  l’on  désigne  par  p.  le  plan  M t 
osculateur  au  point  M  à  la  parabole  gauche  orthogonale  (tu), 
le  faisceau  du  troisième  ordre  (aj3ÿ8jjî)  est  projectif  à  la  ponc¬ 
tuelle  (A^^DJM). 

Les  droites  DA^  DBA,  D^  rencontrent  respectivement  les 
droites  BC,  CA,  AB  aux  points  Aj,  Bi,  Ci  situés  sur  une 
droite  passant  par  le  point  Bi.  Cette  droite  est  coupée  par 
DM  et  DT  aux  points  M',  T'.  La  conique  (AB CM' T')  est  sur 
le  cône  (DJ  perspectif  à  la  parabole  gauche  (4),  et  le  rapport 
anharmonique  (AB CT')  sur  la  conique  est  égal  à  celui  des 
points  (AB CT)  de  la  courbe  Tt.  Mais  (1) 

(a;b;c;mo  =  (abct'); 

donc 

(A1B1CiM)  =  (ABCT). 

Ainsi, 

Une  corde  T  M  d'une  cubique  gauche  quelconque  IJ  coupe  les 
faces  d'un  tétraèdre  inscrit  AB  CD  en  quatre  points  Alf 
C±,  D1.  La  ponctuelle  (A1B1C1D1M)  est  projective  à  la  ponc¬ 
tuelle  du  troisième  ordre  (AB  CD  T)  ayant  pour  support  la 
courbe  Ft. 

Corrélativement, 

D'un  axe  quelconque  Tp.  d'une  cubique  gauche  F,  on  projette 
les  sommets  d'un  tétraèdre  osculateur  a (3 y 8  suivant  les  plans 
a15  (3a,  y1?  8a.  Le  faisceau  (oq^y^p)  est  projectif  au  faisceau 
du  troisième  ordre  (a(3y8ir)  ayant  pour  support  la  courbe  F. 

6.  Le  cône  (T)  perspectif  à  la  parabole  gauche  Yt  (4)  appar¬ 
tient  au  complexe  tétraédral  A  (2)  ;  lorsque  le  point  T  se  rap¬ 
proche  indéfiniment  du  point  Aff  (2),  le  cône  a  pour  limite  le 
cône  (AJ  de  ce  complexe;  cône  formé  de  deux  plans  :  l’un  est 
la  face  B  CD  du  tétraèdre  principal  AB  CD;  l’autre  est  le  plan 
(A,  ac);  car  le  rapport  anharmonique  des  droites  a<r,  AaB, 
AaC,  AaD  est  égal  à  (hahbhchd)  (2). 
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La  limite  de  la  parabole  gauche  Tt  est  donc  une  cubique 
gauche  dégénérée,  formée  par  une  conique  et  une  droite  d. 
Cette  conique  est  la  parabole  (a)  (2).  En  effet,  la  tangente  p 
menée  du  point  Aa  à  une  parabole  gauche  orthogonale  (u), 
dont  la  développable  (D-*)  n’est  pas  dégénérée,  est  située  dans 
le  plan  oscillateur  commun  B  CD.  Soient  M  le  point  de  con¬ 
tact;  B1?  C1?  Da  les  points  de  rencontre  de  p  avec  les  côtés  du 
triangle  B  CD.  Le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
(MB.C.D  J  est  égal  à  celui  des  plans  osculateurs  a,  p,  y,  S 
de  la  parabole  gauche  orthogonale  (tt)  et,  par  suite,  égal  à 
(hahbhchd).  On  a  donc  (2) 

(MBiCiDD  =  (AffBCD), 

et  (1)  le  point  M  appartient  à  la  parabole  (a). 

Dans  le  plan  B  CD,  il  y  a  les  génératrices  AaB,  AffC,  AaD 
des  développables  dégénérées  (D*)  : 

[(B),  (P*)l  [(C),  (y*)]  [(D),  (8*)] 

et  la  génératrice  singulière  ac  de  [(A),  (a<r)].  Les  points  cor¬ 
respondants  M  sur  la  parabole  (a)  sont  B,  C,  D,  A ff. 

La  dernière  développable  [(A),  (a<r)]  a  une  génératrice  AA<y 
issue  du  point  Aa  et  extérieure  au  plan  B  CD;  chacun  de  ses 
points  est  un  point  de  contact  M  ;  la  droite  d  est  donc  identique 
à  A  A<j. 

On  vérifie  d’ailleurs  aisément  que  la  parabole  gauche  dégé¬ 
nérée  .[(a),  A  AJ  appartient  au  complexe  A;  car  si  l’on  désigne 
par  R,  R'  deux  points  pris  respectivement  sur  la  courbe  (a)  et 
la  droite  AAa,  le  rapport  anharmonique  des  plans  RR' (AB CD) 
est  égal  à  (AaBCD)  ou  égal  à  (hahbhchd)  (2).  Ainsi, 

La  famille  des  paraboles  gauches  Tt  du  complexe  tétraédral  A 
circonscrites  au  tétraèdre  principal  AB  CD  comprend  quatre 
courbes  dégénérées  : 

[(a),  A  AJ  [(p),  BBJ  [(y),  CCJ  [(S),  DDJ. 
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7.  Les  tangentes  p  aux  paraboles  gauches  orthogonales 
(u)  (2)  forment  une  congruence  (p)  clu  quatrième  ordre  et  de 
la  quatrième  classe.  En  effet,  les  droites  p  rencontrent  la 
conique  Eoo  ;  celles  qui  passent  par  un  point  R  de  l’espace  sont 
des  génératrices  du  cône  (R)  du  complexe  A;  celles  qui  sont 
situées  dans  un  plan  p  sont  tangentes  à  la  conique  (p)  du  même 
complexe.  Dans  les  deux  cas  le  nombre  de  ces  droites  est  égal 
à  quatre. 

La  surface  focale  de  cette  congruence  (p)  est  composée  d’une 
courbe  singulière,  «  la  conique  2oo  »,  et  d’une  surface  <ï>  lieu  des 
paraboles  gauches  orthogonales  (tJ.  Par  suite, 

La  surface  <ï>  lieu  des  paraboles  gauches  orthogonales  (tu) 
osculatrices  aux  faces  du  tétraèdre  AB  CD  contient  la  famille 
des  paraboles  gauches  Tt  du  complexe  tétraédral  A  circonscrites 
à  ce  tétraèdre  (4) . 

Le  cône  (T)  du  complexe  tétraédral  A  (6)  a  pour  génératrices 
les  tangentes  menées  du  point  T  à  la  famille  des  paraboles  gau¬ 
ches  orthogonales  (tt)  ;  donc 

La  développable  circonscrite  à  la  surface  <ï>  le  long  d'une 
parabole  gauche  Ft  est  un  cône  (T)  du  complexe  tétraédral  A. 
Le  sommet  T  de  ce  cône  est  le  point  de  contact  de  la  courbe  Tt 
et  de  la  conique  A  O©  . 

La  famille  des  paraboles  gauches  orthogonales  (tu)  et  celle 
des  paraboles  gauches  Tt  forment  sur  la  surface  <t>  un  réseau 
conjugué. 

Les  paraboles  dégénérées  (6)  [(a),  A  AJ,  [(p),  BBJ,  [(y), 
CCJ,  [(B),  DD  J  montrent  que 

Les  droites  AAa,  BBa,  CCa,  DDa  qui  appartiennent  à  un 
même  système  réglé  (2)  sont  situées  sur  la  surface  <ï>. 

Le  cône  circonscrit  à  la  surface  <ï>  le  long  de  la  parabole 
dégénérée  [(a),  A  AJ  se  compose  de  deux  plans  a  et  (A,  a  J  (6). 
Donc 

Les  faces  du  tétraèdre  AB  CD  sont  tangentes  à  la  surface  $ 
le  long  des  paraboles  (a),  ((3),  (y),  (8). 
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Les  plans  (A,  a<r),  (B,  p<r),  (G,  y  a-),  (D,  8<r)  sont  tangents  à 
la  surface  <ï>  le  long  des  droites  AAa,  BBa,  GCa,  DDa. 

8.  Le  faisceau  du  troisième  ordre  (ot(3y8 jx)  ayant  pour  sup¬ 
port  la  parabole  gaucfie  orthogonale  (tu)  (5)  est  projectif  à  la 
ponctuelle  du  troisième  ordre  (AB  G  B  T)  dont  le  support  est  la 
parabole  gauche  Tt  (5).  Donc 

Une  parabole  gauche  orthogonale  (tu)  et  une  parabole  gauche 
rt  de  la  surface  <ï>  ont  un  seul  point  commun  M  ;  si  Ton  désigne 
par  ^  le  plan  osculateur  en  ce  point  M  de  la  courbe  (tu),  par  T 
le  point  de  contact  de  la  courbe  Ft  et  de  la  conique  Soo ,  on  a 

(ABCDT) ÿ\  (aPyS[A) 7\  (AffB^CjDçT). 

Ces  formes  projectives  ont  pour  supports  respectivement  les 
courbes  Tt,  (tu),  ~oo  . 

9.  Les  tangentes  aux  points  M  d’une  parabole  gauche  ortho¬ 
gonale  (tu)  de  la  surface  <f>  rencontrent  la  conique  Soo  en  des 
points  T  ;  on  a  la  projectivité 

(M)Â(T). 

Par  analogie,  pour  une  seconde  parabole  (tu,),  on  a  la  projec¬ 
tivité 

(Mx)Â(T); 

par  suite, 

(M)7v(Mi). 

Deux  points  homologues  M,  M4  correspondent  au  même 
point  T  de  la  conique  et  sont  situés  sur  une  même  parabole 
gauche  Tt  de  la  surface  <ï>  (4).  Les  paraboles  gauches  dégé¬ 
nérées  r,  montrent  qu’une  face  du  tétraèdre  A  B  G  D  passe  par 
deux  points  homologues  des  ponctuelles  projectives  (M),  (MJ. 
Ainsi, 

Les  paraboles  gauches  de  la  surface  4»  déterminent  sur 


682 


Cl.  Servais.  —  Sur  la  Géométrie  du  Tétraèdre . 


deux  paraboles  gauches  orthogonales  (tt),  (tuJ  de  la  même  surface 
deux  ponctuelles  du  troisième  ordre  (M),  (MJ  projectives  entre 
elles. 

Les  faces  du  tétraèdre  A  B  C  D  passent  chacune  par  deux 
points  correspondants  de  ces  ponctuelles. 

10.  On  a  (5)  la  projectivité 

(Ai  BA  Ci  D4 T)  7\  (A  B  C  D  M) . 


La  ponctuelle  du  troisième  ordre  (ABC DM)  a  pour  support 
la  parabole  gauche  Tt.  La  ponctuelle  (A1B1C1D1T)  est  projec¬ 
tive  au  faisceau  du  troisième  ordre  (a|3y8<r)  ayant  pour  support 
la  parabole  gauche  orthogonale  (tt)  ;  donc 

(A  B  C  D  M)~/\  (a  (3  y  B  <7) . 


Une  seconde  parabole  gauche  Tt,  rencontre  la  parabole  (u) 
en  un  point  M',  et  l’on  a  par  analogie 


(ABC DM7)  /\  (a(3y8<y). 

Ainsi, 

(ABCDM)  Â  (ABCDM'). 


Par  conséquent, 

La  projectivité  entre  les  ponctuelles  du  troisième  oi'dre 
(ABCDM...)  7\  (ABCDM'...), 

ayant  pour  supports  deux  paraboles  gauches  Tt,  Ft,  de  la  sur¬ 
face  <ï>,  jouit  de  la  propriété  que  deux  points  correspondants  M, 
M'  sont  situés  sur  une  même  parabole  gauche  orthogonale  (tt)  de 
la  surface  d>. 

1 1 .  Sur  une  parabole  gauche  orthogonale  (tu)  de  la  sur¬ 
face  d>,  les  plans  osculateurs,  (3,  y,  8  déterminent  une  pro¬ 
jectivité  cyclique;  les  plans  doubles  a*,  a2  passent  par  le 
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point  Oa  (2)  et  sont  tangents  à  la  conique  2» .  Les  points  de 
contact  Tai,  Ta2  sont  les  éléments  doubles  de  la  projectivité 
cyclique  définie  sur  la  courbe  Sao  par  le  terne  (B<jCaDa).  Le 
point  Oa  est  donc  le  pôle  des  contacts  de  cette  conique  Hoo  et 
de  la  conique  Sa  déterminée  par  les  cinq  points  Sa6,  SrtC,  Sad , 
Tai,Ta2-  Les  deux  paraboles  gauches  Tt  (4)  déduites  des  points 
'l*!»  Ta2  sont  situées  sur  le  cône  (Aa)  de  sommet  A  perspectif 
à  la  conique  Ea.  Ainsi 

Une  conique  2a  circonscrite  au  triangle  SabSacSad  a  un 
doitble  contact  avec  la  conique  2ao  (2)  ;  le  point  Oa  (2)  est  le 
pôle  des  contacts.  Deux  paraboles  gauches  Tt  de  la  surface  d> 
sont  situées  sur  le  côme  (Aa)  de  sommet  A  perspectif  à  la 
conique  Ea. 

Ce  cône  (Aa)  jouit  seul  de  cette  propriété  pai^mi  les  cônes 
quadratiques  de  sommet  A. 

Les  points  B,  C,  D  sont  les  sommets  de  cônes  analogues. 

12.  Le  cône  (Aa)  (11)  ne  change  pas  si  la  parabole  gauche 
orthogonale  (tt)  varie.  Les  points  d’osculation  A1?  A2  des  plans 
oq,  a2  sont  d’ailleurs  alignés  sur  le  point  j3y S  =  A  et  appar¬ 
tiennent  respectivement  aux  deux  paraboles  gauches  Tt  déduites 
des  points  Tai,Ta2  (4,  11).  La  droite  AA* A2  est  donc  une  géné¬ 
ratrice  du  cône  (Aa).  Par  conséquent. 

Les  plans  (3,  y,  8  définissent  une  projectivité  cyclique  sur 
chacune  des  paraboles  gauches  orthogonales  (u)  de  la  surface  <b. 
Les  droites  joignant  les  points  d’ osculation  des  éléments  doubles 
de  ces  projectivités  sont  les  génératrices  du  cône  (Aa). 

Ces  points  d’ osculation  décrivent  deux  paraboles  gauches  Tt  de 
la  surface  d>. 

13.  Les  deux  paraboles  gauches  Tt  de  la  surface  d>  situées 
sur  le  cône  (Aa)  ont  même  tangente  et  même  plan  osculateur  au 
point  A. 

En  effet,  la  tangente  tA  et  le  plan  osculateur  ta  au  point  A 
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d’une  parabole  gauche  Tt  de  la  surface  <3>  sont  respectivement  une 
génératrice  du  cône  (A,)  (3)  et  le  plan  tangent  le  long  de  cette 
génératrice.  Ils  déterminent  dans  le  plan  a-  à  l’infini  un  point 
Ta  de  la  conique  E,  (3)  et  la  tangente  en  ce  point.  Mais  le 
rapport  anharmonique  des  quatre  plans  ta,  tA B,  £AC,  tA D  est 
égal  à  ( haliblichd )  ;  donc  sur  la  conique  ht  on  a 

(Ia^û*  SacSac^)  =  (ha  hd  hc  hd) . 

Quand  la  conique  £*  est  la  conique  Ea,  le  cône  (A*)  identique 
au  cône  (Aa)  contient  deux  paraboles  gauches  Yt.  L’égalité 
précédente  montre  que  ces  deux  courbes  ont  même  tangente  et 
même  plan  osculateur  au  point  A. 

14.  Les  couples  de  plans  (a,  (3),  (y,  3)  définissent  une  invo- 
lution  sur  chacune  des  paraboles  gauches  orthogonales  (tt)  de  la 
surface  <I>  ;  les  points  d'osculation  des  éléments  doubles  décrivent 
deux  paraboles  gauches  Tt  de  la  surface  d>. 

Car  les  tangentes  en  ces  points  d’osculation,  pour  chacune 
des  courbes  (tt),  doivent  passer  par  les  éléments  doubles  de 
l’involution  (Aa  Ba,  Ca  Dff)  sur  la  conique  E».  La  propriété 
énoncée  résulte  donc  du  théorème  (4). 

15.  Les  tangentes  au  point  A  des  paraboles  (j3),  (y),  (3)  de 
la  surface  d>  rencontrent  le  plan  a-  à  l’infini  en  trois  points  Ap, 
Ay,  As,  situés  sur  une  droite  passant  par  le  point  Oa  (2). 

En  effet,  ces  points  sont  respectivement  sur  les  droites  (3a-, 
ya-,  3a-,  et  l’on  a  (2) 

■  (ApBffSflCSa(j)  =  (ABffCD)  =  (hahbhchd)> 

(ArBCaSad)  =  (ABC5D)  =  ( bahi,hch^)f 
(A$Sa&SacDff)  =  (ABCDff)  =  {hahbhchd). 

Les  ponctuelles 

(AP  b(7^ac^aci)>  (Ay  Cff  SaÉj),  (A^Saj,  Sac  D7) 
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sont  donc  deux  à  deux  perspectives  et  les  trois  points  Ap,  Ay,  As 
sont  sur  une  même  droite  passant  par  le  point  Oa  (2). 

On  voit  aisément  que 

(O.ApAYA*)  =  ( hahbhchd ). 

16.  Une  droite  p  du  plan  de  l’infini  rencontre  les  côtés  du 
triangle  Sa6SacSad  aux  points  B',  G',  D' ;  un  point  O  de  cette 
droite  est  déterminé  par  l’égalité 

(OB'C'D  ’)  =  (hahbhchd). 

Soient  o,  o'  deux  tangentes  à  la  conique  Eoo  ;  le  point  O  et  la 
droite  o  [ou  o']  sont  pôle  et  polaire  relativement  à  une  conique  S 
[ou  E']  conjuguée  au  triangle  3a&SacSad.  Les  deux  coniques  E,  E' 
définissent  un  faisceau  tangentiel  dont  fait  partie  un  couple  de 
points  Q,  situés  sur  le  côté  SacSarf  du  triangle  conjugué 
commun.  La  conique  S»  est  l’enveloppe  des  polaires  du  point  O 
relativement  à  ce  faisceau. 

La  tangente  t  en  un  point  T  de  la  conique  E»  rencontre  la 
droite  QQ'  en  un  point  Ti;  on  désigne  par  S4  le  conjugué  har¬ 
monique  de  Ta,  relativement  au  couple  (Q,  Q');  la  droite  OSA 
coupe  Soo  aux  points  Si,  Si'.  Si  le  point  T  décrit  la  courbe  Eoo, 
les  ponctuelles  (T)  et  (TJ,  (TJ  et  (SJ  sont  projectives;  donc 
l’involution  engendrée  par  le  couple  Si  Si'  est  rapportée  projec- 
tivement  à  la  ponctuelle  (T).  Ces  deux  formes  ont  trois  éléments 
doubles.  Soit  T  l’un  d’eux  :  les  droites  OT,  t  sont  alors  séparées 
harmoniquement  par  le  couple  (Q,  Q')  et  sont  conjuguées  à  la 
conique  du  faisceau  tangentiel,  pour  laquelle  la  polaire  du 
point  O  est  la  droite  t.  Les  droites  OT,  t  sont  donc  conjuguées 
à  ce  faisceau,  dont  une  conique  E"  est  tangente  en  T  à  t.  La 
polaire  réciproque  Et  de  Eoo  relativement  à  E"  est  tangente  en 
T  à  S» ,  circonscrite  au  triangle  Sa&SacSarf,  et  passe  par  le  point  O. 
Elle  coupe  la  droite  p  en  un  second  point  TA  tel  que  (1) 

(TASa&SacSaJ  =  (OB'C'D')  =  (Jia  hb  hchd). 
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Le  point  TA  est  donc  la  trace  sur  le  plan  a-  à  l’infini  de  la 
tangente  au  point  A  de  la  parabole  gauche  Tt  située  sur  le  cône 
de  sommet  A  perspectif  à  la  conique  Ht  (13).  La  droite  p  coupe 
donc  en  trois  points  le  lieu  des  traces  TA  des  tangentes  au 
point  A  des  paraboles  gauches  Tt. 

Dans  le  plan  ABC  la  tangente  AAp  à  la  parabole  gauche 
dégénérée  r*==[((3),  BBJ  (6)  est  la  seule  droite  de  ce  plan 
tangente  en  A  à  une  parabole  gauche  Tt ;  par  suite,  les  côtés  du 
triangle  Sa&SacSad  sont  des  tangentes  inflexionnelles  du  lieu(TA)  ; 
les  points  d’inflexion  correspondants  sont  Ap,  Ay,  As. 

Il  existe  dans  le  plan  a-  une  conique  particulière  Ea  (11)  cir¬ 
conscrite  au  triangle  SabSacSad  et  ayant  un  double  contact  avec 
la  conique  Soo .  La  tangente  commune  au  point  A  des  deux 
paraboles  gauches  Tt  (13)  rencontre  cette  conique  Sa  en  un 
point  A^,  point  double  du  lieu  (TA).  On  a  d’ailleurs  sur  cette 
conique  Ea  (13) 

(Aff  Sa&SacSad)  =  (hahbhchd) 

et  sur  Hoo  (2) 

(A^B^C^D^)  =  (hahbhchd); 

donc 

(■AffSa&SacSad)  =  (Aa  B^C^Dff). 

Les  deux  coniques  Sa  et  E»  ,  ayant  un  double  contact,  se  cor¬ 
respondent  dans  une  homologie  de  centre  Oa;  les  points  Sab  et 
B <7,  Sac  et  G <7,  §ad  et  Da  sont  des  points  correspondants  (*). 
D’après  la  dernière  égalité  les  points  A^  et  A<7  sont  également 
homologues  et,  par  conséquent,  les  points  A^,  Aff,  Oa  sont  colli- 
néaires.  On  peut  conclure  : 

Le  lieu  (TA)  des  traces  TÀ  sur  le  plan  a-  à  l'infini  des  tan¬ 
gentes  au  point  A  des  paraboles  gauches  Ft  de  la  surface  est 
une  cubique  nodule.  Les  points  d'inflexion  sont  Ap,  Ay,  As  (15); 


(*)  Le  coefficient  d’homologie  est  égal  à  —  2. 
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les  tangentes  inflexionnelles  sont  les  côtés  du  triangle  SabSacSad 
(2).  Le  point  nodal  Aa  est  sur  la  droite  OaAa  (2)  et  sur  la 
conique  2a  (11).  Le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
A4,  Sab,  Sac,  Sad  de  la  conique  £«  est  égal  à  (hahbhchd). 

Cette  propriété  montre  que 

Les  sommets  du  tétraèdre  AB  CD  sont  des  points  triples  de  la 
sut' face  <ï>.  Le  cône  du  troisième  ordre  (A3)  formé  par  les  tan¬ 
gentes  à  la  surface  au  point  A  a  une  génératrice  double  AA'a;  les 
génératrices  inflexionnelles  sont  AAp,  AAy,  AA§;  les  plans  tan¬ 
gents  correspondants  sont  les  faces  p,  y,  8  du  tétraèdre. 

17.  Soient  M  un  point  quelconque  du  plan  <r,  M'  le  point 
(SafeM,  SacSad),  le  point  déterminé  par  l’égalité 

{M’M.SadSac)  =  (hahbhchd); 

la  droite  MMA  coupe  les  droites  SabS ad,  SaZ,Sac  aux  points  M2,  M3 
et  l’on  a 

(MMaM2M  3)  =  (hahbhchd); 

Cette  droite  est  la  seule  issue  du  point  M  et  satisfaisant  à  cette 
dernière  égalité.  Elle  rencontre  le  lieu  (TA)  (16)  en  trois  points 
Ta»  Ta,  1a. 

La  conique  circonscrite  au  quadrangle  (TA,  Sa&,  Sac,  Sad) 
et  telle  que 

(TASaôSacSad)  =  (h a  K  hc  hd) 

est  tangente  en  un  point  T  à  la  conique  (16)  et  passe  par  le 
point  M(l).  Le  cône  (A*)  de  sommet  A  perspectif  à  contient 
la  parabole  gauche  déduite  du  point  T  (4).  La  droite  AM 
rencontre  une  seconde  fois  cette  courbe  Tt  en  un  point  X 
distinct  de  A;  car  la  tangente  au  point  A  de  iy  passe  par  le 
point  Ta  (16). 

Par  analogie,  il  y  aura  deux  autres  paraboles  gauches  iy  ,  iy, 
rencontrant  la  droite  AM  une  seconde  fois  aux  points  X',  X”; 
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les  tangentes  au  point  A  à  ces  courbes  Yt, ,  Yt„  passent  respecti¬ 
vement  par  les  points  TA,  1A.  Par  conséquent, 

Une  droite  quelconque  m  issue  du  point  A  rencontre  une 
seconde  fois  trois  paraboles  gauches  Ft  de  la  surface  d>.  Les 
tangentes  au  point  A  ci  ces  trois  courbes  sont  situées  dans  un 
même  plan  p  passant  par  la  droite  m. 

Le  rapport  anharmonique  des  quatre  plans  g,  mB,  mC,  mD 
est  égal  à  (hahbhchd). 

Car  ce  rapport  est  égal  à  celui  des  quatre  points  TA,  Sab,  Sac,  Sad 
de  la  conique  ht. 

De  cette  propriété  il  résulte  que 

La  surface  <1>  est  du  sixième  ordre. 

18.  La  tangente  à  la  cubique  nodale  (TA)  en  un  point  TA 
coupe  les  côtés  du  triangle  Sa&,  Sac,  Sad  aux  points  MA,  M2,  M3; 
un  point  M  de  cette  droite  est  déterminé  par  l’égalité 

(M  M±  M2  M3)  —  (ha  hbhc  hd) . 

Le  lieu  (M),  lorsque  le  point  TA  décrit  la  courbe  (TA),  est  une 
courbe  du  second  degré.  En  effet,  une  conique  (P)  inscrite  dans 
le  quadrilatère  formé  par  les  côtés  du  triangle  Sab  Sac  Sad  et  une 
droite  quelconque  p  est  définie  par  la  condition  :  le  rapport 
anharmonique  des  tangentes  p,  Soc  Sad ,  Sad  Sab ,  Sab  Sac  est  égal 
à  (hahbfic/id) .  La  conique  (P)  et  la  cubique  (TA)  ont  deux 
tangentes  communes  distinctes  des  côtés  du  triangle  Sa6SacSad. 
Chacune  d’elles  rencontre  la  droite  p  et  les  côtés  de  ce  triangle 
en  des  points  M,  Mif  M2 ,  M3  tels  que 

(M  MiMgMg)  ==  (hahbhchd)  ; 

le  lieu  du  point  M  est  donc  une  courbe  du  second  ordre. 

Si  la  droite  p  passe  par  le  sommet  Sab  du  triangle  Sab  Sac  Sad,  on 
désigne  par  P  le  point  du. côté  opposé,  tel  que 

(PP'SacS  aa)  =  (hahbhchd), 
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P'  étant  le  point  (p,  $acSad).  Les  deux  tangentes  menées  du 
point  P  à  la  cubique  nodaie  (TA),  distinctes  de  la  tangente 
inflexionnelle  SacSad,  coupent  la  droite  p  en  deux  points  du 
lieu  (M).  Ces  points  sont  extérieurs  à  la  droite  SacSad  quand  le 
point  P  est  distinct  du  point  d’inflexion  Àp  ;  l’un  d’eux  est  situé 
sur  cette  droite  si  P  est  identique  à  Ap.  Ce  point  du  lieu  (M), 
situé  sur  SacSad,  est  nécessairement  Ba,  car  (15)  on  a 

(Ap  BffSacSad)  =  (hahbhchd). 

Par  suite, 

La  tangente  au  point  TA  de  la  cubique  nodaie  (TA)  (16)  coupe 
les  côtés  du  triangle  inflexionnel  $abSacSad  en  trois  points  M4 , 
M2 ,  Ms;  le  lieu  du  point  M  défini  par  T  égalité 

(MMiMgMg)  =  (hahbhchd) 
est  la  conique  2oo  (2). 

19.  Un  point  quelconque  S  du  plan  cr  détermine  une 
conique  (S)  circonscrite  au  triangle  SabSacSad  (16)  et  telle  que 

(S  Sac  Sad)  =  (Jia  hbhchd) . 

Cette  conique  (S)  coupe  la  conique  Soo  en  quatre  points  X4, 
X2,  X3,  X4  et  les  droites  SX1?  SX2,  SX3,  SX4  sont  tangentes  à 
la  cubique  (TA)  (1,  18). 

Deux  de  ces  tangentes  coïncident  si  le  point  S  appartient  à 
la  courbe  (TA)  ;  par  conséquent, 

Un  point  TA  de  la  conique  nodaie  (TA)  détermine  une  conique 
£t  circonscrite  au  triangle  inflexionnel  Sab  Sac  Sad  et  telle  que 

(Ta  Sad)  =  ( hahbhchd ). 

Cette  conique  St  est  tangente  à  la  conique  Hoo  en  un  point  T 
et  la  coupe  en  deux  points  T4,  T2. 

La  droite  T  TA  est  tangente  à  la  cubique  nodaie  au  point  TA  ; 
les  droites  T4  TÂ,  T2  TÂ  sont  les  deux  autres  tangentes  issues  de 
ce  point. 

—  690  — 


Cl.  Servais.  —  Sur  la  Géométrie  du  Tétraèdre. 


20.  Le  point  A  a-  est  un  point  de  la  cubique  (TA)  ;  car  la 
droite  AAa-  est  la  tangente  au  point  A  de  la  parabole  gauche 
dégénérée  Tt  =  [(a),  AAa]  de  la  surface  <t>.  Sur  la  conique  cir¬ 
conscrite  au  triangle  Sab  Sac  Sad  et  tangente  au  point  AŒ  à  la 
conique  Sx ,  on  a 

(AffSaô  SacSad)  =  (AffBCD)  =  ( hahbhchd )  ; 

donc  (19)  la  conique  Ex.  et  la  cubique  nodale  (TA)  sont  tangentes 
au  point  A*.  Ainsi 

Le  plan  (A,  a<y)  est  tangent  le  long  de  la  droite  AAa  au  cône 
des  tangentes  au  point  triple  A  de  la  surface  d>. 

21.  Si  T  est  un  point  quelconque  de  la  conique  Sx,  deux 
des  trois  paraboles  gauches  Tt  qui  rencontrent  une  seconde  fois 
la  droite  AT  (17)  coïncident  avec  celle  qui  est  déterminée  par  le 
point  T.  En  effet,  par  ce  point  passe  une  droite  qui  coupe  les 
côtés  du  triangle  Sab Sac Sad  en  trois  points  TA,  T2,  T3  tels  que 

(TT4T2T3)  =  (hahbhchd) . 

La  conique  S,  circonscrite  à  ce  triangle  et  tangente  en  T  à  la 
conique  Sx  coupe  une  seconde  fois  la  droite  T  T±  au  point  TA  et 
l’on. a  (1) 

(T  ASaôSacSad)  =  (TTiTgTs)  =  (hahbhchd) . 

Donc  la  droite  ATa  est  tangente  au  point  A  à  la  parabole 
gauche  Tt  déduite  du  point  T;  par  suite  (19),  la  droite  TTA  est 
tangente  au  point  TA  à  la  cubique  nodale  (TA). 

La  droite  AT  et,  par  analogie,  BT,  CT,  DT  coupent  donc  la 
surface  d>  en  deux  points  confondus  en  T.  Il  en  résulte  que 

La  conique  Sx  est  une  conique  double  de  la  surface  d>. 

Cette  conique  double  Sx  et  le  point  triple  A  sont  liés  par  la 
propriété  suivante  : 

Par  une  génératrice  m  du  cône  (À)  perspectif  à  la  conique 
double  Sx  passe  un  plan  p.  tel  que  le  rapport  anliarmonique 
(p.,  mB,  inC,  mD)  soit  égal  à  (hahbhc hd).  Ce  plan  p.  est  tangent 
au  cône  des  tangentes  au  point  triple  A  de  la  surface  d>. 
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22.  Le  cône  (T)  perspectif  à  la  parabole  gauche  Ft  déter¬ 
minée  par  le  point  T  appartient  au  complexe  tétraédral  A  (6) 
et  a  pour  génératrices  les  bissécantes  que  l’on  peut  mener  du 
point  T  aux  diverses  paraboles  gauches  Tt.  Une  génératrice  de 
ce  cône  rencontre  une  seconde  fois  la  parabole  gauche  Tt  en  un 
point  M  et  est  tangente  en  ce  point  à  une  parabole  gauche 
orthogonale  (n)  (4).  La  droite  TM  coupe  donc  la  surface  <ï>  qui 
est  du  sixième  ordre  (17),  et  dont  T  est  un  point  double  (21),  en 
deux  autres  points  N,  N'  situés  sur  une  même  parabole  gauche 
Tt,  en  général  distincte  de  U. 

Si  la  droite  TM  est  tangente  au  point  T  à  la  surface  $  on  a 
Nijp  T,  rt,  =  Tt;  par  conséquent,  N'  =  T  ou  N'  =  M.  Dans  le 
premier  cas,  la  droite  TM  est  tangente  en  T  à  la  courbe  Tt  et  à 
la  conique  E» .  Dans  le  second,  la  tangente  TM  au  point  M  de 
la  parabole  gauche  orthogonale  (tt)  est  une  asymptotique  au 
point  M  de  la  surface  et  elle  coïncide  avec  sa  conjuguée  qui 
est  tangente  au  point  M  à  la  courbe  Tt  (7).  On  a  donc  encore 
M  =  T.  Ainsi 

La  tangente  au  point  T  à  la  conique  Eoo  est  la  seule  généra¬ 
trice  commune  au  cône  (T)  du  complexe  tétraédral  A  (2)  et  au 
cône  des  tangentes  à  la  surface  au  point  double  T. 

Mais,  le  cône  (T)  est  tangent  au  plan  a  le  long  de  la  tangente 
au  point  T  à  la  conique  Eao  ;  donc 

Le  plan  <y  est  tangent  à  la  surface  en  chacun  des  points  T 
de  la  conique  double  E» . 

23.  Une  droite  s  du  plan  <r  coupe  la  conique  E»  en  deux 
points  T,  T',  seuls  points  de  la  sextique  <t>  situés  sur  cette  droite; 
chacun  d’eux  compte  donc  pour  trois  dans  l’intersection  (<E>,  s), 
et  le  plan  cr  fait  partie  du  cône  des  tangentes  au  point  double  T. 
Le  second  plan  qui  complète  ce  cône  quadratique  ne  peut  être 
différent  de  cr  (22)  ;  donc 

Les  points  T  de  la  conique  double  Soo  sont  des  points  anodaux 
de  la  surface  d>. 
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24.  Le  plan  (A,  aa)  tangent  à  la  sextique  $  le  long  de  la 
droite  AAff  coupe  cette  surface  suivant  une  quartique  (Q4),  pas¬ 
sant  par  le  point  Aa;  car  le  contact  de  la  droite  a  a-  et  de  la  sur¬ 
face  est  sextiponctuel  (23).  Ce  plan  fait  partie  du  cône  (Aa) 
du  complexe  tétraédral  A  ;  il  est  le  lieu  des  bissécantes  menées 
du  point  A u  aux  paraboles  gauches  F*  de  la  surface  <ï>,  distinctes 
de  [(a),  AAff].  L’une  quelconque  de  ces  courbes  coupe  le 
plan  (A,  aa)  en  trois  points  A,  N,  N'  et  les  trois  points 
A®,  N,  N'  sont  collinéaires.  La  droite  AaNN'  coupe  la  quar¬ 
tique  (Q4)  aux  points  Aa,  N,  N',  X.  La  parabole  gauche  Tt, 
déterminée  par  le  point  X  a  pour  bissécante  la  droite  AaX;  le 
second  point  d’appui,  point  de  la  surface  distinct  de  N  et  N', 
est  nécessairement  Aa;  mais  alors  Tt,  ==  [(a),  AAa],  X  ==  Aa  ; 
donc  toute  droite  du  plan  (A,  a  a)  issue  du  point  Aa  coupe  la 
surface  d>  en  quatre  points  confondus  en  Aa. 

Une  droite  s  du  plan  BCD  coupe  la  parabole  (a)  (2)  en  deux 
points  S,  S',  seuls  points  de  la  sextique  d>  situés  sur  cette  droite  ; 
chacun  d’eux  compte  pour  trois  dans  l’intersection  (<t>,  s);  donc 

Les  points  Aff,  Ba,  Ca,  Da  de  la  conique  double  Eco  sont  des 
points  triples  de  la  surface  d>  ;  les  plans  (A,  aa),  (B,  Per).  (C,  y  a-), 
(D,  Sa)  font  partie  respectivement  des  cônes  des  tangentes  en  ces 
points. 

Le  cône  des  tangentes  au  point  Aa  est  composé  du  plan 
(A,  a  a)  et  d’un  cône  quadratique.  Ce  cône  est  tangent  au  plan  a 
suivant  la  droite  aa;  car  une  génératrice  s  de  ce  cône  distincte 
de  aa  et  située  dans  le  plan  a  couperait  d>  en  quatre  points 
confondus  en  Aa  et  en  trois  points  coïncidents  au  second  point 
d’intersection  de  la  droite  s  et  de  la  conique  Eco .  Cette  droite 
appartiendrait  à  la  sextique  d>. 

De  même  le  cône  quadratique  est  tangent  au  plan  BCD 
suivant  la  droite  aa;  par  conséquent, 

Les  cônes  des  tangentes  aux  points  triples  Aa,  Ba,  Ca,  Da  de  la 
surface  d>  sont  composés  chacun  de  trois  plans  formant  un  fais¬ 
ceau.  Les  axes  de  ces  faisceaux  sont  respectivement  aa,  (3a,  ya,  8a. 
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Géométrie.  —  Sur  une  involution  rationnelle  douée  de 
trois  points  de  coïncidence,  appartenant  à  une  surface 
algébrique  de  genre  3. 

(Deuxième  communication ), 

par  Lucien  GODEAUX,  professeur  à  l’École  militaire  (*). 

§  3.  —  La  surface  de  Humbert  comme  surface  F 
particulière. 

11.  —  Étant  donnée  une  courbe  A,  de  genre  3,  nous  appe¬ 
lons  surface  de  Humbert  la  surface  F2  telle  que,  à  un  couple  de 
points  de  A  corresponde  un  point  de  F2,  et  inversement,  à  un 
point  de  F2  correspondent  deux  couples  de  points  de  A,  formant 
un  groupe  canonique  de  cette  courbe. 

On  peut  prendre  comme  modèle  projectif  de  la  surface  de 
Humbert  F2  une  surface  normale,  simple,  de  S6,  d’ordre  12, 
dont  les  sections  planes,  de  genre  10,  sont  les  courbes  bicano- 
niques  de  la  surface  ■(**).  Nous  continuerons  à  désigner  par  F2 
ce  modèle  projectif  et  nous  allons  montrer  que  c’est  une  surface 
F  particulière. 

La  surface  F2  possède  les  genres  p(1)  =  4,  pa  =  IL  =  3, 
P2  =  7,  ...  égaux  à  ceux  de  F.  Elle  possède  de  plus  vingt- 
huit  points  doubles  coniques. 

12.  —  La  surface  F2  est  située  sur  une  variété  Vf,  à  trois 
dimensions  et  d’ordre  4,  de  S6,  dont  les  sections  hyperplanes 
sont  des  surfaces  de  Véronèse. 


(*)  Présentée  par  M.  Stuyvaert.  —  Voir  Bulletin  de  novemnre  1921,  p.  653. 

(**)  Pour  les  propriétés  de  la  surface  F2  utilisées  ici,  voir  notre  note  :  Sur  une 
surface  algébrique  considérée  par  M.  G.  Humbert.  (Bulletin  des  Sciences  mathé¬ 
matiques,  1921.) 
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Désignons,  en  effet,  par  C  les  courbes  canoniques  de  F2.  Elles 
sont  d’ordre  6,  de  genre  4,  en  général  dépourvues  de  points 
multiples,  et  forment  un  réseau  |C|  de  degré  3. 

On  sait  qu’une  courbe,  sans  point  multiple,  d’ordre  6  et  de 
genre  4,  est  nécessairement  située  dans  un  S3  et  qu’elle  est 
l’intersection  d’une  quadrique  et  d’une  surface  cubique.  Les 
courbes  C  déterminent  donc  chacune  un  S3  et  une  quadrique 
dans  cet  S3. 

D’autre  part,  les  hyperquadriques  de  S6  sont  oc27  et  découpent, 
sur  F2,  le  système  quadricanonique  |4C|.  Celui-ci  a  le  degré  48, 
le  genre  31  et,  par  suite,  d’après  le  théorème  de  Riemann-Roch, 
la  dimension  21.  Il  y  a  donc  oc5  hyperquadriques  de  S6  conte¬ 
nant  Fg. 

Considérons  une  courbe  C,  l’espace  S3  qui  la  contient  et  la 
quadrique  Q  de  cet  S3  qu’elle  détermine.  Il  y  a  oc5  hyperqua¬ 
driques  passant  par  cette  courbe  C  et,  par  suite,  ces  oc5  hyper¬ 
quadriques  contiennent  toutes  la  quadrique  Q.  Il  y  en  a  oc4  qui 
contiennent  l’espace  S3.  Nous  voyons  donc  que  les  oo5  hyper¬ 
quadriques  passant  par  F2  ont  en  commun  une  variété  Y  lieu 
de  oo 2  quadriques. 

Deux  courbes  C  ont  en  commun  trois  points,  et  ces  trois 
points  sont  en  ligne  droite.  En  effet,  s’il  en  était  autrement, 
les  deux  S3  contenant  les  courbes  C  considérées  auraient  un  plan 
en  commun  et,  par  suite,  seraient  contenus  dans  un  S4.  Il  y 
aurait  donc  oo1  hyperplans  de  S6  rencontrant  F2  suivant  deux 
courbes  C  ;  cela  est  impossible,  puisque  deux  courbes  C  déter¬ 
minent  une  courbe  bicanonique  de  F2,  donc  une  section  hyper- 
plane  unique  de  cette  surface. 

Les  deux  S3  contenant  deux  courbes  C  ont  donc  une  droite 
en  commun,  et  cette  droite  est  compriune  aux  deux  quadriques 
déterminées  par  les  courbes  C  considérées.  On  en  conclut  que 
la  variété  Y  est  le  lieu  de  oo2  droites  et  est,  par  suite,  une  variété 
à  trois  dimensions  V3. 

Considérons  un  hyperplan  de  S6  ne  contenant  pas  une 
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courbe  C,  ce  qui  est  toujours  possible.  Cet  byperplan  rencontre 
V3  suivant  une  surface  contenant  oo2  coniques  ayant  deux  à  deux 
un  point  commun.  C’est  donc  une  surface  de  Véronèse.  Par 
suite,  la  variété  V3  est  d’ordre  4.  Nous  la  désignerons  par  VJ. 
Toutes  les  sections  hyperplanes  de  VJ  sont  des  surfaces  de  Véro- 
nèse  (éventuellement  dégénérées  en  deux  quadriques  ayant  une 
droite  en  commun). 

13.  —  Nous  allons  montrer  que  la  variété  VJ,  définie  par 
cette  propriété,  est  conique,  c’est-à-dire  que  les  oo2  droites, 
communes  aux  oo2  quadriques  Q  contenues  dans  VJ,  passent  par 
un  point  fixe. 

Considérons  trois  espaces  S'v  S3,  SJ"  déterminés  par  trois 
courbes  C  quelconques.  Soient  d'"  la  droite  commune  à  SJ,  S3  ; 
d "  la  droite  commune  à  SJ",  SJ;  d' la  droite  commune  à  S3 ,  SJ". 
Les  trois  droites  d' ,  d" ,  d"'  appartiennent  donc  à  VJ. 

SJ  et  SJ'  sont  situés  dans  un  hyperplan  S5  de  S6.  Cet  hyper- 
plan  est  rencontré,  par  SJ",  en  un  plan  qui  contient  donc  les 
droites  d' et  d" .  Ces  droites  sont  donc  concourantes.  De  même, 
dnr  rencontre  d' et  d" .  Cette  rencontre  doit  nécessairement  avoir 
lieu  au  point  commun  à  d'  et  d" ,  car  autrement,  ces  trois 
droites  seraient  dans  un  plan  nécessairement  commun  aux  trois 
espaces  SJ,  SJ',  SJ",  ce  qui  est  absurde. 

Faisant  varier  les  espaces  S3,  SJ',  S3",  on  voit  que  les  oo2 
droites  contenues  dans  VJ  concourent  en  un  même  point.  En 
d’autres  termes,  VJ  est  la  projection  d’une  surface  de  Yéronèse 
faite  d'un  point  extérieur. 

14.  —  Les  hypersurfaces  cubiques  de  S6  sont  en  nombre  oo83. 
Elles  découpent,  sur  F2,  le  système  6-  canonique  |  6  C  |,  de 
degré  108,  de  genre  64  et,  par  suite,  de  dimension  30.  Par 
suite,  il  y  a  oo52  hypersurfaces  cubiques  contenant  F2. 

Parmi  ces  oo52  hypersurfaces  cubiques,  il  y  en  a  oo33  contenant 
la  variété  VJ.  En  effet,  pour  avoir  l’équation  d’une  hypersurface 
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cubique  ne  contenant  pas  Vf,  il  suffît  de  tenir  compte  des  équa¬ 
tions  (1)  de  cette  variété.  Cette  équation  peut  donc  s’écrire  en 
négligeant  les  termes  contenant  x\,  x\,  x\ ,  x4xb,  xbx6,  x6x4. 
Il  reste  50  termes;  donc  il  y  a  oo49  hypersurfaces  cubiques 
de  S6  ne  contenant  pas  Vf  et,  par  suite,  oc33  contenant  cette 
variété. 

On  en  conclut  qu’il  y  a  oo18  hypersurfaces  cubiques  contenant 
F2  sans  contenir  Vf.  Une  de  ces  hypersurfaces  rencontre  Vf  sui¬ 
vant  une  surface  d’ordre  12  coïncidant  nécessairement  avec  F2. 
Donc 

La  surface  de  Humbert  F2  est  une  surface  F  particulière. 

La  surface  de  Humbert  possédant  28  points  doubles  coniques, 
l’hypersurface  cubique  VI?  qui  la  découpe  sur  Vf  doit  toucher 
cette  variété  en  28  points;  par  suite, 

La  surface  de  Humbert  est  l’intersection  d’une  variété  V\ 
projetant  une  surface  de  Véronèse  d’un  point  extérieur ,  et  d’une 
lujpersurface  cubique  touchant  cette  variété  en  28  points. 

§  4.  —  L’invoiution  d’ordre  7  appartenant  à  la  surface 
représentant  les  couples  de  points  d’une  quartique  de 
Klein. 

15.  —  Considérons  la  quartique  de  Klein  (plane,  de  genre  3) 
d’équation 

afa2  4-  a| a3  +  a|a4  =  0.  (K) 

Elle  est  transformée  en  elle-même  par  l’homographie  de 
période  7  : 

a:  ^  y.  « 

ea2  e  a3 

où  e  est  une  racine  primitive  septième  de  Limité. 

Soit  W  une  surface  algébrique  représentant  les  couples  de 
points  de  la  quartique  de  Klein  de  manière  qu’à  un  couple  de 
points  de  la  quartique  corresponde  un  point  de  W  et,  inverse- 
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ment,  à  un  point  de  W  corresponde  un  seul  couple  de  points  de 
la  courbe. 

La  surface  W  possède  deux  transformations  birationnelles  en 
elle-même  (*)  : 

L’une,  T,  involutive,  fait  correspondre  entre  eux  les  points 
de  la  surface  qui  correspondent  à  des  couples  de  points  de  la 
quartique  K  formant  un  groupe  canonique  de  celle-ci.  Cette 
transformation  engendre  une  involution  d’ordre  2,  possédant 
vingt-huit  points  de  coïncidence,  qui  a  pour  image  la  surface 
de  Humbert  F4  relative  à  la  quartique  K. 

L’autre,  6,  fait  correspondre  deux  points  représentant  des 
couples  de  points  de  K  transformés  l’un  dans  l’autre  par 
l’homographie  li.  Cette  transformation  a,  de  même  que  li,  la 
période  7.  Elle  engendre  une  involution  J7. 

Un  point  de  coïncidence  de  J7  représente  un  couple  de  points 
de  K  invariant  pour  h.  Ceci  peut  se  présenter  si  les  points  de  ce 
couple  sont  distincts  et  invariants  pour  h ,  ou  si  ces  points  sont 
confondus  en  un  seul  point  invariant  pour  h. 

L’homographie  h  possède  trois  points  Ql5  Q2,  Q3  inva¬ 
riants;  donc  l’involution  J7  possède  six  points  de  coïnci¬ 
dence  P41,  P22,  P33,  P12,  P23,  P31.  Nous  supposerons  que  le 
point  ¥ik  représente  le  couple  QfQA  (i,  k  =  1,  2,  3). 

La  droite  est  une  tangente  d’inflexion  en  Q1  à  la  quar¬ 
tique  K.  Les  droites  Q3Q2,  Q2Qt  jouissent  des  mêmes  propriétés 
en  Q3,  Q2  respectivement.  Par  conséquent,  T  transforme  P14 
on  P13,  P33  on  P32,  P22  en  P12. 

On  vérifie  aisément  que  les  transformations  T  et  0  sont  per¬ 
mutables  et  que,  par  suite,  les  vingt-huit  points  invariants 
pour  T  forment  quatre  groupes  de  J7. 

16.  —  On  sait  que  les  courbes  canoniques  de  W  sont  les 
lieux  des  points  qui  représentent  les  couples  de  points  de  K, 


(*)  L.  Godeaux,  Sur  les  Surfaces ...  (Loc.  en.) 
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alignés  sur  les  points  du  plan  de  cette  courbe.  Il  y  a  oc1  courbes 
canoniques  dégénérées;  elles  correspondent  au  cas  où  le  point 
du  plan  de  K  appartient  à  cette  courbe.  Désignons  par  D  une 
courbe  qui  représente  les  couples  de  points  de  K  contenant  un 
point  fixe  de  cette  courbe,  par  D'  la  courbe  que  T  lui  fait  cor¬ 
respondre.  On  sait  que  la  courbe  D  -f-  D'  est  une  courbe  cano¬ 
nique  et  que  ces  courbes  engendrent  des  systèmes  {DJ,  { D' J  de 
degré  1  et  d’indice  2  (*). 

La  courbe  Di ,  lieu  des  points  qui  représentent  les  couples  de 
points  de  K  contenant  Q4 ,  et  sa  transformée  D[  sont  inva¬ 
riantes  pour  0.  Bi  passe  par  P41,  P12  et  P13;  Dj  passe  par  P14, 
Pi3  et  P22 . 

Définissons  de  même  les  courbes  D2,  D2,  D3,  D3  en  relation 
avec  les  points  Q2,  Q3.  D2  passe  par  P22  et  y  touche  D4;  elle 
passe  également  par  P12,  P23.  D2  passe  P12  en  y  touchant  D4, 
par  P22  et  par  P33.  D3  passe  par  P33  en  y  touchant  D2,  par  P23 
et  par  P13  en  y  touchant  D4.  Enfin,  D3  touche  en  P14,  D2 
en  P23  et  passe  par  P33. 

Considérons  le  modèle  bicanonique  F4  de  la  surface  de  Hum¬ 
bert  relative  à  la  quartique  K,  situé  dans  S6  :  Puisque  9  et  T 
sont  permutables  et  que  F4  représente  l’involution  engendrée 
sur  'F  par  T,  il  correspond  à  9  une  transformation  de  F4  en 
elle-même,  de  période  7  et  cette  transformation  permute  entre 
elles  les  courbes  bicanoniques,  c’est-à-dire  les  sections  hyper- 
planes  de  F4.  Par  suite,  cette  transformation  est  une  homo¬ 
graphie  H4,  de  période  7.  Nous  allons  démontrer,  en  nous 
basant  sur  les  résultats  des  paragraphes  2  et  3,  que  l’involu- 
tion  I7,  engendrée  sur  F4  par  Hl5  est  rationnelle. 

17.  —  Nous  savons  tout  d’abord  (paragraphe  3)  que  F4  est 
une  surface  F  particulière.  11  nous  suffira  de  démontrer  que  H4 


(*)  Voir  à  ce  sujet  :  F.  Seveiu,  Sulle  superficie  che  rappresentano  le  coppie  di 
punti  di  una  curva  algebrica.  (Atti  R.  Accad.)  Torino,1903.  —  Sulle  corrispondenze 
fra  i  punti  di  una  curva  algebrica  e  sopra  certe  classi  di  superficie.  (Mem.  R.  Accad.) 
Torino,  1903. 
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possède  sept  points  invariants  et  sept  seulement,  et  que  trois 
de  ces  points  se  trouvent  sur  F4 . 

Tout  d’abord,  l'7  ne  possède  que  trois  points  de  coïncidence  : 
R* ,  qui  correspond  à  P41  et  P13;  R2,  qui  correspond  à  P22  et 
P21;  R3,  qui  correspond  à  P33  et  P32. 

Au  couple  de  courbes  D4 ,  D3  correspond,  sur  F4,  une  courbe 
canonique  C4,  de  genre  3,  ayant  un  point  double  en  R2  et  un 
point  simple  en  R3.  A  D2,  D2  correspond  une  courbe  canoni¬ 
que  C2  passant  doublement  par  R3  et  simplement  par  R4 . 
A  D3,  D3  correspond  une  courbe  canonique  C3  passant  double¬ 
ment  par  R4  et  simplement  par  R2 .  De  plus,  Ct  touche  une 
branche  de  C2  en  R3 ,  C2  une  branche  de  C3  en  R1 ,  C3  une 
branche  de  C4  en  R3 . 

La  courbe  C4,  d’ordre  6  et  de  genre  3,  ayant  un  point 
double  R2  et  invariante  pour  H4,  est  située  dans  un  S3  nécessai¬ 
rement  invariant  pour  E1 .  Il  en  résulte  que  les  tangentes  à  C4 
en  R3,  certainement  situées  dans  S3,  sont  transformées  en 
elles-mêmes  par  E1 .  Ces  tangentes  ne  peuvent  être  des  lieux 
de  points  invariants  pour  H4,  car  alors,  les  plans  de  S3  passant 
par  Lune  d’elles  au  moins  seraient  transformés  en  eux-mêmes 
par  H^  et  ils  devraient,  par  suite,  découper,  sur  C4,  des  groupes 
de  points  transformés  en  eux-mêmes  par  H4 .  Cela  est  impos¬ 
sible,  puisque  Ci  est  d’ordre  6,  inférieur  à  la  période  7  de  H4. 

On  en  conclut  qu’il  y  a,  sur  chacune  de  ces  tangentes,  un 
second  point,  et  un  seul,  invariant  pour  Hi.  Nous  désignerons 
par  R3  celui  de  ces  points  situé  sur  la  tangente  commune  à  C4 
et  à  C2;  par  R6  l’autre. 

D’une  manière  analogue,  on  trouverait  deux  points  R:,  R5 
invariants  pour  Hi  dans  l’espace  S3  contenant  C2,  deux  points 
Rs,  R4  dans  l’espace  S3"  contenant  C3. 

il  résulte  de  l’analyse  faite  au  §  2  de  la  variété  contenant  F4 
que  les  droites  R^,  R2R2,  R3R3  appartiennent  à  cette  variété 
et  concourent  en  un  même  point,  R7,  nécessairement  invariant 
pour  Hi.  Cette  homographie  ne  pouvant  posséder  que  sept 
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points  invariants  isolés,  il  faut  nécessairement  que  Rî,  K2,  R3 
coïncident  avec  R7. 

Nous  voyons  donc  que  H1  possède  sept  points  invariants 
isolés,  dont  trois  se  trouvent  sur  F4.  Par  suite  (§  2),  l’invo- 
lution  I7  est  rationnelle. 

Uinvoiution  d'ordre  14,  engendrée  sur  W  par  T  et  9,  est 
rationnelle . 

18.  —  Soit  maintenant  lF*  une  surface  image  de  l’invo- 
lution  J7  appartenant  à  la  surface  W.  Puisque  T  et  9  sont  per¬ 
mutables,  il  correspond  à  T  une  transformation  birationnelle 
involutive  T*  de  W*  en  elle-même.  Cette  transformation  T* 
engendre  une  involution  I2,  d’ordre  2,  dont  une  surface  image 
est  en  même  temps  une  surface  image  de  l’involution  I7  appar¬ 
tenant  à  F4. 

L’involution  I2  possède  quatre  points  de  coïncidence,  corres¬ 
pondant  aux  quatre  groupes  de  J7  formés  avec  les  28  points 
invariants  pour  T  sur  *F. 

Nous  venons.de  démontrer  que  l’involution  I7  et,  par  suite,  la 
surface  sont  rationnelles.  Entre  la  surface  rationnelle  (î>1  et 
la  surface  W*,  il  existe  donc  une  correspondance  (1,  2)  présen¬ 
tant  quatre  coïncidences  sur  W*,  c’est-à-dire  quatre  points  de 
diramation  sur 

Transformons  la  surface  «Pj  en  un  plan  (birationnellement). 
Alors,  aux  quatre  points  de  diramation  correspondent  quatre 
courbes  rationnelles  que  nous  pouvons  toujours  supposer  être 
des  droites.  Il  en  résulte  que  W*  se  transforme  en  un  plan  double 
ayant  une  courbe  de  diramation  formée  de  quatre  droites.  La 
surface  W*  est  donc  rationnelle  ou  réglée  (*).  Ce  dernier  cas  ne 
peut  se  représenter,  car  il  résulte  d’une  formule  sur  les  surfaces 


(*)  Castelnuovo  et  Enriques.  Sulle  condizioni  di  razionalità  dei  piani  doppi. 
(Rend.  Cïrcolo  Matem.  di  Palermo.  1900.) 
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doubles  (*)  qu’entre  le  genre  arithmétique  r.a  =  0  de  d>1  et 
celui  pa  de  *F*,  nous  avons 

12pa  =  24ica  — 3.4+-12; 

d’où  pa  =  0.  Donc 

La  surface  qui  représente  les  couples  de  points  d'une  quar- 
tique  de  Klein 

xfxz  +  x\x-6  -f  x\x±  =  0 

possède  une  involution  rationnelle  d'ordre  1,  présentant  six 
points  de  coïncidence. 

Chimie.  —  Contribution  à  l’étude  des  composés 
à  noyau  triméthylénique, 

par  P.  BRUYLANTS  et  A.  STASSENS. 


Nous  nous  sommes  proposés  d’étudier  l’action  du  chlore  et 
du  brome  sur  l’acide  triméthylène-carbonique;  nous  avons  l’hon¬ 
neur  de  soumettre  à  l’Académie  les  premiers  résultats  obtenus 
dans  cette  voie;  nous  ne  décrirons  cependant  ici  que  les  pro¬ 
duits  chlorés,  l’étude  des  autres  produits  halogénés  n’ayant  pas 
encore  pu  être  menée  à  bonne  fin. 

Nous  avons  également  étudié  le  système  acide  triméthylène- 
carbonique-eau  et  avons  pu  établir  l’existence  d’une  combinai¬ 
son  moléculaire, 


ciy 

CH2j 


CH  —  COOH,  H20. 


L’acide  triméthylène-carbonique  a  été  obtenu  par  la  voie  bien 
connue  :  aux  dépens  de  l’alcool  allylique  on  obtient  le  1.3  chlo- 
robrome-propane  qui  fournit  aisément  le  nitrile  y  chlorobutyrique 
que  la  potasse  sèche  transforme  à  son  tour  en  nitrile  éthyléno- 
acétique. 


(*)  L.  Godeaux.  Mémoire  sur  les  surfaces  doubles  douées  d'un  nombre  fini  de 
points  de  diramation.  (Annales  de  la  Fac.  des  Sciences  de  Toulouse,  4914.) 
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Les  rendements  assez  peu  avantageux  que  donne  celte  réaction 
brutale  nous  ont  amenés  à  essayer  l’action  de  la  potasse  cau¬ 
stique  au  sein  de  l’alcool  ;  cette  réaction  ne  nous  a  cependant 
donné  que  du  nitrile  y  éthoxybutyrique,  sans  que  nous  puissions 
isoler  de  trace  de  nitrile  cyclique.  Nous  avons  donc  dû  revenir 
à  la  méthode  à  la  potasse  caustique  sèche. 

Nous  avons  purifié  très  soigneusement  ce  nitrile  ainsi  que 
l’acide  triméthylène-carbonique  qu’il  fournit  par  saponification 
et  donnons  ci-dessous  les  tableaux  des  fractionnements  que 
nous  leur  avons  fait  subir  : 


t 

Nitrile 

765i«m 

éthy  léno-acétique . 

758mm  762mm  762m,n 

à  19°.  à  17°.  à  17°. 

762mm5 
à  17°. 

— 

— 

— 

— 

— 

— 

-131 

— 

15  gr. 

38  gr. 

41  gr. 

37  gr. 

131-132 

- 

26 

25 

20 

15 

132-133 

- 

43 

80 

65 

40 

133-133* 

22  gr. 

134 

165 

79 

61 

133M336 

84 

183 

78 

77 

35 

1336-1338 

109 

183 

74 

70 

40 

1338-134° 

156 

182 

116 

119 

76 

134°— 1342 

345 

306 

431 

564 

614 

1342-134* 

188 

80 

160 

155 

98 

134M346 

127 

36 

39 

45 

45 

1346-1348 

39 

18 

30 

14 

49 

1348-135° 

52 

5 

22 

10 

21 

135°-1356 

27 

35 

13 

8 

7 

135M360 

10 

9 

7 

6 

6 

136-137 

22 

7 

4 

3 

- 

137-138 

8 

10 

2 

- 

- 

138-139 

16 

2 

— 

— 

- 
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Acide  triméthylène-carbonique. 


767mm 

760mm 

9  762™™ 

>  766mm 

765mm 

766mm 

t 

à  19°. 

à  19°. 

à  20°. 

à  20°. 

à  20°. 

à  19®. 

-150 

4gr. 

6 

Sr-  - 

— 

— 

.  —  . 

150-170 

14 

3 

— 

— 

— 

— 

170-175 

13 

3 

2  j 

gr.  — 

- 

— 

175-180 

26 

20 

19 

19  gi 

15  g r. 

9  gr. 

180-181 

15 

59 

33 

33 

29 

21 

181-181® 

- 

91 

84 

99 

82 

73 

181M81» 

|  235 

225 

(  63 

113 

108 

101 

1818-182® 

\  196 

212 

268 

295 

182®-1822 

|  162 

101 

(  52 

35 

29 

22 

1822-182* 

\  39 

26 

17 

13 

182M828 

54 

36 

38 

28 

15 

12 

1828-1832 

28 

15 

18 

9 

7 

6 

183M836 

25 

15 

15 

7 

5 

— 

1836-184o 

12 

13 

12 

4 

— 

— 

184- 185 

7 

10 

5 

5 

— 

— 

185-186 

9 

7 

6 

4 

— 

— 

186-187 

7 

7 

5 

3 

— 

— 

187-200 

6 

9 

3 

— 

— 

- 

L’inspection 

du  premier 

tableau 

montre 

qu’il  se 

forme 

réalité  deux  produits  dans  l’arrachement  de  l’acide  chlorhy¬ 
drique  au  nitrile  y  chloré  :  la  portion  passant  au-dessous  de 
131°  a  été  rectifiée  elle-même  à  plusieurs  reprises,  ce  qui  nous  a 
permis  d’isoler  quelques  centimètres  cubes  d’un  produit  bouil¬ 
lant  de  115-120°,  qui  réagit  violemment  avec  le  brome  et  qui 
est  vraisemblablement  soit  le  nitrile  crotonique,  soit  le  nitrile 
vinylacétique. 

Le  point  d’ébullition  du  nitrile  cyclique  peut  donc  être  fixé 
à  134°-134°2  sous  762mm5  à  17°. 

Le  point  d’ébullition  de  l’acide  triméthylène-carbonique  peut 
être  fixé  à  181°8-182°0  sous  766  mm.  à  19°. 
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La  fraction  passant  à  cette  température  a  été  soumise  à  une 
série  de  cristallisations  fractionnées  et  nous  avons  obtenu  fina¬ 
lement  un  acide  fus.  à  18°1  (*). 

L’action  du  chlore  a  été  essayée  non  sur  l’acide  lui-même, 
mais  sur  son  chlorure  acide.  Cette  réaction  est  encore  très 
laborieuse.  Michiels  (**)  signale  un  essai  n’ayant  donné  aucun 
résultat. 

En  fait  l’action  du  chlore  est  très  lente,  meme  en  plein  soleil 
et  à  la  température  d’ébullition  du  chlorure  acide;  la  chlorura¬ 
tion  de  150  grammes  de  ce  produit  a  duré  environ  cinquante 
heures.  Des  essais  faits  en  présence  de  soufre  ou  de  phosphore 
n’ont  pas  donné  de  meilleurs  résultats. 

Toutes  les  précautions  ont  été  prises  pour  dessécher  complè¬ 
tement  le  chlore  (laveur  à  l’acide  sulfurique  et  tube  à  pento¬ 
xyde  de  phosphore)  et  garantir  le  chlorure  acide  contre  l’action 
de  l’humidité. 

Un  thermomètre  plongé  au  sein  du  liquide  permet  de  suivre 
les  progrès  de  la  chloruration  :  lorsque  la  température  d’ébul¬ 
lition  s’élève  à  I28°-130°  on  arrête  l’opération  et  sépare  par 
distillation  les  portions  de  point  d’ébullition  supérieur  à  135°  et 
l’on  remet  à  la  chloruration  les  portions  antérieures. 

L’action  du  chlore  s’accompagne  d’un  dégagement  d’acide 
chlorhydrique  annonçant  donc  une  substitution. 

Le  produit  de  la  chloruration  a  ensuite  été  soumis  à  une  série 
de  rectifications  soignées  qui  ont  permis  d’isoler,  à  côté  d’une 
très  petite  quantité  de  chlorure  acide  inaltéré,  175  grammes 
d’un  produit  bouillant  à  141°-143°  sous  la  pression  atmosphé¬ 
rique  et  30  grammes  environ  d’un  produit  à  point  d’ébullition 
plus  élevé  dont  on  signalera  plus  loin  les  propriétés. 

Le  produit  d’ébullition  141°-143°  est  un  chlorure  acide  mono- 


.  (*)  W.  Perkin,  Chem.  Soc.,  47.815,  indique  comme  point  de  fusion  18°-19°. 

(**)  Bull.  Soc.  Chim .  Belg.,  24.391,  1910. 
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chloré;  il  répond  à  la  formule  brute  C4H40C12.  Le  dosage  de 
chlore  par  le  procédé  à  la  chaux  a  donné  les  résultats  suivants  : 

Substance.  A  g  Cl.  %  Cl  trouvé.  °/0  Cl  calculé. 

0,4045  0,8322  50.86  51.05. 

Un  essai  de  dosage  fait  par  l’alcoolate  de  sodium  en  chauffant 
à  reflux  plusieurs  heures  indique  25.59  °/0  de  chlore  :  seul  le 
chlore  du  chaînon  chlorure  acide  a  donc  réagi  dans  ces 
conditions. 

Ce  chlorure  acide  chloré  est  un  liquide  incolore,  très  mobile, 
fumant  à  l’air,  plus  dense  que  l’eau,  qui  le  détruit  rapidement. 
D  20/4  =  1.336. 

Son  indice  de  réfraction  pour  la  raie  D  est  1.4759  à  20°,  ce 
qui,  combiné  à  la  densité  d’après  la  formule  de  Lorentz,  donne 
comme  réfraction  moléculaire  29.30.  La  valeur  calculée,  en 
prenant  comme  incrément  du  noyau  triméthylénique  0.66,  est 
29.15. 

Nous  décrirons  ci-dessous  une  série  de  produits  obtenus  aux 
dépens  de  ce  chlorure  acide  et  chercherons  ensuite  à  établir  leur 
constitution. 

L’acide  chlortriméthylène-carbonique  s’obtient  en  décompo¬ 
sant  son  chlorure  acide  par  l’eau  :  on  l’extrait  à  l’éther  et  on 
le  purifie  par  cristallisation  fractionnée. 

Il  se  présente  sous  forme  de  longues  aiguilles  incolores  à 
odeur  butyrique  et  de  saveur  brûlante.  Il  se  sublime  rapidement 
dès  la  température  ordinaire.  Son  point  de  fusion  est  70°-71°. 
Son  point  d’ébullition  est  206°  sous  la  pression  atmosphérique. 

Un  titrage  fait  par  la  solution  de  baryte  indique  comme  poids 
moléculaire  121.08.  Le  poids  moléculaire  théorique  est  120.5. 

La  combustion  de  cet  acide  a  fourni  les  résultats  suivants  : 
Substance.  C02.  H20.  %  G  trouvé.  %  H  trouvé.  %  G  calculé.  °/0  H  calculé. 

0,2012  0,2945  0,0791  39.91  4.37  39.83  4.15 

Il  répond  donc  bien  à  la  formule  C3H4C1  —  COOH. 
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Le  sel  sodique  obtenu  en  neutralisant  la  solution  par  le  car¬ 
bonate  sodique  et  purifié  par  cristallisation  dans  Lalcool  se 
présente  sous  forme  d’aiguilles  incolores.  11  est  très  hygrosco- 
pique.  Deux  dosages  de  sodium  effectués  sur  ce  sel  sodique  ont 
fourni  les  résultats  suivants  : 


Substance. 

Na2  S04. 

°/0  Na  trouvé. 

°l 0  Na  calculé. 

— 

— 

— 

— 

0,2930 

0,1491 

16.47 

16.14 

0,2680 

0,1340 

16.20 

L’esther  méthylique  de  l’acide  monochlortriméthylène-carbo- 
nique  a  été  obtenu  par  l’action  de  l’alcool  méthylique  sur  l’acide 
en  présence  de  quelques  gouttes  d’acide  sulfurique. 

Après  avoir  chauffé  quatre  à  cinq  heures  à  reflux,  on  traite  par 
l’eau,  on  décante  le  produit  insoluble,  on  lave  à  l’eau  carbonatée, 
on  dessèche  sur  CaCl2  et  Ton  fractionne. 

C’est  un  liquide  incolore  très  mobile,  d’odeur  étbérée 
agréable,  insoluble  dans  l’eau.  Il  bout  à  152° -153°  sous 
761  millimètres  de  mercure.  D  20/4  =  1.179.  Traité  par 
l’ammoniaque  aqueuse,  il  fournit  la  même  amide  que  l’esther 
éthylique. 

L’esther  éthylique  a  été  obtenu  par  l’action  de  l’alcool  absolu 
sur  le  chlorure  acide.  La  réaction,  lente  au  début,  devient  rapi¬ 
dement  violente.  Le  produit  insoluble  lavé  à  l’eau  carbonatée 
est  desséché  sur  la  CaCl2  et  distillé. 

C’est  un  liquide  incolore,  mobile,  d’odeur  éthérée  agréable, 
insoluble  dans  l’eau. 

Il  bout  à  65°-66°  sous  15  millimètres  de  mercure  çt  à  162°- 
163°  sous  762mm5.  D  20/4  =  1.126.  Son  indice  de  réfraction 
pour  la  raie  D  du  sodium  est  1 .4417  à  20°,  ce  qui  correspond 
à  la  réfraction  moléculaire  34.89,  alors  que  la  valeur  calculée 
est  34.93. 


1924.  SCIENCES. 
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Un  dosage  de  chlore  effectué  par  la  méthode  à  la  chaux  a 
donné  les  résultats  suivants  : 


Substance.  Ag  Cl.  %  Cl  trouvé.  °/0  Cl  calculé. 


0,3725 


0,3520 


23.51 


23.90 


Sa  densité  de  vapeur  prise  par  la  méthode  de  Meyer  est  5.217; 
le  poids  moléculaire  qu’on  en  déduit  est  150.7;  le  poids  molé¬ 
culaire  théorique  est  149.5. 

L’amide  s’obtient  à  la  température  ordinaire  par  l’action  de 
l’ammoniaque  concentrée  sur  les  deux  esthers  précédents.  C’est 
un  corps  cristallin  blanc,  fusion  à  131-132°.  Un  dosage  d’azote 
par  la  méthode  Kjehldahl  indique  11.79  %;  la  valeur  calculée 
pour  la  formule  C3H4C1  —  CONH2  est  11.74. 

L’esther  éthylique  a  été  soumis  à  l’action  du  bromure  de 
méthylmagnésium  dans  la  proportion  de  deux  molécules  de  ce 
réactif  pour  une  molécule  d’esther. 

Le  produit  d’addition  décomposé  par  l’eau  et  extrait  à  l’éther 
fournit  une  chlorhydrine.  C’est  un  liquide  incolore,  d’odeur 
camphrée,  très  peu  soluble  dans  l’eau. 

Dans  le  mélange  réfrigérant  de  neige  carbonique  et  d’éther, 
elle  se  transforme  en  une  masse  vitreuse,  sans  cristalliser. 

Cette  chlorhydrine  bout  à  156°5-157°  sous  756  millimètres 
de  mercure,  D  20/4  =  1 .065. 

Sa  densité  de  vapeur  prise  par  la  méthode  de  Meyer  est  4.468. 
Le  poids  moléculaire  calculé  aux  dépens  de  cette  valeur  est  129; 
le  poids  moléculaire  correspondant  à  la  formule 


OH 


Un  dosage  de  chlore  effectué  par  la  méthode  à  la  chaux  a 
donné  les  résultats  suivants  : 


Substance.  Ag  C1.4  °/0  Cl  trouvé. 


°l 


»/o  Cl  calculé. 


0,1698 


0,2081 


26.15 


26.38  ^ 
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Cette  chlorhydrine,  soumise  à  Faction  de  Fanhydride  acétique 
en  présence  d’une  goutte  d'acide  sulfurique  concentré,  fournit 
une  chloro-acétine  :  c’est  un  liquide  incolore,  mobile,  d’odeur 
camphrée,  insoluble  dans  l’eau.  D  20/4  =  1.086. 

Le  dosage  de  chlore  donne  les  résultats  suivants  : 


Substance. 

AgCl. 

°/0  Cl  trouvé. 

°/o  Cl  calculé. 

0,3880 

0,3139 

20.02 

20.11 

Cette  chlorhydrine  est  très  stable;  elle  n’est  guère  attaquée 
par  la  potasse  caustique  en  solution,  même  à  l’ébullition.  La 
potasse  caustique  pulvérulente  légèrement  humectée  l’attaque 
plus  facilement  :  les  produits  de  cette  réaction  n’ont  pas  encore 
été  suffisamment  étudiés. 


Structure  de  ces  composés  monochlorés. 


Par  analogie  avec  la  chloruration  des  chlorures  acides  gras, 
on  pourrait  admettre  que  le  composé  résultant. de  la  chloruration 
de  l’acide  triméthylène-carbonique  est  un  dérivé  a  chloré. 

L’examen  comparé  de  la  volatilité  conduit  au  même  résultat. 
Comparons,  en  effet,  l’esther  éthylique  de  l’acide  triméthylène- 
carbonique  et  Festher  chloré  aux  composés  isobutyriques  corres¬ 
pondants  : 


COOC2H,  cooc2h5 


CH 


I 

CCI 


COOCoH5  cooc2h 

I  I 

CH  CCI 


h5c  ch3  h3c  ch3 

110°  148° 


h2c— ch2  h2c— ch3 

133°  163° 


38° 


'  30° 
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Dans  le  premier  cas  la  substitution  en  position  a  élève  le 
point  d’ébullition  de  38°,  dans  le  second  cas  de  30°.  Si  la 
substitution  se  faisait  dans  la  chaîne  triméthylénique  en  posi¬ 
tion  (3  vis-à-vis  du  carboxyle,  le  point  d’ébullition  serait  nota¬ 
blement  plus  élevé.  On  ne  connaît  pas,  il  est  vrai,  le  dérivé  (3 
chloro-isobutyrique,  mais  pour  s’en  convaincre  il  suffit  de  com¬ 
parer  les  esthers  a  et  (3  chlorobutyriques  normaux  dont  les 
points  d’ébullition  sont  respectivement  145°  et  155°. 

Nous  avons  essayé  par  diverses  méthodes  d’établir  cette  for¬ 
mule  ;  un  procédé,  qui  semblait  devoir  donner  des  résultats, 
consistait  à  transformer  l’acide  chloré  ou  son  esther  en  un  dérivé 
cyano-acétique  par  le  cyanure  de  potassium  :  l’ esther  de  l’acide 
cyano-acétique  substitué  qui  devrait  prendre  naissance  est  décrit 
par  Perkin  (*). 

L’identification  eût  d’ailleurs  été  possible  également  en  trans¬ 
formant  l’acide  par  caléfaction  en  nitrile  éthyléno-acétique. 
Malheureusement,  nous  n’avons  pu  réaliser  cette  transformation  : 
le  cyanure  de  potassium  ne  réagit  ni  sur  l’esther  ni  sur  le  sel 
sodique  de  l’acide  chloré. 

Il  nous  a  été  impossible  également  de  réaliser  la  transforma¬ 
tion  en  dérivé  nitré  par  la  méthode  de  Kolbe,  qui  donne  cepen¬ 
dant  d’excellents  résultats,  avec  d’autres  acides  a  chlorés,  tel, 
notamment,  l’acide  a  chloro-isobutyrique.  La  réaction  de  colo¬ 
ration  de  Meyer,  qui  nous  eût  donné  une  précieuse  indication, 
n’a  donc  pu  être  appliquée. 

Ces  résultats  négatifs  ont  cependant  leur  importance;  ils  nous 
montrent  la  très  faible  tendance  réactionnelle  de  cet  atome  de 
chlore  fixé  dans  la  chaîne  triméthylénique. 

Afin  d’établir  avec  certitude  la  position  de  l’atome  de  chlore 
dans  la  molécule,  nous  avons  déterminé  la  constante  de  disso¬ 
ciation  de  l’acide  chloré. 


(*)  Chem .  Soc.,  75,  924. 
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Yoici  les  résultats  de  ces  mesures  à  25°  : 


v. 

X. 

100  a. 

100  C. 

4 

16.7 

5 

0,0573 

8 

24.0 

6.7 

0,0583 

16 

33.5 

9.3 

0,0599 

32 

45.1 

12.5 

0,0563 

64 

63.1 

17.6 

0,0585 

128 

85.3 

23.7 

0,0577 

236 

111.7 

31.1 

0,0547 

512 

146.4 

40.7 

0,0546 

1024 

188.0 

52.3 

0,0560 

La  conductivité  infinie  X  oc  =  359.2  se  déduit  d’une  mesure 
de  conductivité  du  sel  sodique  : 

v.  X. 

32  73.4 

d’où  X  oo  sel  sodique  =  83.4  d’après  la  règle  d’Ostwald. 

En  retranchant  49.2  de  cette  valeur,  on  a  la  mobilité  de 
l’anion  —  34.2;  d’où  X  ce  acide  =  34.2  -f-  325  =  359.2. 

La  constante  de  dissociation  de  l’acide  a  chioro-isobutyrique 
n’est  pas  connue,  mais  la  comparaison  suivante  montre  nette¬ 
ment  qu’il  s’agit  d’un  acide  a. 

En  effet,  on  a,  par  exemple, 

COOH  —  CHC1  —  CH2  —  CH3  100  G  =  0,139 

GOOH  —  CH2  —  CHC1  —  CH3  100  C  =  0,0089 

COOH  —  CH2  —  CH2  -  CH2C1  100  G  =  0,0025. 

La  valeur  de  la  constante  de  l’acide  chlor-triméthylène- 
carbonique  est  environ  la  moitié  de  celle  de  l’acide  a  chloro- 
butyrique  et  environ  six  fois  plus  grande  que  celle  de  l’acide  (B. 
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Nous  pouvons  donc  considérer  tous  les  produits  décrits 
ci-dessus  comme  des  dérivés  a  chlorés  et  admettre  pour  l’acide 
chloré  la  formule 

COOH 

I 

CCI 

h2c  —  ch2 

Il  n’est  pas  inutile  d’insister  encore  sur  les  propriétés  réac¬ 
tionnelles  peu  accusées  de  cet  atome  de  chlore  fixé  dans  la 
chaîne  triméthylénique,  ainsi  que  sur  la  grande  stabilité  de  ces 
composés. 

Comparons  l’action  du  réactif  de  Grignard  sur  l’esther  a 
chloro-isobutyrique  et  sur  l’esther  a  chlor-triméthylène-carbo- 
nique  :  dans  le  premier  cas,  le  chlore  lui-même  participe  à  la 
réaction  et  l’on  obtient,  comme  produit  principal  de  l’action  du 
méthylbromure  de  magnésium,  le  pentaméthylélhanol  (*);  ici, 
au  contraire,  on  obtient  une  chlorhydrine  qui  est  elle-même 
très  stable  et  résiste  bien  à  l’action  de  la  potasse  caustique 
aqueuse. 

Nous  rappellerons  aussi  l’action  de  l’ammoniaque  sur  les 
esthers,  qui  fournit  l’amide  chloré  sans  attaquer  l’angle  halogéné 
de  la  molécule,  et  le  fait  que  l’acide  a  chlor-triméthylène-carbo- 
nique  est  distillable  sans  altération  à  la  pression  atmosphérique, 
alors  que  l’acide  a  chloro-isobutyrique  se  décompose  déjà  par¬ 
tiellement  par  distillation  dans  le  vide. 

Enfin  nous  signalerons  encore  que  l’on  a  chauffé  plusieurs 
heures  à  reflux  l’acide  triméthylène-carbonique  chloré  avec 
l’alcoolate  de  sodium  en  solution  alcoolique;  finalement  le  pro¬ 
duit  de  la  réaction  a  été  évaporé  à  siccité  :  en  reprenant  par 
l’eau  on  obtient  une  solution  aqueuse  qui  ne  se  trouble  pas  par 
addition  de  nitrate  d’argent. 


(*)  L.  Hekry,  Bull.  Acad.  roy.  Belgique,  1906,  c256. 
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Les  produits  supérieurs  de  la  chloruration. 

Les  produits  supérieurs  de  la  chloruration  ont  été  soumis  à 
quelques  fractionnements,  sans  qu’on  soit  parvenu  à  en  isoler  un 
produit  à  point  d’ébullition  fixe.  On  les  a  transformés  alors  en 
acide,  espérant  obtenir  des  produits  cristallisés;  mais  toute  la 
masse,  restant  à  l’état  de  sirop  incristallisable,  a  été  transformée 
en  esther  méthylique  en  la  chauffant  avec  un  excès  d’alcool 
métbylique  en  présence  de  quelques  gouttes  d’acide  sulfurique. 

L’huile  insoluble  obtenue  par  précipitation  par  l’eau,  séchée 
sur  CaCl2 ,  a  été  fractionnée  et  a  fourni  deux  produits  : 

Le  premier,  bouillant  vers  152°,  est  l’esther  métbylique  de 
l’acide  a  chlor-triméthylène-carbonique,  identifié  comme  tel  par 
sa  transformation  en  amide  fus.  à  131-132°  sous  l’action  de 
l’ammoniaque  concentrée. 

Le  second  distille  de  212°  à  216°.  Nous  l’avons  séparé  en 
deux  fractions  212°-214°  et  214°-2!6<\ 

Yoici  les  mesures  qui  ont  été  faites  sur  ces  deux  fractions  : 


Fraction 

Fraction 

212«-214°. 

214°-216°. 

D  20/4 

1,3603 

1,3845 

Nd  20 

1,4725 

1,4750 

Dosage  de  chlore  : 

Substance 

0,5680  g. 

0,6412 

AgCl 

0,9475 

0,9607 

°/0  Cl 

41,28 

37,07 

Il  en  résulte  que  le  produit  éb.  212°-214°  est  un  dérivé 
bichloré.  C’est  vraisemblablement  l’esther  méthylique  de  l’acide 
ay  dichlorbutvrique  : 

COOC2H5 

Cl  =  41.53  #/o. 


CH  Cl 

I 

ch2 

I 

CH2Cl 
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En  effet,  examinons  les  points  d’ébullition  des  différents 
esthers  méthyliques  des  acides  chlorobutyriques  : 


COOC2H5 

COOC2H5 

cooc2h5 

COOC2H5 

1 

ch2 

1 

CHCI 

1 

ce2 

1 

ch2 

1 

ch2 

1 

ch2 

1 

CHCI 

1 

ch2 

1 

ch3 

1 

ch3 

1 

ch3 

1 

CH2C1 

O 

O 

145° 

155" 

175° 

La  substitution  en  a  élève  le  point  d’ébullition  de  43°;  la 
substitution  en  y  l’élève  de  73°.  La  substitution  simultanée  en  ay 
devrait  produire  une  élévation  de  116°,  mais  il  y  a  lieu  de  tenir 
compte  de  plus  d’une  légère  influence  volatilisante  mutuelle 
des  deux  atomes  de  chlore  en  position  2.4,  qui,  d’après  des 
exemples  analogues,  peut  être  évaluée  à  5-7°  environ.  Le 
point  d’ébullition  présumé  de  cet  esther  bichloré  serait  donc 
102  -f-  116  —  G  =  212°.  Or  le  point  d’ébullition  de  l’esther 
obtenu  est  212°-214°. 

La  formation  d’un  composé  bichloré  ay,  à  chaîne  rectiligne, 
est  d’ailleurs  très  plausible. 

En  effet,  d’après  De  Bar  (*),  l’acide  chlorhydrique  concentré 
s’ajoute  à  chaud  à  l’acide  triméthylène-carbonique,  pour  donner 
l’acide  y  chlorobutyrique.  Perkin  (**),  en  faisant  réagir  l’acide 
bromhydrique  fumant  vers  175°  sur  le  même  acide,  a  obtenu 
l'acide. y  bromobutyrique. 

Demjanow  (***)  a  observé  l’ouverture  du  cycle  triméthylé- 
nique  par  l’action  de  HBr  sur  le  bromure  de  triméthylène 
carbinol,  et  Michiels  (IV)  a  constaté  un  tait  analogue  pour  le 
bromure  de  butyl-triméthylène-carbinol. 


(*)  Americ.  Chem.  Journ.,  XXII,  1899,  332. 

(**)  Ber.,  1902,  35,  21. 

(***)  Journ.  Soc.  Phys.  Chim.  Russe,  1894,  39,  1085. 
(1V)  Bull.  Soc.  Chim.  Belg.,  1910,  24,  391. 
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D’après  nos  expériences,  le  cycle  trimétylénique  semble  très 
stable.  En  effet,  dans  la  chloruration  du  chlorure  acide  trimé- 
thylène-carbonique,  nous  avons  obtenu,  à  côté  de  175  grammes 
d’un  dérivé  monosubstitué,  environ  30  grammes  d’un  produit 
d’addition  bichloré.  Dans  les  conditions  où  nous  avons  opéré  il 
n’y  a  donc  environ  qu’une  dixième  partie  du  composé  triméthy- 
lénique  dont  la  chaîne  s'est  ouverte,  le  reste  ayant  subi  une 
substitution. 

Il  était  donc  intéressant  de  comparer  au  point  de  vue  thermo¬ 
chimique  l’acide  triméthylène-carbonique  à  son  isomère  l’acide 
crotonique. 

La  chaleur  de  combustion  a  été  déterminée  sur  un  échantillon 
très  pur,  obtenu  comme  il  a  été  indiqué  plus  haut. 

La  valeur  en  eau  de  la  bombe  a  été  déterminée  par  des  essais 
faits  avec  la  naphtaline,  l’acide  benzoïque  et  le  sucre,  en  adop¬ 
tant  pour  ces  corps  respectivement  les  chaleurs  de  combustion 
suivantes  :  9642.8  calories,  6328  calories  et  3952.1  calories. 

Voici  les  résultats  de  ces  mesures  calorimétriques  : 


Poids 

de 

substance. 

Valeur 

en 

eau. 

A  Et' 

Correction 
amorce  -j- 
collodion  + 
HN03. 

Chaleur 

de 

combustion 
par  gramme. 

0,8533 

2154,21 

2,265 

0,015 

84.17 

56.57  cal. 

0,6506 

2154,24 

1,730 

0,016 

81.69 

56.56 

0,7875 

2264,39 

1,980 

0,014 

58.49 

56.59 

0,8015 

2264,39 

2,016 

0,016 

68.09 

56.37 

Moyenne 

:  56.52  cal. 

La  chaleur  de  combustion  moléculaire  est  donc 


486.1  calories  à  volume  constant. 

486.4  calories  à  pression  constante. 

Or  la  chaleur  de  combustion  de  l’acide  crotonique  est 
478.0  calories;  sa  chaleur  de  formation  à  l’état  liquide  est 
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102.3  calories  (*).  La  chaleur  de  formation  de  l’acide  triméthy- 
lène-carbonique  à. l’état  liquide  est  97.8  calories. 

La  transformation  de  la  chaîne  propylénique  en  cycle  trimé- 
thylénique  absorberait  d’après  cela  4.5  calories. 

Ce  résultat  semble  en  contradiction  avec  les  données  chi¬ 
miques.  Cependant  il  corrobore  les  observations  de  Berthelot  et 
Matignon  d’après  lesquelles  la  chaleur  de  formation  du  trimé- 
thylène  est  inférieure  de  7.7  calories  à  celle  du  propylène. 

Il  serait  intéressant  d’étudier  au  point  de  vue  thermochimique 
d’autres  composés  cycliques  triméthyléniques  et,  parallèlement, 
l’action  des  corps  halogènes. 


Courbes  de  viscosité  et  de  fusion  du  mélange  binaire 
acide  triméthylène-carbonique-eau. 

Nous  avons  été  amenés  à  déterminer  ces  courbes  pour  com¬ 
parer  l’acide  triméthylène-carbonique  aux  acides  gras  correspon¬ 
dants  et  notamment  à  l’acide  acétique.  Comme  le  montrent  les 
tableaux  et  les  diagrammes  suivants,  il  y  a  une  très  grande  ana¬ 
logie  d’allures  entre  ces  deux  acides. 

De  même  que  pour  l’acide  acétique  (**),  la  courbe  de  viscosité 
montre  un  maximum  très  net  qui  correspond  approximative¬ 
ment  à  la  composition 


COOH 

I 

CH,  H20. 
HoC  —  CH, 


(*)  Stohmann,  Zeit.  Phys.  Chem.,  10,  1892. 

(**)  Dunstan,  Trans.  Chem.  Soc.,  85.825,  1901. 
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On  constate  également  que  les  mélanges  avec  l’eau  présentent 
un  maximun  de  densité  qui  correspond  aussi  approximativement 
à  cette  composition. 

Viscosité  du  mélange  : 


COOH 

I 

CH 

H2C  —  ch2 


+  H20  à  20\ 


Pour  cent 
d’eau. 

Pour  cent 
moléculaire. 

Densité. 

Viscosité. 

— 

— 

— 

— 

0 

0 

1.08  K) 

3.574 

2.22 

9.97 

1.082 

4.555 

6.11 

23.73 

1.090 

5.672 

6.35 

24.46 

1.091 

5.737 

8.91 

31.85 

1.091 

6.128 

10.73 

35.63 

1.091 

6.063 

14.67 

45.11 

1.091 

6.317 

17.48 

50.30 

1.091 

6.170 

22.47 

58.07 

1.088 

5.769 

27.26 

64.15 

1.085 

5.342 

37.04 

73.76 

1.077 

4.461 

40.36 

76.38 

1.075 

4.177 

50.46 

84.84 

1.062 

3.229 

67.49 

90.84 

1.045 

2.311 

78.63 

94.62 

1.031 

1,801 

90.38 

97.70 

1.016 

1.408 

Pour  cent 

Pour  cent 

Courbe  de  fusion. 

t°  d’apparition  Pour  cent 

Pour  cent 

t°  d’apparition 

d’eau. 

moléculaire. 

des  1ers  cristaux. 

d’eau. 

moléculaire. 

des  1ers  crist. 

— 

— 

— 

— 

— 

— 

0 

0 

18°1 

5.78 

22.62 

12°4 

3.36 

14.23 

15°25 

7.03 

26.54 

11°3 

4.26 

17.56 

14°0 

8.57 

30.94 

10°2 
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our  cent 

Pour  cent 

t°  d’apparition 

d’eau. 

moléculaire. 

des  1ers  cristaux. 

14.72 

37.54 

8°6 

12.69 

40.78 

8°1 

14.02 

43.80 

7«5 

15.28 

46.30 

6«9 

16.61 

48.78 

6°4 

18.25 

51.63 

5«9 

19.78 

54.10 

5«5 

21.59 

56.85 

409 

23.96 

60.09 

404 

29.70 

64.91 

3°6 

30.99 

68.23 

3°1 

34.01 

71.14 

2°4 

40.23 

76.28 

I07 

45.25 

79.80 

1°3 

50.38 

82.91 

0°3 

61.08 

88.25 

-  0°1 

65.22 

89.97 

-  0°4 

68.70 

91.31 

-  0°8 

69.82 

91.73 

|  -  loi  * 

— 

_ 

1  _  4°0 

Pour  cent 
d’eau. 

Pour  cent 
moléculaire. 

t°  d’apparition 
des  1ers  crist. 

70.92 

92.11 

|  -  M  * 

<  -  3o9 

71.14 

92.17 

_  loi  * 

72.81 

92.75 

^  _  104  * 

— 

— 

)  -  309 

74.29 

93.24 

l  -  107  * 

74.34 

93.26 

j  -  308 

76.66 

94.02 

1 

ts 

0 

* 

— 

— 

I  -  306 

78.91 

94.71 

-  304 

79.71 

94.95 

l  -  2°7  * 

1  -  303 

82.53 

95.74 

-  302 

83.17 

95.94 

-  3°0 

83.58 

96.07 

-  3«0 

85.85 

96.67 

-  2°8 

86.07 

96.72 

-2o8 

87.80 

97.19 

-  2°6 

90.61 

97.88 

-  2°1 

Les  températures  marquées  d’un  astérisque  sont  celles  qu’on 
obtient  en  amorçant  la  cristallisation  au  moyen  d’un  germe 
d’acide. 

Laboratoire  de  Chimie  générale  de  l’Université  de  Louvain. 
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Physiologie.  —  Sur  les  modifications  physiologiques  de 
l’œuf  d’AsTERus  glacialis  au  cours  de  la  maturation  et 
après  la  fécondation. 

ACTION  DE  QUELQUES  SOLUTIONS  SALINES  HYPERTONIQUES 
ET  DES  BASES  FORTES  (*), 

par  Albert  DALCQ,  assistant  à  l’Université  de  Bruxelles  (**’). 

Dans  son  remarquable  travail  sur  Le  Cycle  de  la  vie  cellulaire 
chez  l’œuf  activé  (***),  M.  Herlant  a  indiqué  une  méthode  simple 
et  efficace  pour  déceler  certains  des  changements  physiologiques 
qui  surviennent  dans  l’œuf  d’oursin  aux  différents  stades  de  la 
vie  cellulaire.  En  raison  de  l’importance  des  phénomènes  ainsi 
mis  en  lumière  chez  l’œuf  fécondé  de  Paracentrotus  lividus,  j’ai 
pensé  qu’il  serait  bon  d’appliquer  la  même  méthode  à  une  espèce 
où  les  cinèses  de  maturation  s’accomplissent  dans  l’eau  de  mer, 
même  en  l’absence  de  fécondation.  C’est  ce  que  j’ai  tenté  de 
faire  au  cours  d’un  séjour  à  la  station  biologique  de  Roscoff,  en 
m’adressant  à  l’étoile  de  mer,  Asterias  glacialis.  Ces  recherches 
sont  encore  incomplètes  ;  il  ne  m’a  pas  été  possible,  pendant  le 
temps  relativement  court  dont  je  disposais,  d’observer  l’action 
des  multiples  solutions  utilisées  par  Herlant,  ni  d’effectuer 
toutes  les  expériences  complémentaires  que  suggèrent  les  don¬ 
nées  que  j’ai  pu  recueillir. 

Je  crois  néanmoins  devoir  donner  ici  la  relation  succincte  des 


(*)  C’est  grâce  à  une  subvention  de  la  fondation  Agathon  De  Potter  qu’il  m’a  été 
permis  d’effectuer  ces  recherches  expérimentales.  Je  suis  heureux  de  pouvoir 
exprimer  ici  à  l’Académie  des  sciences  ma  grande  reconnaissance  pour  l’encoura¬ 
gement  qu’elle  m’a  accordé. 

(**)  Présenté  par  M.  Brachet. 

(***)  Archives  de  Biologie,  t.  XXX,  1920. 
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phénomènes  que  j’ai  constatés  en  étudiant  l’action  de  certaines 
solutions  salines  et  alcalines,  car  ces  renseignements  seront 
peut-être  de  quelque  utilité  à  ceux  qui  poursuivent  l’étude  de 
questions  similaires. 

I.  —  Conditions  expérimentales. 

Les  glandes  génitales  provenant  d’un  ou  deux  bras  d’une 
astérie  q  sont  placées  dans  une  coupe  contenant  environ 
200  centimètres  cubes  d’eau  de  mer  (puisée  au  large  par  temps 
calme  et  conservée  en  bonbonne  bouchée). 

On  prépare  les  solutions  d’épreuve  dont  on  veut  étudier  les 
effets,  et  on  les  répartit  dans  des  séries  de  petits  verres  de 
montre,  à  raison  de  1  centimètre  cube  par  récipient.  A  inter¬ 
valles  réguliers  —  de  cinq  en  cinq  ou  de  dix  en  dix  minutes  — 
on  ajoutera  simultanément  à  l’un  des  verres  de  montre  de  chaque 
série,  cinq  gouttes  de  purée  d’œufs  prélevée  dans  la  culture.  Au 
bout  de  deux  à  trois  heures,  c'est  à-dire  lorsque  tous  les  œufs 
de  la  culture  étudiée  auront  expulsé  leurs  deux  globules  polaires, 
—  ce  dont  on  peut  aisément  s’assurer,  —  on  fécondera  cette 
même  culture  avec  quelques  gouttes  de  sperme  dilué  dans  de 
l’eau  de  mer  du  large;  et  l’on  continuera  à  opérer  des  prélève¬ 
ments  successifs  de  ces  œufs  fécondés,  comme  on  l’a  fait  pour 
les  œufs  en  voie  de  maturation. 

Dans  l’intervalle  de  ces  diverses  manipulations,  les  lots  pré¬ 
cédemment  préparés  seront  examinés  au  microscope,  toujours 
dans  la  solution  d’épreuve  ;  en  règle  générale,  on  aura  laissé 
agir  cette  solution  sur  les  œufs  pendant  quarante-cinq  minutes 
environ . 

Une  même  culture  sert  donc  à  étudier  parallèlement  l’action 
de  deux  ou  trois  solutions  d’épreuve,  tant  pendant  la  maturation 
qu’après  la  fécondation.  En  raison  du  manque  de  synchronisme 
entre  les  cinèses  de  segmentation,  je  n’ai  pu  prolonger  mon 
étude  au  delà  du  premier  cycle  cellulaire  des  œufs  fécondés. 
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SI.  —  Évolution  des  œufs  dans  la  culture. 

Au  moment  où  les  œufs  sont  expulsés  de  l’ovaire  sous  forme 
de  fins  boyaux  qui  se  disloquent  dans  l'eau  de  mer,  ce  sont  des 
ovocytes  de  premier  ordre  pourvus  d’une  grosse  vésicule  germi¬ 
native;  leur  cytoplasme  est  granuleux;  leur  surface  montre  de 
larges  méplats  séparés  par  des  crêtes  mousses.  Au  bout  de 
quelques  minutes  de  séjour  dans  l’eau  de  mer,  l’ovocyte  s’est 
arrondi  et  son  cytoplasme  a  pris  un  aspect  plus  homogène  (*). 
La  vésicule  germinative  se  flétrit  habituellement  au  cours  de  la 
seconde  demi-heure.  Les  cinèses  de  maturation  surviennent 
ensuite,  avec  un  degré  de  synchronisme  assez  variable  suivant 
les  cultures.  En  ce  qui  concerne  les  œufs  fécondés,  le  soulève¬ 
ment  de  la  membrane  est  parfois  tardif  et  rarement  général;  on 
sait  d’ailleurs  que  la  proportion  de  segmentations  obtenues  chez 
l’étoile  de  mer  diffère  considérablement  suivant  les  pontes  étu¬ 
diées.  D’autre  part  il  est  plutôt  exceptionnel  que  la  division  des 
œufs  se  produise  avec  un  synchronisme  satisfaisant  pour  les 
recherches  que  j’ai  poursuivies. 

III.  —  Lecture  des  résultats. 

En  principe,  elle  doit  consister  à  noter  la  proportion  d’œufs 
intacts,  plasmolysés  ou  cytolysés.  Mais  au  cours  de  la  matura¬ 
tion  il  est  fréquent  que  des  œufs  forment  dans  la  solution 
(T épreuve  une  membrane  apparemment  semblable  à  la  membrane 
de  fécondation.  De  même  que  celle-ci,  la  membrane  que  j’ai  vue 
se  soulever  se  flétrit  si  l’on  ajoute  à  la  préparation  une  goutte 
de  blanc  d’œuf  (réaction  de  Loeb).  Comme  il  est  notoire  que 
l’œuf  d’Astérie  est  susceptible  de  réagir  aux  excitations  les  plus 


(*)  Ce  changement  d’aspect  rappelle  de  point  en  point  celui  dont  Fauré-Frémiet 
vient  d’analyser  le  mécanisme  chez  l’Hermelle.  ( Comptes  rendus  de  la  Soc .  de  Biol., 
1921,  p.  810.) 
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diverses  par  un  début  de  parthénogénèse,  je  suppose  qu’il 
s’agit  ici  d’un  phénomène  analogue;  j’ignore  toutefois  dans 
quelle  mesure  les  œufs  ainsi  pourvus  d’une  membrane  d'activa¬ 
tion  sont  capables  de  se  développer.  C’est  un  problème  qui 
devrait  faire  l’objet  d’une  étude  spéciale  et  qui  sort  du  cadre  de 
ce  travail.  Mais  il  est  clair  que  l’œuf  ainsi  pourvu  d’une  mem¬ 
brane  d’activation  n’est  plus  à  proprement  parler  un  œuf  en 
voie  de  maturation;  son  état  physiologique  s’est  modifié;  aussi 
répond-il  aux  solutions  d’épreuve  tout  autrement  que  l’œuf 
normal .  Son  comportement  à  ce  point  de  vue,  si  digne  d’atten¬ 
tion  soit-il,  ne  doit  pas  nous  arrêter  ici,  où  nous  visons  unique¬ 
ment  à  étudier  l’œuf  d’Astérie  dans  son  état  physiologique 
normal.  Fort  heureusement  l’apparition  de  membranes  d’acti¬ 
vation  ne  se  produit  pas  dans  toutes  les  séries  expérimentales. 
Ce  sont  celles  où  ce  phénomène  ne  s’est  pas  produit  —  ou 
seulement  en  proportion  très  minime  —  qui  serviront  de  base 
à  cet  exposé. 

Une  remarque  analogue  s’impose  en  ce  qui  concerne  les  œufs 
fécondés.  Pour  distinguer  aisément  les  œufs  plasmolysés  des 
œufs  non  déformés,  il  ne  faut  utiliser  que  les  séries  homogènes, 
où  tous  les  œufs  montrent  une  membrane  de  fécondation,  du 
moins  après  séjour  dans  la  solution  d’épreuve  (voir  plus  loin). 

On  voit  donc  qu’une  expérience,  pour  être  analysable,  doit 
réaliser  une  série  de  conditions  qui  dépendent  à  la  fois  du  degré 
de  maturité  des  pontes  recueillies  et  de  leur  susceptibilité  à 
l’égard  des  agents  de  parthénogénèse. 

En  définitive,  les  résultats  que  j’exposerai  brièvement  ici  pro¬ 
viennent  d’un  matériel  infiniment  moins  favorable  à  ce  genre 
d’études  que  l’œuf  d’Oursin.  Et  si  ce  travail  a  pu,  dans  une  cer¬ 
taine  mesure,  être  fructueux,  c’est,  il  faut  le  dire,  grâce  au 
guide  précieux  que  réalisent,  pour  cet  ordre  de  recherches,  les 
observations  fondamentales  faites  par  Herlant. 
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IV.  —  Données  expérimentales. 

1.  —  Quelles  sont  les  réactions  mises  en  évidence  par  une  eau 

DE  MER  RENDUE  HYPERTONIQUE  GLACE  A  l’aDDITION  DE  NaCl? 

Les  tableaux  I,  II,  III  montrent  l’action  de  la  solution 
d’épreuve  envisagée  ici,  et  que  j’appellerai  dorénavant  la 
solution-témoin  : 

Eau  de  mer  (du  large)  100  c.  c.  -f-  NaCl  2^  m.  20  c.  c. 

Les  premiers  lots,  qui  comprennent  donc  des  ovocytes  de 
premier  ordre  à  grosse,  vésicule  germinative,  se  plasmolvsent 
uniformément  et  très  énergiquement  dans  cette  solution-témoin; 
la  diminution  de  volume  est  considérable,  le  cytoplasme  très 
déformé;  souvent  un  des  pôles  s’invagine  dans  l’autre,  de  sorte 
que  l’œuf  prend  l’aspect  d’une  cupule;  parfois  aussi  la  fine 
membrane  qui  limite  la  cellule  se  décolle  légèrement  en  certains 
points. 

Dans  les  lots  suivants,  la  plasmolyse  diminue  d’intensité  et 
l’on  trouve  un  nombre  croissant  d'œufs  bien  arrondis.  Mais  il 
convient  de  signaler  qu’à  partir  de  ce  moment,  les  constatations 
diffèrent  suivant  le  degré  de  synchronisme  des  cinèses  de  matu¬ 
ration.  Ainsi,  dans  l’expérience  du  22  juin  (tableau  I),  où  ce 
synchronisme  était  fort  imparfait,  les  lots  prélevés  pendant  la 
maturation  ont  montré  un  mélange  en  proportions  variables 
d’œufs  modérément  plasmolysés  et  intacts  (*);  puis  dans  les 
lots  prélevés  au  cours  de  la  seconde  heure,  on  retrouve  de 
nouveau  une  plasmolyse  générale.  Il  n’en  est  pas  exactement 
de  même  dans  l'expérience  du  25  juin  (tableau  II],  qui  s’est 
présentée  dans  des  conditions  plus  favorables  à  l’observation  : 
Synchronisme  parfait  des  cinèses  de  maturation,  absence  quasi 


(*)  Il  se  peut  qu’il  y  ait  cependant  des  différences  de  volume,  difficiles  à  appré¬ 
cier  sans  mensuration 
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totale  de  membranes  d’activation  après  séjour  dans  la  ce  solution- 
témoin  ».  On  y  voit  qu’à  la  phase  de  plasmolyse  très  énergique 
des  ovocytes  de  premier  ordre  à  vésicule  germinative  intacte 
succède  une  assez  longue  période  où  ne  se  remarque  aucune 
déformation.  Cette  phase  paraît  s’installer  avant  la  cinèse  et 
persister  durant  toute  l’expulsion  du  premier  globule  polaire; 
l’examen  cytologique  des  œufs  prélevés  dans  la  culture,  après 
soixante  minutes  de  séjour  dans  l’eau  de  mer,  témoigne  en  effet 
de  ce  que  tous  les  œufs  en  sont  encore  à  la  métaphase  de  la 
première  cinèse  d’expulsion.  Bientôt  après  survient  une  phase 
de  plasmolyse  généralisée,  qui  se  place  donc  pendant  le  repos 
fftercinétique.  Puis  les  lots  prélevés  de  90  à  130  minutes 
montrent  de  nouveau  tout  d’abord  des  œufs  uniformément 
intacts,  puis  un  mélange  d’œufs  intacts  et  plasmolvsés.  Or,  les 
œufs  de  cette  culture,  fixés  au  Bouin  après  cent  dix  minutes 
de  séjour  dans  l’eau  de  mer,  ont  fait  également  l’objet  d’un 
contrôle  cytologique  :  certains  ont  déjà  expulsé  leur  second 
globule  polaire,  les  autres  sont  en  train  de  l’expulser. 

Après  la  seconde  heure  réapparaît  la  plasmolyse,  réaction 
de  l’œuf  vierge  et  mûr.  Il  est  bon  de  noter  que  cette  plasmolyse 
de  l’œuf  mûr  n’est  jamais  aussi  marquée  que  celle  des  ovocytes 
à  vésicule  encore  intacte. 

Telles  sont  donc  les  diverses  réactions  qui  apparaissent  au 
cours  de  la  maturation.  Je  serai  bref  en  ce  qui  concerne  les 
œufs  fécondés.  Tout  d’abord,  le  passage  dans  la  «  solution- 
témoin  »  favorise  le  soulèvement  de  la  membrane  de  fécondation 
et  rend  ce  phénomène  plus  général.  A  part  ce  détail,  les  phases 
successives  de  plasmolyse  et  de  non-déformation  correspondent 
bien  à  celles  décrites  par  Heiilant  chez  Paraccntrotus  lividus  ; 
il  est  seulement  un  peu  plus  délicat  d’en  fixer  la  chronologie, 
en  raison  des  difficultés  inhérentes  à  un  matériel  où  l’aster  sper¬ 
matique  se  voit  difficilement  à  frais,  où  le  synchronisme  des 
segmentations  laisse  à  désirer.  Néanmoins,  ces  changements  de 
signe  de  la  réaction  existent  indubitablement,  et  même  dans  les 

—  726  - 


de  l’œuf  d’Asterias  glacialis. 


EXPEFUENCE  DU  25  JUIN  1921. 


Tenrnf>s 

Tnmutes. 

Eau.de  mer  100  ec 
+Nacl^  Mâocc. 

REMARQUES. 

5 

+  +  + 

le  slgite+=œufs4ilGsmolyses 

10 

+  + 

fesign^soeufs  intacts. 

15 

4-  + 

lestgne±  -mélangé 

âO 

+  4- 

d  oeufs  -pilasmolgsés  et 

25 

+  + 

d.  oeufs  intacts. 

30 

± 

35 

— 

40 

!  — 

45 

« 

50 

_ 

55 

± 

60 

± 

fixation:  tous  tes  oeufs  expulsent 

65 

± 

leur  1=  globule  -polaire. 

70 

± 

75 

± 

80 

4- 

85 

+ 

90 

± 

55 

— 

100 

105 

— 

110 

_ 

115 

± 

120 

125 

± 

± 

fixa  h  ion:  tous  Les  oeufs  expulsent 
leur  2t gtotute  -polaire. 

130 

± 

135 

+4 

140 

++ 

145 

++ 

150 

H-+4- 

155 

+++ 

c4 


2 

4 

6 

6 

10 

15 

20 


+  4 
+  + 
+  + 
+  + 


,|eCQTLciriKoTK 


± 

± 


+ 


25 

30 

35 


fixation  :  ta  majorité  des  œufs 
■montrent  un  aster  s-p.emai.aju& 


TABLEAU  1  . 


A .  Dalcq .  —  Modifications  physiologiques 


cas  où  le  défaut  de  synchronisme  nuit  aux  réactions  d’ensemble, 
l’œil  peut  constater  le  comportement  different  des  œufs  suivant 
le  stade  de  développement  auquel  ils  sont  parvenus.  Les 
tableaux  II  et  III  montrent  bien,  dans  deux  cas  particulièrement 
favorables,  la  sériation  des  phénomènes  :  1°  courte  phase  de 
plasmolyse  énergique  qui  succède  à  la  fécondation  ;  2°  phase  de 
durée  variable  où  les  œufs  ne  sont  que  peu  ou  pas  déformés  ; 
l’examen  cytologique  des  œufs  fixés  20  minutes  après  la  féconda¬ 
tion  (tableau  II)  indique  que  cette  phase  coïncide  bien  avec  celle 
de  l’aster  spermatique;  3°  phase  de  plasmolyse  intercinétique 
(tableau  III);  4°  nouveau  changement  de  signe  de  la  réaction  au 
moment  où  se  déclanchent  les  segmentations  (tableau  III). 

* 

*  * 

Je  puis  donc  confirmer  les  observations  fondamentales  qu’a 
faites  Herlant  en  appliquant  aux  œufs  d’Oursin  la  méthode 
qu’il  avait  imaginée.  Elles  se  vérifient  de  point  en  point  chez 
Asterias  glacialis ,  non  seulement  pendant  le  premier  cycle 
cellulaire  de  l’œuf  fécondé,  mais  elles  se  retrouvent  aussi  pen¬ 
dant  la  maturation.  J’entends  par  là  que  la  solution  d’épreuve 
constituée  d’eau  de  mer  rendue  hypertonique  par  NaCl,  dans 
les  proportions  indiquées,  révèle  une  succession  de  phases  de 
plasmolyse  et  d’intégrité  morphologique  au  moins  apparente. 

Ces  phases  d’intégrité  correspondent  à  la  première  et  à  la 
seconde  cinèse  de  maturation,  à  l’aster  spermatique  et  à  la  pre¬ 
mière  cinèse  de  segmentation.  Quant  au  moment  précis  où 
apparaît  le  changement  de  signe  de  la  réaction,  mon  matériel 
ne  m’a  pas  permis  de  voir  si  c’est  bien,  comme  chez  l’Oursin, 
le  début  de  l’anaphase;  toutefois,  en  ce  qui  concerne  la  première 
cinèse  de  maturation,  j’ai  lieu  de  croire  que  la  phase  de  plasmo¬ 
lyse  cesse  en  même  temps  que  (ou  en  tous  cas  peu  de  temps 
après)  le  flétrissement  de  la  vésicule  germinative. 

Ces  réactions  sont  donc  celles  que  révèle  la  «  solution- 
témoin  ».  Il  importe  de  signaler  qu’il  y  a  cependant  des  diffé- 
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rences  individuelles  entre  les  diverses  pontes ,  la  marche  générale 
des  phénomènes  restant  la  même.  Il  est  possible  que  ces  diver¬ 
gences  soient  en  relation  avec  l’état  plus  ou  moins  parfait  de 
maturité  sexuelle  des  animaux.  Je  me  suis  efforcé  de  prendre 
comme  base  les  expériences  les  plus  typiques,  c’est-à-dire  celles 
provenant  de  cultures  où  la  régularité  de  la  maturation  et  le 
haut  pourcentage  de  segmentations  indiquent  un  état  normal 
des  œufs. 

Il  faut  noter  aussi  qu’avec  une  même  ponte,  on  obtient  des 
résultats  différents,  dans  des  expériences  parallèles,  suivant  le 
degré  d’hypertonie  de  la  solution.  Plus  celle-ci  est  hypertonique, 
plus  étendues  sont  les  périodes  de  plasmolyse,  plus  nombreuses 
sont  d’ailleurs  aussi  les  membranes  d’activation,  surtout  dans 
les  lots  constitués  par  des  œufs  vierges  et  mûrs. 


2.  — -  Comment  sont  modifiées  les  réactions  de  l’œuf  vis-a-vis 

DE  LA  CC  SOLUTION-TÉMOIN  «  LORSQU’ON  AUGMENTE  DANS  CELLE-CI 

LA  PROPORTION  d’üN  DES  SELS  I)E  l’eAU  DE  MER  NaCl,  KC1, 

MgCl2  O? 

a)  NaCl  ;  solution  d’épreuve  : 

Eau  de  mer  40  c.  c.  +  NaCl  0.65  m.  60  c.  c.  +  NaCl  2  \  m.  20  c.  c. 

En  comparaison  de  la  «  solution-témoin  »,  cette  solution 
favorise  légèrement  la  formation  de  membranes  d’activation 
dans  les  œufs  en  maturation;  elle  ne  modifie  pas  nettement  les 
phases  de  plasmolyse  au  cours  de  la  maturation.  Une  fois  la 
fécondation  accomplie,  elle  abrège  discrètement  les  phases  de 
plasmolyse. (*) 


(*)  Je  n’ai  pas  eu  le  loisir  d’étudier  en  détail,  à  ce  point  de  vue,  l’action  de  CaCl2. 
11  semble  bien,  d’après  ce  que  j’ai  pu  voir,  qu’elle  se  rapproche  de  celle  de  MgCl2. 
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b)  KC1  ;  solution  d’épreuve  : 

Eau  de  mer  40  c.  c.  -j-  KC1  0.65  m.  60  c.  c.  +  NaCl  2  {  m.  20  c.  c. 

Cette  solution  agit  dans  le  même  sens  que  la  précédente; 
toutefois  en  ce  qui  concerne  la  période  de  maturation  elle 
diminue  nettement  l’étendue  des  phases  de  plasmolyse  et 
favorise  de  façon  plus  marquée  la  formation  de  membranes 
d’activation. 

c)  MgCl2  ;  solution  d’épreuve  : 

Eau  de  mer  40  c.  c  +  MgGl2  0.50  m.  60  c.  c.  +  NaCl  2  {  m.  20  c.  c. 

Cette  solution  agit  de  façon  antagoniste  par  rapport  aux  deux 
précédentes.  Pendant  la  maturation  elle  empêche  radicalement 
la  formation  de  membranes  d’activation  et,  d’autre  part,  accentue 
les  phases  de  plasmolyse,  au  point  de  montrer  parfois,  à  tous 
les  stades,  une  plasmolyse  générale,  avec  des  nuances  dans 
l’intensité  de  cette  plasmolyse. 

Après  la  fécondation  son  action  reste  du  même  ordre,  tant  au 
point  de  vue  de  la  plasmolyse  qu’en  ce  qui  concerne  le  soulève¬ 
ment  de  la  membrane  de  fécondation.  En  effet,  en  raison  de  la 
lenteur  avec  laquelle  se  passe  cette  réaction  de  l’œuf,  les  pre¬ 
miers  lots  sont  placés  dans  la  solution  d’épreuve  avant  que  ce 
phénomène  se  soit  accompli  ou  généralisé;  or,  tandis  que  la 
«  solution-témoin  »  favorise  nettement  le  soulèvement  des 
membranes  de  fécondation,  l’excès  de  MgCl2  l’arrête  radicale¬ 
ment. 

*  * 

En  résumé,  on  peut  dire  que  NaCl  et  KG,  dans  les  conditions 
expérimentales  où  nous  nous  sommes  placé,  favorisent  la  forma¬ 
tion  de  membranes  d’activation  et  restreignent  les  phases  de 
plasmolyse.  MgCl2  agit  dans  un  sens  exactement  opposé. 

Cela  concorde  avec  les  observations  de  Herlant  à  ce  sujet; 
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cela  s’accorde  aussi  avec  les  vues  de  Lillie  sur  les  relations 
entre  les  changements  de  perméabilité  et  l’activation  (*). 


3.  —  Quelle  est,  toujours  dans  les  mêmes  conditions  expérimen¬ 
tales,  l’action  des  bases  fortes,  KOH  et  NaOH? 


J’ai  étudié  cette  question  à  l’aide  de  diverses  solutions 
d’épreuve,  sur  des  œufs  normaux  et  sur  des  œufs  colorés  au 
rouge  neutre.  En  ce  qui  concerne  la  préparation  des  solutions 
d’épreuve,  il  est  nécessaire  d’employer  pour  les  fortes  concen¬ 
trations  une  eau  de  mer  artificielle  dépourvue  de  MgCl2  : 

NaCl  0.65  m.  100  c.  c.  +  CaCl2  0  50  m.  2  c.  c.  +  KC1  0.65  m.  2.2  c.  c. 


a)  OEufs  non  colorés  et  solution  d’épreuve  : 


Eau  de  mer  100  c.  c.  -f-  NaCl  2  \  m.  15  c.  c.  + 


KOH  (N)  II  gouttes. 
NaOH (N)  Il  gouttes. 


Au  cours  de  la  maturation,  les  lots  d’œufs  transportés  dans 
ces  solutions  d’épreuve  forment  des  membranes  d’activation  en 
plus  forte  proportion  que  dans  une  «  solution-témoin  »  d’égale 
hypertonicité.  Il  y  avait  lieu  de  s’attendre  à  ce  résultat,  puisque 
les  œufs  sont  ainsi  placés  dans  les  conditions  d’un  mode  de 
traitement  parthénogénétique  imaginé  par  Delage  (l’eau  de  mer 
rendue  hypertonique  par  NaCl  et  alcali nisée)  et  aussi  dans  des 
conditions  voisines  de  celles  d’un  procédé  similaire  de  J.  Loeb. 


b)  OEufs  non  colorés  et  solution  d’épreuve  : 
Eau  de  mer  artificielle  10Ü  c.  c.  +  KOH  (N)  1  c.  c. 


Cette  solution  d’épreuve,  qui  provoque  chez  l’Oursin  à  cer¬ 
taines  phases  de  la  vie  cellulaire  une  haute  proportion  de  cvto- 
lyses,  est  absolument  anodine  pour  les  œufs  d’Astérie,  tant 


(*)  Amer.  Journal  ofphys.,  vol.  43,  1917,  pp.  45  et  suiv. 
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pendant  la  maturation  qu’après  la  fécondation.  Les  lots  d’œufs 
qui  y  sont  placés,  quel  que  soit  le  stade  auquel  ils  sont 
parvenus,  y  continuent  leur  évolution,  achèvent  leur  maturation, 
ou,  s’ils  sont  fécondés,  arrivent  à  se  segmenter.  A  aucun  stade, 
du  moins  pendant  la  première  heure  de  séjour  dans  cette  solution 
d’épreuve,  il  ne  se  produit  de  cytolyses  en  proportion  digne 
d’être  notée. 

La  seule  chose  anormale,  c’est  que,  lors  de  l’émission  des 
globules  polaires,  on  voit  se  former  une  sorte  d’expansion 
sarcodique  dont  la  taille  atteint  souvent  la  moitié  du  volume 
ovulaire;  puis  cette  vésicule  se  réduit  progressivement  jusqu’aux 
dimensions  normales  du  globule  polaire. 

c)  Œufs  non  colorés  et  solution  d'épreuve  hyperto¬ 
nique  et  alcaline  : 

Eau  de  mer  artificielle  100  c.  c.  -j-  NaGl  2  £  m,  20  c.  c.  -f-  KOH  (N)  1  c.  c. 

Cette  solution  d’épreuve  bloque  l’évolution  des  œufs.  Elle 
atténue  d’une  manière  considérable  les  phases  de  plasmolyse  et 
provoque  dans  tous  les  lots  d’œufs  en  voie  de  maturation  la 
formation  de  membranes  d’activation  en  nombre  variable,  alors 
que  l’expérience  parallèle,  réalisée  avec  la  «  solution-témoin  », 
d’égale  hvpertonicité,  n’en  montre  pour  ainsi  dire  pas.  Mais  il 
y  a  plus  :  il  arrive,  en  effet,  dans  certaines  séries,  que  la  «  solu¬ 
tion-témoin  »  détermine  dans  la  majorité  des  lots  des  cytolyses 
en  très  faible  proportion  avec  une  légère  accentuation  signalé- 
tique  de  la  première  cinèse  de  maturation;  or,  la  solution 
d’épreuve  hypertonique  et  alcalinisée  exerce,  elle  aussi,  une 
action  cytolytique  du  même  genre,  mais  de  façon  plus  marquée. 
Le  °/0  des  cytolyses  y  est  très  bas  pour  les  ovocytes  de  premier 
ordre  à  vésicule  germinative  non  flétrie;  il  s’élève  notablement 
à  la  phase  d’expulsion  du  premier  globule  polaire  et  retombe 
ensuite  à  une  moyenne  sensiblement  constante  ;  dans  son 
ensemble,  cette  courbe  domine  toujours  celle  fournie  par  la 
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«  solution-témoin  ».  Il  est  évident  que  ces  diverses  manifesta¬ 
tions  peuvent  être  rapportées  autant  à  l’absence  de  Mg  qu’à  la 
présence  de  l’alcali  dans  la  solution  d’épreuve. 

d)  Œufs  colorés  au  rouge  neutre  et  solution  d’épreuve  : 

Eau  de  mer  artificielle  100  c.  c.  +  KOH(N)  1  c.  c.  (*). 

Bien  que  nous  employions  ici  la  même  solution  d’épreuve 
que  dans  l’expérience  b ,  nous  notons  une  différence  d’action 
manifeste.  Alors  que  dans  cette  expérience,  il  ne  se  produit  dans 
les  œufs  d’autre  modification  que  les  anomalies  passagères 
signalées  plus  haut  (b),  ici  nous  constatons  un  haut  degré  de 
sensibilité  des  œufs  colorés  au  rouge  neutre,  à  presque  tous  les 
stades,  vis-à-vis  de  la  même  solution  d’épreuve.  Cette  sensibilité 
se  manifeste  par  la  longueur  du  délai  nécessaire  au  virage  de  la 
coloration  des  lots  et  surtout  par  la  proportion  des  cytolyses  que 
présentent  les  différents  lots  après  quarante-cinq  minutes  de 
séjour  dans  la  solution  d’épreuve. 

La  figure  I  montre  le  tracé  des  résultats  fournis  à  ce  point 
de  vue  par  l’expérience  du  25  juin,  expérience  conduite  parallèle¬ 
ment  à  celle  du  tableau  II  (voir  §  IV,  1).  Les  résultats  men¬ 
tionnés  dans  ce  tableau  ont  été  reportés  en  dessous  du  gra¬ 
phique,  les  zones  sombres  indiquant  les  périodes  de  plasmolyse; 
l’évolution  des  œufs  dans  la  culture  a  été  contrôlée  par  l’examen 
cytologique  de  trois  stades.  On  voit  dans  les  premiers  lots  que 
l’ovocyte  à  vésicule  germinative  intacte  résiste  assez  bien  à  la 
solution  d’épreuve,  mais  que  cette  résistance  va  en  diminuant. 
Puis  le  tracé  s’élève  brusquement  ;  cette  ascension  rapide  précède 
quelque  peu  la  période  de  non-déformation  des  œufs  dans  la 
«  solution-témoin  »  et  le  moment  de  la  première  cinèse  de 


(*)  Une  expérience  faite  avec  NaOH  (N)  m’a  donné  des  résultats  superposables  à 
ceux  relatés  ici;  il  est  donc  très  vraisemblable  qu’à  ce  point  de  vue,  comme  à 
beaucoup  d’autres,  l’action  des  deux  bases  fortes  ne  diffère  guère. 
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maturation.  Ce  décalage  tient  à  ce  que  la  solution  d’épreuve 
ne  bloque  pas  l’évolution  des  œufs  (voir  b ),  même  s’ils  sont 
colorés  au  rouge  neutre.  Après  cette  phase  de  haute  sensibilité, 
qui  correspond  donc  à  l’expulsion  du  premier  globule  polaire, 


EXPERIENCE* DU  25JUIN  19*1. 


la  proportion  des  cytolyses  s’abaisse  notablement  durant  l’in- 
tercinèse  des  divisions  de  maturation.  Elle  s’élève  ensuite  et 
atteint  pratiquement  la  totalité  des  œufs  ;  cette  ascension  répond, 
toujours  avec  un  même  décalage,  à  la  seconde  cinèse  de  matu- 
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ration.  Il  est  à  noter  que  l’œuf  vierge  et  mûr  coloré  au  rouge 
neutre  reste  très  sensible  à  l’alcali  fort,  bien  qu’il  se  déforme 
au  moins  légèrement  dans  la  «  solution-témoin  ». 

Si  l’on  féconde  alors  les  œufs  de  la  culture,  on  constate  que 
l'œuf  récemment  fécondé  fait  preuve  d’une  grande  résistance 
à  la  solution  d’épreuve.  Cette  phase  très  nette  coïncide  avec  la 
courte  période  de  plasmolyse  forte  que  la  «  solution-témoin  » 
révèle  dans  les  lots  fraîchement  fécondés.  Bientôt  après,  le  tracé 
remonte  en  même  temps  que  s’épanouit  l’aster  spermatique. 
Je  n’analyserai  pas  les  résultats  obtenus  pendant  le  restant  du 
cycle  cellulaire  de  l’œuf  fécondé.  Ils  demandent  à  être  vérifiés, 
car  ils  paraissent  en  contradiction  avec  les  données  si  claires 
obtenues  par  Herlant  chez  l’Oursin;  mais  j’ai  lieu  de  croire, 
sous  bénéfice  d’investigation,  que  cette  discordance  est  plus 
apparente  que  réelle. 

★ 

*  * 

Ces  dernières  expériences  concourent  à  montrer  qu’en 
l’absence  de  M g,  l’œuf  d’Astérie  en  voie  de  maturation  est 
sensible  aux  bases  fortes  et  cela  tout  particulièrement  lors  des 
mitoses  de  maturation. 

J.  Loeb  déjà  avait  signalé  qu’une  légère  alcalinité  de  l’eau  de 
mer  favorise  la  marche  des  expulsions.  Nous  voyons  qu’une 
alcalinité  plus  forte  se  traduit  par  l’apparition  de  globules 
polaires  passagèrement  géants,  ce  qui  semble  indiquer  une 
altération  momentanée  du  mécanisme  de  la  cytodiérèse  ;  qu’en 
présence  d'une  solution  hypertonique  (NaCl)  et  alcaline,  les 
œufs  subissent  des.  cytolyses  qui  s’observent  surtout  en  grand 
nombre  lors  de  la  première  cinèse  de  maturation  ;  que  le  rouge, 
neutre  exagère  encore  la  sensibilité  de  l’œuf  vis-à-vis  de  l’alcali 
et  montre  que  cette  sensibilité  est  maximale  pendant  la  première 
cinèse  de  maturation,  pour  réapparaître  avec  la  seconde  cinèse. 
En  outre,  le  fait  que  l’œuf  vierge  et  mûr  conserve  ce  haut  degré 
de  sensibilité  et  que  la  fécondation  lui  confère  une  résistance 
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nouvelle,  du  moins  pendant  une  phase  brève,  mais  nette,  est 
également  à  noter.  On  peut  y  voir  un  nouvel  indice  de  ce  que, 
comme  l’a  soutenu  Herlant,  la  seconde  cinèse  de  maturation 
doit  être  considérée,  au  point  de  vue  physiologique ,  comme  une 
mitose  inachevée. 

V.  —  Signification  des  faits  observés. 

Il  serait  prématuré  de  vouloir  tirer  de  ces  quelques  expé¬ 
riences  une  conclusion  générale.  Elles  confirment  simplement 
que  la  maturation  et  la  fécondation  s’accompagnent  de  modifi¬ 
cations  intrinsèques  des  complexes  ovulaires.  Le  comportement 
des  œufs  vis-à-vis  des  diverses  solutions  hypertoniques  et  des 
bases  fortes  permet  d’étendre  à  la  période  de  maturation  cette 
notion  d’un  cycle  physiologique  de  la  vie  cellulaire,  tel  que 
M.  Herlant  l’a  mis  en  évidence,  chez  l’œuf  activé  ou  fécondé. 

Nous  y  retrouvons  aussi  cette  courte  et  curieuse  phase  qui 
suit  immédiatement  l’acte  de  la  fécondation,  cette  «  transition  » 
entre  l’état  de  l’œuf  vierge  et  mûr  et  celui  de  l’œuf  activé. 
Herlant  avait  signalé  que  l’aspect  morphologique  de  la  plasmo¬ 
lyse  dans  l’œuf  fécondé  n’est  pas  exactement  le  même  que  dans 
l’œuf  vierge  et  mûr;  il  avait  noté  aussi  que,  durant  ces  quelques 
minutes  après  la  fécondation,  l’œuf  est  particulièrement  fragile 
vis-à-vis  de  l’eau  de  mer  diluée,  de  l’hydrate  de  chloral,  de  la 
digitaline.  Des  faits  comparables  s’observent  chez  l’Astérie  à  la 
suite  de  la  fécondation  :  plasmolyse  nettement  plus  énergique, 
accroissement  subit  et  momentané  de  la  résistance  des  œufs 
colorés  au  rouge  neutre  vis-à-vis  des  bases  fortes.  Ce  sont 
évidemment  autant  d’indices  des  remaniements  encore  mal 
définis  que  subissent,  à  ce  moment  initial  du  développement  les 
complexes  ovulaires. 

Les  modalités  de  la  plasmolyse  dans  les  diverses  solutions 
méritent,  à  mon  sens,  de  retenir  l’attention  à  divers  points  de 
vue  :  1°  Dans  la  «  solution- témoin  »,  le  degré  de  la  plasmolyse 
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varie  suivant  le  stade  de  la  vie  ovulaire  que  l’on  considère;  la 
plasmolyse  de  l’ovocyte  de  premier  ordre,  avant  le  flétrissement 
de  sa  vésicule  germinative,  se  caractérise  par  l’énergie  de  la 
déformation  qu’elle  provoque;  celle  de  l’œuf  vierge  et  mûr  est 
moins  marquée;  c’est  plutôt  un  ratatinement;  celle  de  l’œuf 
récemment  fécondé  est  plus  accentuée,  sans  atteindre  l’intensité 
de  la  plasmolyse  «  prématurative  ».  2°  Les  phases  de  plasmo¬ 
lyse  dans  la  «  solution-témoin  »  peuvent  être  plus  ou  moins 
étendues  suivant  les  pontes  que  l’on  étudie;  il  y  a  là  une  série 
d’oscillations  autour  de  la  succession  d’aspects  que  j’ai  consi¬ 
dérée  comme  typique.  3°  La  durée  des  phases  de  plasmolyse 
varie  pour  une  même  ponte  dans  des  expériences  parallèles 
suivant  le  degré  d’hypertonie  de  la  solution  d’épreuve  :  plus  la 
solution  d’épreuve  est  hypertonique,  plus  les  phases  de  plasmo¬ 
lyse  prédominent,  plus  nombreuses  sont  aussi  les  membranes 
d’activation.  4°  Les  phases  de  plasmolyse  varient  également  à 
hypertonie  égale;  suivant  la  composition  saline  de  la  solution 
d’épreuve,  KG  et  NaCl  restreignent  les  périodes  de  plasmolyse 
et  favorisent  l’apparition  de  membranes  d’activation;  MgG2  a 
un  effet  diamétralement  opposé. 

Dans  tout  cela,  le  phénomène  essentiel  est  le  changement  de 
signe  de  la  réaction  des  œufs  vis-à-vis  de  la  «  solution-témoin  », 
c’est-à-dire  le  passage  des  phases  de  plasmolyse  aux  phases  de 
non-déformation;  il  peut  légitimement  s’expliquer  par  une 
alternance  d’états  de  semi-perméabilité  et  de  perméabilité  de  la 
membrane  ovulaire  vis-à-vis  des  sels. 

C’est  l’interprétation  soutenue  par  Herlant;  elle  a  également 
pour  elle  ce  fait  qu’aux  phases  de  non-déformation  les  œufs 
sont  particulièrement  sensibles  à  certaines  solutions  d’épreuve, 
notamment  aux  solutions  salines  concentrées  et  aux  bases  fortes. 
L’altération  apportée  aux  rythmes  des  phases  successives  par  la 
prédominance  de  certains  électrolytes  (NaCl,  KG,  MgCl2,  CaCl2 
bases  fortes)  peut  à  la  rigueur  s’accorder  avec  cette  manière  de 
voir,  en  admettant  une  modification  de  la  couche  corticale  de 
l’œuf. 
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Mais  si  l’on  envisage  les  modalités  dans  l’énergie  de  la  plas- 
molyse  à  différents  stades  de  la  vie  cellulaire,  les  nuances  dans 
la  réaction  de  pontes  diverses  vis-à-vis  d’une  même  solution, 
l’extension  des  phases  de  plasmolyse  dans  des  solutions  plus 
fortement  hypertoniques,  on  se  trouve  devant  un  ensemble  de 
données  d’une  signification  particulière;  elles  paraissent  indi¬ 
quer  qu’il  se  passe  quelque  chose  de  plus  que  de  simples 
changements  de  perméabilité  de  la  couche  corticale  vis-à-vis  de 
certains  électrolytes. 

Tout  cela  suggère  l’idée  d’un  facteur  intrinsèque  capable  de 
contre-balancer  dans  une  mesure  variable  la  pression  osmotique 
des  solutions  d’épreuve.  Pour  rendre  compte  des  phénomènes 
observés,  ce  facteur  devrait  passer  par  des  phases  de  dépression 
correspondant  grosso  modo  aux  phases  de  plasmolyse,  c’est- 
à-dire  de  «  repos  »  cellulaire;  sa  valeur  s’élèverait,  au  contraire, 
aux  périodes  de  non-déformation,  cinèses  ou  aster  spermatique; 
cette  valeur  serait  aussi  susceptible  de  varier,  dans  l’un  ou 
l’autre  sens,  sous  l’influence  de  certains  électrolytes;  ce  facteur 
pourrait  enfin  différer  quantitativement  suivant  les  pontes 
étudiées,  en  raison  sans  doute  de  l’état  plus  ou  moins  parfait  de 
la  maturité  sexuelle  chez  les  divers  animaux. 

Or,  une  série  de  recherches  récentes  concordent  elles  aussi 
à  mettre  en  lumière  des  changements  périodiques  concernant 
certaines  propriétés  intrinsèques  des  complexes  ovulaires.  Les 
travaux  de  Conklin  (*)  et  de  Heilbrunn  (**),  basés  sur  la  centri¬ 
fugation,  décèlent  que  la  viscosité  du  cytoplasme  s’accroît  au 
cours  des  cinèses.  Les  microdissections  de  R.  Chambers  (***)  ont 
révélé  à  cette  même  phase  de  la  vie  cellulaire  un  état  de  gel  de 
certains  constituants  du  cytoplasme.  Les  investigations  de 
M.  Herlant  nous  ont  renseigné,  dans  une  large  mesure,  sur 


(*)  Journal  of  Experimental  Zoology,  vol.  22,  n°  2,  1917. 

(**)  Anatomical  Record ,  vol.  11,  1917. 

(***)  Journal  of  Experimental  Zoology ,  vol.  23,  n°  3,  1917. 
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l’état  physiologique  de  l’œuf  à  ce  même  stade  encore  :  absence 
de  déformation  dans  certaines  solutions  salines  hypertoniques, 
sensibilité  accrue  vis-à-vis  d’éléments  toxiques,  tels  que  cer¬ 
tains  sels,  les  bases  fortes,  l’eau  de  mer  diluée;  et  il  semble 
que  nous  puissions,  au  moins  jusqu’à  un  certain  point,  étendre 
ces  idées  à  la  période  de  maturation.  Enfin,  Vlès  et  Dragoiu  (*) 
viennent  de  démontrer,  par  d’ingénieuses  expériences,  que 
l’œuf  d’Oursin  en  voie  de  segmentation  est  dans  un  état  passager 
d’hypertension  osmotique;  au  moment  du  dyaster,  sa  pression 
osmotique  interne  dépasse  celle  de  l’eau  de  mer  d’une  moyenne 
de  11  atmosphères,  chiffre  donné  en  première  approximation. 

L’esprit  ne  peut  s’empêcher  de  tenter  un  rapprochement 
entre  ces  données,  d’autant  plus  frappantes  qu’elles  sont  issues 
de  recherches  indépendantes.  Elles  concourent  à  nous  indiquer 
qu’au  moment  de  sa  division  la  cellule-œuf  se  trouve  dans  un 
état  physiologique  très  spécial,  caractérisé  par  la  résolution  du 
noyau  en  chromosomes,  la  haute  viscosité  du  cytoplasme, 
la  prise  en  gel  de  certains  de  ses  constituants,  la  sensibilité  des 
complexes  ovulaires  vis-à-vis  de  certains  agents  toxiques,  enfin 
l’élévation  de  la  pression  osmotique  interne.  Il  n’est  pas 
impossible  que  parmi  tous  ces  phénomènes  les  variations 
intrinsèques  de  la  pression  osmotique  des  complexes  ovulaires 
jouent  un  rôle  prépondérant. 

(Institut  d’anatomie  Raoul  Warocqué,  laboratoire  d’embryologie). 


(*)  Archives  de  Biologie ,  t.  XXXI,  1921,  pp.  454  et  suiv. 
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Embryologie.  —  De  la  musculature  interne  de  l’œil 
de  quelques  reptiles. 

(Note  préliminaire ), 

par  Georges  LEPLAT,  Assistantd’embryologie  à  l’Université  de  Liège  (*). 

Les  descriptions  de  la  musculature  ciliaire  des  reptiles  sont 
peu  nombreuses  et  il  est  étonnant  de  constater  les  contradictions 
qu’elles  renferment.  Il  est  ordinaire  de  la  voir  décrite,  en 
résumé,  comme  analogue  à  celle  des  oiseaux,  qui,  elle  aussi,  est 
formée  de  fibres  musculaires  striées.  La  disposition  en  varie 
suivant  l’ordre  de  reptiles  envisagé,  mais,  sur  ces  variations, 
les  auteurs  sont  peu  d’accord. 

Il  est  à  remarquer  que  ces  recherches  morphologiques  ont  été 
si  incomplètes,  si  superficielles,  que  ce  sont  des  expériences 
physiologiques  qui  ont  attiré  l’attention  de  Hess  sur  l’impor¬ 
tant  muscle  transverse  que  ce  physiologiste  a  cherché  et  a  été 
le  premier  à  décrire,  en  1912.  Ce  muscle,  de  volume  notable, 
s’étend  de  la  sclérotique  à  la  rétine  ciliaire,  où  il  s’insère, 
à  l’extrémité  inférieure  du  diamètre  vertical  de  l’œil.  Hess  l’a 
vu,  décrit  et  figuré  chez  la  tortue;  il  l’a  retrouvé  chez  le  lézard 
vert,  chez  le  Scheltopusik  et  Agama  inermis. 

L’étude  du  développement  de  la  musculature  ciliaire  n’a,  à 
ma  connaissance,  jamais  été  faite. 

Les  quatre  ordres  de  reptiles  présentent  un  muscle  ciliaire 
de  valeur  et  de  dispositions  très  différentes  : 

1°  Les  sauriens  ont  un  mucle  ciliaire  bien  développé.  Muller 
et  Beer  l’ont  décrit,  chez  Lacerta ,  subdivisé  en  trois  parties, 
comme  celui  des  oiseaux.  Kopsch  y  a  vu,  en  plus,  des  fibres 
circulaires.  Mercanti  n’a  trouvé  qu’un  seul  muscle  à  direction 
longitudinale. 


(l)  Présenté  par  M.  Julin. 
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J'ai  étudié  des  coupes  fines  et  sériées  de  Lacerta  vivipara ,  de 
Lacerta  muralis ,  d’.A  ngruis  fragilis ,  parallèles  les  unes  au  plan 
équatorial,  les  autres  à  l’axe  oculaire;  j'ai  pu  constater  ce 
qui  suit  : 

Le  muscle  ciliaire,  bien  développé,  est  constitué  par  les 
faisceaux  tenseurs  de  la  choroïde  et  le  muscle  transverse. 
Celui-ci  part  de  la  rétine  ciliaire,  du  point  exactement  médian 
et  inférieur,  où  elle  est  accolée  au  cristallin,  et  gagne  la  scléro¬ 
tique  obliquement,  dans  la  direction  nasale.  Son  trajet,  assez 
court,  correspond  au  sixième  environ  de  la  circonférence  ciliaire. 
L’insertion  rétinienne  du  muscle  transverse  est  intéressante  : 
elle  se  fait  au  niveau  du  reliquat  de  la  fente  rétinienne  embryon¬ 
naire.  Chez  les  sauriens  il  n’existe  pas  de  procès  ciliaires;  sur 
le  diamètre  vertical  de  l’anneau  ciliaire,  sous  la  pupille,  le  corps 
ciliaire  présente  une  saillie;  son  épithélium  arrive  au  contact  du 
cristallin  et  recèle  l’hiatus,  plus  ou  moins  large,  que  traverse 
l’extrémité  du  muscle. 

Ce  reste  de  la  fente  rétinienne  varie  en  largeur  avec  les 
individus  et  avec  les  espèces;  il  peut  même  devenir  virtuel  par 
Laccolement  des  deux  lèvres  qui  se  superposent  parfois,  ne 
laissant  entre  elles  qu’une  fente  oblique,  assez  longue.  Par 
cette  fente,  les  fibres  musculaires  centrales  se  continuent  en 
quelques  fibres  anhistes,  semblables  à  de  fortes  fibres  zonulaires. 
Celles-ci  gagnent  obliquement  la  surface  du  cristallin  à  travers 
la  chambre  postérieure,  du  côté  temporal  de  la  fente  rétinienne. 
Les  fibres  de  la  périphérie  du  faisceau  musculaire  semblent 
se  terminer  entre  les  cellules  des  feuillets  épithéliaux. 

Le  muscle  tenseur  de  la  choroïde  peut,  à  mon  avis,  être 
subdivisé  en  deux  faisceaux  chez  les  lézards,  en  trois  chez  le 
seps.  L’un,  constant,  correspond  au  muscle  de  Brücke  des 
Oiseaux;  faisceau  court,  périphérique,  partant  de  la  sclérotique 
au  niveau  de  la  partie  externe  de  l’anneau  osseux,  il  aboutit  à  la 
choroïde.  L’autre,  plus  long,  moins  périphérique,  s’insère 
à  la  sclérotique  et  au  tissu  conjonctif  du  corps  ciliaire,  depuis 
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ses  parties  les  plus  centrales,  proches  du  ligament  pectiné,  et  se 
termine  au  même  tendon  choroïdien  que  le  muscle  de  Brücke. 
Il  est  donc  analogue  au  muscle  de  Müller  des  Oiseaux.  Chez  le 
seps,  il  y  a,  de  plus,  des  fibres  qui,  s’insérant  à  la  sclérotique, 
en  dedans  des  fibres  du  muscle  de  Müller,  se  dirigent  vers  l’axe 
de  l’œil  pour  aboutir  au  tissu  conjonctif  qui  limite  en  arrière 
le  canal  de  Schlemm  et  sert  en  même  temps  d’insertion  aux 
fibres  du  ligament  pectiné.  C’est  là  une  disposition  qui  rappelle 
celle  que  j’ai  précisée,  chez  les  oiseaux,  pour  le  muscle  de 
Crampton. 

Chez  le  lézard,  des  fibres  à  direction  oblique  par  rapport  aux 
méridiens  peuvent  simuler  un  muscle  de  Crampton  sur  certaines 
coupes. 

Les  coupes  faites  dans  le  plan  équatorial  de  l’œil  m’ont 


P*"1* 


Fig.  1.  —  Œil  de  Seps  clialcidica.  Coupe  parallèle  au  plan  équatorial.  Schéma. 

P.  N.  Pôle  nasal.  —  P.  /.  Pôle  inférieur.  —  P.  T.  Pôle  temporal.  —  C.  Cristallin. 

—  R.  C.  Rétine  ciliaire.  —  Sc.  Sclérotique. 

montré  une  disposition  des  fibres  de  ces  muscles  que  je  n’ai 
trouvée  décrite  par  aucun  auteur.  Les  fibres  du  muscle  dit 
tenseur  de  la  choroïde,  envisagé  dans  son  ensemble,  n’ont  pas 
toutes  une  direction  méridionale.  Chez  les  lézards,  comme  chez 
le  seps,  si  les  fibres  des  segments  inférieur  et  nasal  sont  dispo¬ 
sées  radiairement,  il  n’en  est  plus  de  même  dans  les  autres 
segments.  Chez  Seps,  les  fibres  du  muscle  de  Müller  supéro- 
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temporales  sont  obliques,  leur  extrémité  centrale  étant  dirigée 
vers  le  pôle  temporal;  les  fibres  temporales  sont  presque  circu¬ 
laires  et  doublées  en  arrière  et  à  la  périphérie  par  les  fibres 
du  muscle  de  Brücke,  qui  sont,  elles,  méridionales  sur  tout  le 
pourtour  de  l’œil.  Cette  disposition  semble  équilibrer  la  traction 
en  direction  nasale  exercée  par  le  muscle  transverse  lors  de 
l’excitation  accommodatrice.  C’est  ce  qui  explique  que  le 
cristallin  n’est  pas  à  ce  moment  tiré  vers  le  pôle  nasal,  comme 
l’a  remarqué  Hess.  (fig.  1). 

Chez  les  lézards,  nous  trouvons  la  même  disposition,  radiaire 
dans  les  segments  inférieur  et  nasal,  circulaire  dans  le  segment 
temporal;  Dans  le  segment  supérieur,  les  fibres  sont  obliques, 
convergent  légèrement,  de  part  et  d’autre,  vers  le  méridien 
vertical  (fig.  2). 


Fig.  2.  —  Œil  de  Lacerta  muralis.  Coupe  parallèle  au  plan  équatorial.  Schéma. 

2°  Les  chéloniens  ont  été  étudiés  successivement  par  Hoffman, 
qui  n’y  a  vu  que  des  fibres  radiaires;  par  Mercanti,  qui  décrit  des 
fibres  méridiennes  et  un  muscle  circulaire  chez  Chetonia  et 
Cestudo,  alors  que  chez  Testudo  il  ne  trouve  pas  de  fibres  circu¬ 
laires.  Kopsch  voit  des  fibres  dans  les  deux  directions  et  Beer 
ne  figure  que  des  fibres  méridionales.  Enfin  Hess  a  fort  bien 
étudié  le  muscle  transverse,  qu’il  a  été  le  premier  à  décrire.  Il 
signale  aussi  le  muscle  tenseur  de  la  choroïde  à  fibres  méri¬ 
dionales. 

Ce  muscle  longe  l’anneau  sclérotical  osseux  ;  ses  fibres 
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s'insèrent  à  la  périphérie  des  lames  les  plus  postérieures  de  la 
cornée,  d’une  part,  et  à  la  choroïde,  d’autre  part.  Elles  sont 
exactement  radiai  res  sur  tout  le  pourtour  du  globe. 

Chez  Emys  caspicci,  le  muscle  transverse  est  particulièrement 
développé,  Sa  longueur  atteint  1/5  à  1/4  de  la  circonférence 
ciliaire;  son  insertion  périphérique  s’aplatit  à  angle  très  aigu 
contre  la  sclérotique.  Son  insertion  rétinienne  se  fait  dans  une 
véritable  gaine  épithéliale,  car  le  feuillet  antérieur,  pigmenté,  se’ 
réfléchit  assez  loin  sur  l’extrémité  des  fibres,  laissant  un  hiatus 
relativement  large  (fig.3).  Les  fibres  musculaires  s’y  continuent 


Fig.  3.  —  Œil  de  Emys  caspica.  Coupe  parallèle  au  plan  équatorial  et  montrart 
le  muscle  transverse. 

en  fibrilles  anhistes,  dont  un  grand  nombre  gagnent  la  surface 
cristallinienne.  Les  tortues  ont  des  procès  ciliaires  dont  quel¬ 
ques-uns,  dans  le  segment  inférieur,  sont  accolés  et  soudés  à  la 
lentille. 

La  présence  et  la  disposition  du  muscle  transverse  expliquent 
les  divergences  relevées  dans  les  descriptions  des  divers  auteurs. 
Selon  que  la  coupe  examinée  était  faite  suivant  le  méridien 
vertical  ou  horizontal,  elle  intéressait  ou  non  le  muscle  trans¬ 
verse  à  fibres  circulaires  à  côté  des  faisceaux  radiaires.  Les 
coupes  faites  dans  des  plans  parallèles  à  l’équateur  oculaire  sont 
aisément  démonstratives. 
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3°  Les  ophidiens  ne  m’ont  montré  que  les  fibres  circulaires 
que  Beer  et  Mercanti  ont  décrites  dans  la  région  ciliaire.  Elles 
continuent  périphériquement  la  masse  de  la  musculature  sphinc¬ 
térienne  de  l’iris.  Je  n’ai  pu  trouver  ni  fibres  à  direction 
méridienne  ni  muscle  transverse. 

4°  Des  crocodiliens  je  ne  puis  que  répéter  la  description  de 
Mercanti,  qui  a  vu  chez  Alligator  un  muscle  ciliaire  à  fibres 
râdiaires  réparties  en  trois  faisceaux  correspondant  aux  trois 
muscles  des  oiseaux.  Cet  auteur  signale  des  fibres  circulaires; 
il  s’agit  vraisemblablement  du  muscle  transverse. 

Le  sphincter  irien  a  été  décrit  maintes  fois.  Il  est  particulière¬ 
ment  développé  chez  les  ophidiens,  où  le  muscle  ciliaire  est 
réduit  à  quelques  fibres  circulaires.  Les  tortues  ont  une  muscu¬ 
lature  irienne  moins  importante,  de  même  que  les  lézards. 
Quant  au  Seps,  dont  le  muscle  ciliaire  est  bien  développé,  il 
montre  un  sphincter  irien  de  faible  épaisseur  et  s’étendant 
moins  vers  la  région  ciliaire  que  dans  les  espèces  précitées. 
Il  semble  y  avoir  chez  les  reptiles  cette  compensation  relative 
des  musculatures  irienne  et  ciliaire  sur  laquelle  j’ai  insisté  pour 
les  oiseaux. 

Les  libres  striées  de  l’iris  sont  circulaires,  formant  chez 
Lacerta  un  réseau  à  mailles  allongées.  J’ai  cherché  à  la  péri¬ 
phérie  de  l'iris  des  fibres  à  direction  radiaire,  comme  il  en  existe 
chez  beaucoup  d’oiseaux.  Elles  existent,  assez  nombreuses, 
chez  la  vipère,  chez  Tropidonotus ,  chez  les  ophidiens  en  général, 
mais  je  n’en  ai  relevé  ni  chez  les  chéloniens  ni  chez  les  sauriens. 

Je  ne  possède  aucune  donnée  sur  le  muscle  dilatateur  de  la 
pupille.  A  ma  connaissance,  il  n’a  fait,  jusqu’ici,  chez  les 
Reptiles,  l’objet  d’aucune  recherche. 

En  résumé,  les  musculatures  irienne  et  ciliaire  des  Reptiles 
ressemblent  fort  à  celles  des  Oiseaux.  Retenons  cependant  que, 
chez  ces  derniers,  les  libres  du  muscle  tenseur  de  la  choroïde 
ont  toutes  une  direction  méridienne,  tandis  que  chez  les  Chélo¬ 
niens,  les  Sauriens  et  peut-être  les  Crocodiliens,  les  fibres  du 
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muscle  de  Müller  ont  une  disposition  spéciale;  elle  semble 
répondre  à  la  présence  du  muscle  transverse,  particulier  à  ces 
ordres  de  Reptiles,  et  en  équilibrer  la  traction  oblique.  L’aspect 
seul  de  ce  muscle  transverse  impose  la  pensée  d’une  analogie 
entre  lui  et  le  muscle  protractor  lentis  des  Urodèles.  Hess  indi¬ 
quait  le  lien  phylogénétique  qui  pouvait  les  rattacher  entre  eux, 
d’une  part,  et  avec  le  muscle  oblique  connu  chez  les  Téléos- 
téens,  d’autre  part.  Tretjakoff  avait  déjà  rapproché  le  muscle 
protractor  lentis  des  Amphibiens  du  muscle  retractor  lentis  des 
Poissons.  Franz  fait  à  ce  sujet  quelques  réserves,  surtout  en 
raison  de  l’origine  ectodermique  du  muscle  lenticulaire  des 
Poissons. 

L’étude  du  développement  de  ce  muscle  chez  les  Reptiles 
fournira  peut-être  des  éléments  de  discussion. 
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Embryologie.  —  Sur  le  développement  de  la  musculature 
interne  de  Fceil  des  reptiles. 

(Note  préliminaire ), 

par  Georges  LEPLAT,  assistant  d’embryologie  à  l’Université  de  Liège  (d). 

L’exposé  de  cette  évolution  peut  se  faire  assez  brièvement,  le 
muscle  tenseur  de  la  choroïde  et  le  sphincter  irien  se  dévelop¬ 
pant  chez  les  reptiles,  à  peu  de  différence,  près,  comme  chez 
les  oiseaux.  Seul  le  muscle  transverse,  spécial  à  la  classe  qui 
nous  occupe,  nous  arrêtera  plus  longuement.  Ayant  à  notre 
disposition  une  série  très  complète  d’embryons  de  Lacerta 
muraiis ,  de  Lacerta  vivipara  et  d 'Anguis  fragilis ,  c’est  citez  ces 
sauriens  que  nous  avons  principalement  suivi  la  genèse  des 
muscles  intraoculaires. 

La  première  ébauche  du  muscle  transverse  apparaît  au  voisi¬ 
nage  de  la  fente  optique  embryonnaire,  fl  convient  de  rappeler 
que,  chez  les  reptiles,  la  fente  rétinienne  loge  un  vaisseau  ;  puis, 
quand  elle  se  ferme,  le  vaisseau,  comme  l’a  décrit  Kessler,  tra¬ 
verse  le  corps  vitré  depuis  son  entrée  sous  le  nerf  optique 
jusqu’à  sa  sortie  à  la  région  ciliaire,  au  niveau  du  reste  antérieur 
de  la  fente.  Là  il  se  jette  dans  les  veines  choroïdiennes.  Puis 
l’hiatus  ciliaire  s’oblitère  et  le  vaisseau  s’atrophie. 

Ajoutons  que,  chez  un  embryon  de  lézard  de  38-40  somites, 
alors  que  la  fente  optique  est  encore  ouverte,  le  mésenchyme 
périoculaire  montre  une  condensation  particulière  de  ses  cellules 
au  niveau  du  point  de  sortie  du  vaisseau,  vers  le  bord  de  la 
cupule  optique.  C’est  là  la  première  ébauche  du  muscle  trans¬ 
verse.  La  fente  se  ferme  d’arrière  en  avant,  réduisant  progressi¬ 
vement  sa  portion  antérieure,  en  même  temps  que  la  cupule 
optique  s’accroît  par  son  bord,  mais  de  façon  continue,  c’est- 
à-dire  sans  interruption  inférieure;  il  en  résulte  que  le  reste 
antérieur  de  la  fente,  bien  délimité,  n’atteint  plus  le  bord  de  la 
vésicule  oculaire. 


P)  Présenté  par  M.  Julin. 
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Le  vaisseau  hyaloïdien  traverse  la  rétine  et  se  jette  clans  les 
larges  capillaires  qui  parcourent  le  mésoderme  périoculaire, 
prolongeant  le  réseau  choroïdien  en  formation.  Ce  mésoderme 
est  plus  épais  et  les  cellules  y  sont  plus  nombreuses  au  pôle 
inférieur  de  la  pupille,  près  de  la  fente  optique,  qu’en  haut  ou 
sur  les  côtés.  Les  cellules  mésenchymatiques  sont  pressées  les 
unes  contre  les  autres  et  contre  le  feuillet  épithélial,  mais  en 
restent  toujours  distinctes.  Il  s’y  mêle  des  cellules  mésoder¬ 
miques  qui  accompagnent  le  vaisseau  hyaloïdien.  Au  stade  où 
l’embryon  est  long  de  7-7  ±/2  millimètres,  les  mitoses  y  sont 
nombreuses.  Chez  l’embryon  long  de  8  millimètres,  l’iris 
s’ébauche,  le  corps  ciliaire  se  différencie,  l’ora  serrata  délimite 
la  région  ciliaire.  Des  reconstitutions  montrent  que  la  fente 
optique  occupe  encore  à  peu  près  toute  la  largeur  de  l’anneau 
ciliaire;  toutefois  elle  est  étroite,  et  sa  direction  n’est  plus  exac¬ 
tement  méridienne,  mais  plutôt  oblique,  son  extrémité  pupil¬ 
laire  étant  dirigée  vers  le  pôle  temporal.  Le  vaisseau  la  traverse 
d’abord  en  son  milieu,  gagne  progressivement  la  portion  péri¬ 
phérique  jusqu’au  moment  où,  en  même  temps,  celle-ci  se  ferme 
et  le  vaisseau  hyaloïdien  s’atrophie,  d’avant  en  arrière.  De  la 
fente  optique  seule  la  partie  antérieure  persiste,  étroite  et 
oblique  ;  ce  reliquat  se  retrouve  chez  l’adulte  et  est  définitif. 

Cependant  l’amas  mésodermique,  ébauche  du  muscle  trans¬ 
verse,  se  délimite  mieux,  s’allonge  vers  la  sclérotique,  nasale- 
ment;  son  extrémité  rétinienne  touche  le  feuillet  épithélial 
externe  au  niveau  de  la  lèvre  nasale  de  ce  qui  reste  de  la  fente 
optique,  à  sa  partie  axiale  ou  pupillaire.  Les  cellules  mésenchy¬ 
matiques  qui  le  constituent  se  sont  allongées,  leurs  noyaux  se 
sont  divisés;  elles  ont  pris  les  caractères  de  myoblastes;  des 
myofibrilles  s’y  sont  différenciées  dès  le  stade  où  l’embryon  a 
une  longueur  de  8  à  9  millimètres. 

Dès  lors,  il  est  remarquable  de  voir  combien  est  intime  l’union 
de  ces  myoblastes  avec  les  cellules  épithéliales  pigmentées  du 
feuillet  rétinien.  La  délimitation  n’en  est  guère  possible.  Parfois 
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même  de  rares  grains  de  pigment  se  retrouvent  dans  l’extrémité 
des  cellules  musculaires,  si  bien  que  la  participation  de  l’épithé¬ 
lium  à  la  constitution  de  l’ébauche  musculaire  paraît  possible. 
Un  examen  très  attentif  des  stades  antérieurs  écarte  cependant 
cette  hypothèse.  Ce  rapport  intime  s’établit  après  la  formation 
des  mvoti brilles. 

Rappelons  que  le  muscle  lenticulaire  des  poissons  est  certai¬ 
nement  d’origine  ectodermique  (Franz),  mais  que  les  muscles 
protractor  Ientis  des  amphibiens  seraient  d’origine  mésoder¬ 
mique  (Tretjakoff).  Ces  deux  auteurs  ont  exprimé  la  possibilité 


Fig.  1.  —  Embryon  de  Lacerta  muralis  peu  avant  l’éclosion.  Œil. 

Coupe  de  la  région  ciliaire. 

d’un  lien  phylogénétique  entre  ces  deux  muscles  ;  Hess  y  rattache 
aussi  le  muscle  transverse  des  reptiles.  L’analogie  de  ce  dernier 
et  du  muscle  protractor  Ientis  ventralis  des  amphibiens  me 
paraît  appuyée  non  seulement  par  leur  disposition,  observée 
par  Hess,  mais  aussi  par  leur  origine,  que  je  viens  d’exposer. 
Avec  Franz,  je  ferai  des  réserves,  pour  les  mêmes  raisons  que 
lui,  à  l’analogie  possible  des  muscles  précités  et  du  muscle 
lenticulaire  des  poissons. 

Le  reste  de  l’évolution  du  muscle  transverse  n’offre  guère 
d’intérêt.  L’insertion  rétinienne  est  facile  à  analyser  chez  le 
Lézard,  à  la  fin  de  la  période  embryonnaire,  parce  que  l’épithé¬ 
lium  est  moins  dense  que  chez  l’adulte.  Une  coupe  exactement 
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parallèle  à  l’axe  du  muscle  montre  les  myofibrilles  se  continuant 
chacune  en  une  fibre  anhiste.  Celles-ci  traversent  l’étroit  hiatus 
épithélial,  entre  les  cellules  de  la  rétine  ciliaire  qui  le  bordent, 
et  gagnent  la  surface  du  cristallin  en  traversant  le  corps  vitré 
antérieur  ou  zonulaire  (fig.  1). 

Le  muscle  ciliaire  se  différencie,  in  situ ,  aux  dépens  des  cel¬ 
lules  mésenchymatiques  du  corps  ciliaire.  L’ébauche  de  celui-ci, 
nette  chez  un  embryon  long  de  8  millimètres,  se  subdivise  en 
deux  zones,  une  antérieure,  de  cellules  allongées,  assez  dense, 
accolée  à  l’ébauche  de  la  sclérotique,  et  une  postérieure  et 
axiale,  lâche  et  vascularisée,  voisine  de  la  rétine  ciliaire.  De  la 
première  dérive  le  muscle  ciliaire;  aux  dépens  de  la  seconde  se 
forment  le  corps  ciliaire  conjonctivo-vasculaire  en  dehors,  le 
ligament  pectiné  et  la  base  de  l’iris  en  dedans. 

L’évolution  du  muscle  ciliaire  est  en  tous  points  analogue  à 
celle  que  j’ai  décrite,  après  Gabriélides,  chez  l’embryon  du 
Poulet,  entre  le  huitième  et  le  douzième  jour  de  l’incubation. 
Ici,  comme  chez  les  Oiseaux,  la  rétine  ciliaire  ne  participe  en 
rien  à  la  formation  du  muscle  qui  est  d’origine  purement  méso¬ 
dermique.  Les  myoblastes  sont  des  cellules  mésenchymatiques 
évoluées.  J’insiste  sur  ce  fait,  parce  que  l’origine  mésodermique 
du  muscle  ciliaire  des  Vertébrés  supérieurs  ne  semble  pas  encore 
acceptée  malgré  les  faits  apportés  par  les  études  de  Gabrielides, 
Herzog  et  moi  même  contre  l’hypothèse  toute  théorique  de 
Nussbaum. 

Chez  les  Oiseaux,  le  muscle  se  développe  également  sur  tout 
le  pourtour  de  l’œil;  chez  les  Sauriens,  l’ébauche  apparaît  en 
premier  lieu  au  pôle  inférieur  et  y  reste  plus  épaisse  jusqu’à  des 
stades  avancés. 

Le  sphincter  de  la  pupille  dérive  ici,  comme  chez  tous  les  Verté¬ 
brés,  de  l’épithélium  rétinien  et  surtout  de  son  feuillet  postérieur. 

La  première  ébauche  apparaît  souvent  au  pôle  supérieur  de 
l’œil,  chez  l’embryon  de  9  millimètres  environ,  chez  Lacerta 
comme  chez  Anguis.  Quand  l’embryon  a  11  millimètres  de  long, 
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le  sphincter  couvre  déjà  toute  la  largeur  de  l’ébauche  irienne. 
Bientôt,  l’ébauche,  devenue  annulaire,  est  uniformément  déve¬ 
loppée  dans  tous  les  segments  iriens.  Les  myoblastes  pigmentés 
y  sont  relativement  nombreux;  mais  au  moment  où  le  feuillet 
postérieur  se  renverse  en  avant,  pour  former  l’ébauche  sphinc¬ 
térienne,  ses  cellules  sont  déjà  pigmentées.  Il  semble  aussi  que 
chez  les  Sauriens  comme  chez  les  Oiseaux,  le  feuillet  antérieur 
de  la  rétine  irienne  participe  à  la  constitution  du  muscle  sphinc¬ 
térien.  Rappelons  que  le  sphincter  pupillaire  des  Mammifères 
dérive  du  feuillet  postérieur  seul;  chez  les  Oiseaux,  de  quelques 
bourgeons  du  feuillet  antérieur  se  détachent  des  cellules  qui 
évoluent  en  myoblastes.  D’autre  part,  chez  les  Téléostéens,  le 
feuillet  antérieur  seul  donne  naissance  au  muscle  circulaire 
(Grynfeltt).  Chez  les  Amphibiens,  le  muscle  est  manifestement 
en  rapport  direct  avec  la  couche  postérieure  de  la  rétine,  mais 
il  m’a  paru  que,  pendant  l’évolution  larvaire,  de  nombreuses 
cellules  quittaient  la  couche  antérieure.  Ni  Herzog,  ni  Tretjakoff 
ne  se  sont  occupés  de  leur  rôle. 

En  résumé,  nous  pouvons  dire  que  chez  les  Reptiles,  le 
muscle  ciliaire  se  forme,  in  situ ,  aux  dépens  du  mésenchyme 
périoculaire,  comme  chez  tous  les  Vertébrés.  Le  muscle  trans¬ 
verse  a  la  même  origine  mésodermique.  Le  sphincter  de  la 
pupille,  ici  comme  dans  toutes  les  classes  de  Vertébrés,  est 
d’origine  ectodermique  et  dérive  de  la  rétine. 
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M.  A.  Lameere,  vice-directeur. 

Sont  présents  :  MM.  Léon  Fredericq,  A.  Gravis,  Ch. -J.  de 
la  Yallée  Poussin,  Max  Lohest,  F.  Swarts,  J.  Massart, 
A.  Demoulin,  A.  Rutot,  P.  Stroobant,  Ch.  Julin,  E.  Marchai, 
J.Bordet,  Edm.  van  Aubel,  membres  ;  G. -A.  Boulenger,  associé; 
Th.  De  Donder,  Y.  Grégoire,  correspondants,  et  le  Secrétaire 
perpétuel. 

Absences  motivées  :  MM.  G.  Cesàro,  directeur;  A.  de  Hemp- 
tinne,  Y.  Willem,  G.  Lecointe,  membres;  A.  Brachet  et 
O.  Dony,  correspondants. 

CORRESPONDANCE. 

M.  Léon  Fredericq  remercie  la  Classe  de  sa  participation  à  la 
manifestation  organisée  en  son  honneur  et  de  l’adresse  qui  lui 
a  été  remise  à  cette  occasion. 

M.  le  Ministre  des  Sciences  et  des  Arts  fait  parvenir  une  copie 
des  arrêtés  royaux  attribuant  respectivement  à  MM.  P.  Stroobant 
et  F.  Swarts  les  Prix  décennaux  de  mathématiques  appliquées 
et  le  Prix  décennal  de  physique  et  de  chimie  expérimentales. 

S.  Exc.  l’Ambassadeur  des  Etats-Unis,  MM.  le  Premier 
Ministre,  les  Ministres  des  Sciences  et  des  Arts,  des  Affaires 
Etrangères,  de  la  Défense  Nationale,  des  Finances,  des  Colonies, 
remercient  l’Académie  de  les  avoir  invités  à  la  séance  publique 
de  la  Classe  des  sciences. 
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La  Commission  pour  la  publication  des  œuvres  de  Yolta 
demande  si  l’Académie  ne  possède  pas,  dans  ses  archives,  des 
lettres  de  Yolta  adressées  à  certains  de  ses  membres. 

L’Institut  général  et  technique  de  Valencia  sollicite  l’échange 
de  publications  avec  les  «  travaux  »  de  son  laboratoire  d’hydro¬ 
biologie  espagnole.  —  Il  sera  demandé- un  spécimen  de  ces 
ce  travaux  ». 

M.  Antoine  Abi  Haydar  annonce  l’invention  d’une  nouvelle 
pile  économique  empruntant  à  l’air  atmosphérique  l’oxygène 
dépolarisant. 


RAPPORTS. 

Prix  Grluge. 

Septième  période  :  1943-1914,  prorogée  au  31  décembre  1920. 

Le  jury  n’a  eu  à  examiner  qu’un  envoi,  celui  du  Dr  André 
Gratia,  comprenant  une  série  de  travaux  sur  la  coagulation  du 
sang.  Nous  n’analyserons  pas  ces  travaux,  qui  ont  fait  l’objet 
d’un  rapport  récent  à  la  Société  belge  de  Riologie.  Nous  nous 
rallions  aux  conclusions  de  ce  rapport  ;  l’auteur  a  fait  preuve 
d’une  ingéniosité  expérimentale  des  plus  remarquable  ainsi 
que  d’une  rigueur  scientifique  indiscutable.  Nous  proposons  à 
l’ unanimité  de  lui  décerner  le  prix  Gluge. 

Léon  Fredericq, 

P.  Nolf, 

J.  Rordet. 

Conformément  à  la  proposition  du  jury,  la  Classe  attribue  le 
Prix  à  M.  André  Gratia,  pour  ses  travaux  relatifs  à  la  coagu¬ 
lation  du  sang. 
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La  formule  d’Airy  et  ses  applications ,  par  F.  Keelhoff, 
professeur  à  l’Université  de  Gand. 

Rapport  de  M.  A.  Demoulin,  premier  commissaire. 

Tous  ceux  qui  se  sont  occupés  d’horlogerie  théorique  savent 
combien  est  pénible,  par  les  méthodes  actuelles,  l’étude  des 
perturbations  causées  au  mouvement  des  balanciers  ou  des 
pendules  par  des  forces  extérieures.  Il  existe  cependant,  pour 
résoudre  cette  question  dans  le  cas  d’un  pendule  à  oscillations, 
une  méthode  simple  et  rapide  fondée  sur  une  formule  que 
l’astronome  anglais  Airy  a  publiée,  en  1827,  dans  les  Cambridge 
Transactions .  Cette  formule  donne,  sous  forme  d’intégrale 
définie,  la  variation  de  la  durée  d’une  oscillation  quelconque 
sous  l’action  d’une  perturbation  agissant  sur  tout  ou  partie  de 
celle-ci.  La  démonstration  d’Airy  est  longue,  compliquée  et 
présente  l’inconvénient  de  ne  pas  donner  une  idée  du  degré 
d’approximation. 

Dans  le  mémoire  qui  nous  est  soumis,  M.  Keelhoff  établit  la 
formule  d’Airy  par  une  méthode  beaucoup  plus  rapide;  son 
analyse  lui  fournit,  en  outre,  une  formule  nouvelle,  très  utile 
dans  l’étude  de  certains  échappements.  M.  Keelhoff  établit  aussi 
des  formules  analogues  à  celle  d’Airy,  relatives  au  balancier 
circulaire  et  au  pendule  de  torsion. 

Les  applications  de  ces  différentes  formules  sont  fort  nom¬ 
breuses,  et  M.  Keelhoff  en  fait  une  étude  approfondie.  Son 
travail  est  une  importante  contribution  à  l’horlogerie  théo¬ 
rique;  aussi  ai-je  l’honneur  d’en  proposer  l’impression  dans  les 
Mémoires  in-8°. 

M.  Stroobant,  second  commissaire,  se  rallie  à  cette  conclusion. 

Celle-ci  est  adoptée  par  la  Classe. 

Conformément  aux  conclusions  des  rapporteurs,  la  Classe 
décide  l’impression  du  travail  dans  ses  Mémoires  in-8°. 


1921.  SCIENCES. 
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CONCOURS  ANNUEL. 

Sciences  mathématiques  et  physiques. 

PREMIÈRE  QUESTION. 

Conformément  aux  conclusions  des  rapporteurs  ( Bulletin , 
t.  VII,  1921,  p.  631),  le  Prix  est  attribué  à  M.  P.  Montel,  à 
Paris,  pour  son  mémoire  :  Sur  les  familles  quasi  normales  de 
fonctions  holomorphes . 

DEUXIÈME  QUESTION. 

Conformément  aux  conclusions  des  rapporteurs  ( Bulletin , 
t.  VII,  1921,  p.  635),  le  Prix  est  attribué  à  M.  L.  Godeaux,  à 
Bruxelles,  auteur  du  mémoire  :  Sur  les  transformations  ration¬ 
nelles  de  Jonquières  de  l'espace. 

Sciences  naturelles. 

TROISIÈME  QUESTION. 

Conformément  aux  conclusions  des  rapporteurs  ( Bulletin , 
t.  VII,  1921,  p.  637),  le  Prix  est  attribué  à  M.  V.  Latbouwers, 
à  Gembloux,  auteur  du  mémoire  :  Recherches  expérimentales 
sur  l’hérédité  chez  Campanula  Medium  L. 


MOTION  RELATIVE  AU  GISEMENT  WEALDIEN 
A  IGUANODONS  DE  BERNISSART . 

La  Classe,  ayant  entendu  le  rapport  de  M.  G. -A.  Boulenger 
à  ce  sujet,  décide  de  communiquer  à  M.  le  Premier  Ministre, 
à  M.  le  Ministre  des  Sciences  et  des  Arts  et  à  M.  le  Ministre  de 
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l’Industrie  et  du  Travail  le  vœu  suivant,  accompagné  du  susdit 
rapport  : 

«  La  Classe  des  sciences  de  l’Académie  royale  de  Belgique 
émet  le  vœu  de  voir  les  pouvoirs  publics  prendre  les  mesures 
nécessaires  pour  sauver  d'une  perte  certaine  la  partie  inexplorée 
du  célèbre  gisement  de  fossiles  wealdiens  (Iguanodons,  etc.) 
menacée  par  l’abandon  des  travaux  d’entretien  dans  un  puits  du 
charbonnage  de  Bernissart.  » 


PBOGBAMME  DU  CONCOUBS  ANNUEL  POUB  1923. 

Prix  pour  chacune  des  questions  :  1,500  francs. 

(Délai  :  1er  août  1923.) 

Conditions  réglementaires. 

Les  mémoires  devront  être  inédits  et  écrits  lisiblement.  Ils 
pourront  être  rédigés  en  français,  en  flamand  ou  en  latin;  ils 
devront  être  adressés,  franc  de  port,  à  M.  le  Secrétaire  perpétuel, 
au  Palais  des  Académies,  avant  le  1er  août  1923. 

L’Académie  exige  la  plus  grande  exactitude  dans  les  citations; 
les  auteurs  auront  soin,  par  conséquent,  d’indiquer  les  éditions 
et  les  pages  des  ouvrages  cités.  On  n’admettra  que  des  planches 
manuscrites  ou  photographiques. 

Les  auteurs  ne  mettront  point  leur  nom  à  leur  ouvrage;  ils 
y  inscriront  seulement  une  devise,  qu’ils  reproduiront  sur  un 
pli  cacheté  renfermant  leur  nom  et  leur  adresse;  il  est  défendu 
de  faire  usage  d’un  pseudonyme.  Faute  de  satisfaire  à  ces  for¬ 
malités,  le  prix  ne  pourra  être  accordé. 

Les  mémoires  remis  après  le  terme  prescrit  et  ceux  dont  les 
auteurs  se  feront  connaître,  de  quelque  manière  que  ce  soit, 
seront  exclus  du  concours. 

,  L’Académie  croit  devoir  rappeler  aux  concurrents  que  les 
mémoires  soumis  à  son  jugement  sont  et  restent  déposés  dans 
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ses  archives.  Toutefois,  les  auteurs  peuvent  en  faire  prendre 
copie,  à  leurs  frais,  en  s’adressant  à  cet  effet  au  Secrétaire 
perpétuel. 


1.  —  Sciences  mathématiques  et  physiques. 

PREMIÈRE  QUESTION. 

On  demande  une  contribution  importante  à  la  géométrie 
infinitésimale. 

DEUXIÈME  QUESTION. 

On  demande  une  contribution  au  problème  des  n  corps,  dans 
la  théorie  d’Einstein. 

TROISIÈME  QUESTION. 

On  demande  une  contribution  importante  à  l’étude  des  spectres 
de  haute  fréquence. 

QUATRIÈME  QUESTION. 

On  demande  une  contribution  à  l’étude  de  la  valence. 

11.  —  Sciences  naturelles. 

PREMIÈRE  QUESTION. 

On  demande  des  recherches  sur  la  morphologie ,  la  biologie  et 
la  systématique  d’un  groupe  de  Diptères. 

DEUXIÈME  QUESTION. 

On  demande  de  nouvelles  recherches  sur  l’évolution  de  l’hémo¬ 
globine  et  sur  les  organes  qui  interviennent  dans  les  transfor¬ 
mations  de  cette  substance. 
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TROISIÈME  QUESTION. 

On  demande  de  relever ,  dans  les  documents  historiques  de 
notre  pays,  les  renseignements  relatifs  aux  phénomènes  clima¬ 
tologiques  et  à  leurs  conséquences  biologiques ,  et  de  faire 
l'examen  critique  de  ces  renseignements. 

QUATRIÈME  QUESTION. 

Apporter  une  contribution  nouvelle  à  nos  connaissances  con¬ 
cernant  les  conditions  de  formation  des  couches  calcaires  des 
terrains  belges . 

UNIONS  INTERNATIONALES. 

La  Classe  désigne,  comme  délégué  auprès  de  l’Union  inter¬ 
nationale  des  Sciences  médicales  :  M.  Nolf,  et  comme  délégué 
auprès  de  l’Union  internationale  de  Télégraphie  sans  fil  : 
M.  De  Donder. 


TRAVAIL  A  L’EXAMEN. 

Étude  sur  le  mécanisme  du  vol  naturel ,  par  M.  Boël.  — 
Renvoi  à  MM.  Fredericq  et  Willem. 


MM.  Stroobant  et  Marchai  communiquent  leurs  lectures 
destinées  à  la  séance  publique. 
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Prennent  place  au  bureau  : 

M.  Au  g.  Lameere,  vice-directeur  de  la  Classe  des  sciences,  et 
le  Secrétaire  perpétuel. 

Sont  présents  : 

Classe  des  sciences.  —  MM.  Léon  Fredericq,  Ch. -J.  de  la 
Vallée  Poussin,  Max  Lohest,  F.  Swarts,  J.  Massart,  A.  Demoulin, 
A.  de  Hemptinne,  Victor  Willem,  P.  Stroobant,  Ch.  Julin, 
E.  Marchai,  L.  Crismer,  membres ;  G. -A.  Boulenger,  associé ; 
Th.  De  Donder,  P.  Fourmarier,  O.  Dony-Hénault,  corres¬ 
pondants. 

Classe  des  lettres  et  des  sciences  morales  et  politiques.  — 
MM.  Jules  Leclercq,  L.  Parmentier,  J.  Bidez,  membres; 
P.  Errera,  correspondant. 

Classe  des  beaux-arts.  —  MM.  G.  De  Groot,  J.  Winders, 
L.  Solvay,  Victor  Horta,  Paul  Bergmans,  membres. 


Le  programme  de  la  cérémonie  comportait  une  lecture  par 
M.  Paul  Stroobant,  membre  de  la  Classe  :  U  Astronomie  aux 
États-Unis;  une  lecture  par  M.  Emile  Marchai,  membre  de  la 
Classe  :  L’Enseignement  supérieur  agronomique  dans  le  cycle 
des  hautes  études .  Ces  deux  lectures  sont  publiées  ci-après. 
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M.  le  Secrétaire  perpétuel  proclame  les  résultats  suivants  des 
concours  de  la  Classe,  des  prix  perpétuels  et  des  élections  : 

PROCLAMATION. 

CONCOURS  DE  1915  (prorogé  au  31  décembre  1920). 

Sciences  naturelles. 

SIXIÈME  QUESTION. 

On  demande  la  description  des  éléments,  sulfures,  chlo¬ 
rures,  fluorures  et  oxydes  des  métaux  du  sol  belge.  —  Prix  : 
1,000  francs. 

Un  mémoire  a  été  reçu. 

Le  prix  est  décerné  à  M.  H.  Buttgenbach,  chargé  de  cours  à 
l’Université  de  Liège. 

CONCOURS  DE  1921. 

Sciences  mathématiques  et  physiques. 

PREMIÈRE  QUESTION. 

Apporter  une  contribution  à  l’étude  des  propriétés  des  fonc¬ 
tions  analytiques  qui  ne  prennent  pas  certaines  valeurs  dans 
un  domaine  donné.  —  Prix  :  1,000  francs. 

Un  mémoire  a  été  reçu. 

Le  prix  est  décerné  à  l’auteur,  M.  Paul  Montel,  maître  de 
conférences  à  la  Sorbonne,  à  Paris. 

DEUXIÈME  QUESTION. 

On  demande  une  contribution  à  l’étude  des  transformations 
birationnelles  dans  un  espace  à  plus  de  deux  dimensions.  — 
Prix  :  1 ,000  francs. 

Un  mémoire  a  été  reçu. 

Le  prix  a  été  décerné  à  l’auteur,  M.  Lucien  Godeaux,  pro¬ 
fesseur  à  l’Ecole  militaire,  à  Bruxelles. 
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Sciences  naturelles. 

TROISIÈME  QUESTION. 

On  demande  des  recherches  originales  sur  V hérédité  dans  des 
types  végétaux.  —  Prix  :  1,000  francs. 

Un  mémoire  a  été  reçu. 

Le  prix  est  décerné  à  l’auteur,  M.  Victor  Lathouwers,  chargé 
de  cours  à  l’Institut  agricole  de  Gembloux. 


PRIX  DE  SÉLYS-LONGCHAMPS. 

(Troisième  période  :  1er  mai  1911  au  1er  mai  1916,  prorogée  au  1er  juin  1921.) 

Le  prix  de  2,500  francs  est  décerné  à  M.  le  D1  M.  Goetghebuer, 
à  Gand,  pour  son  ouvrage  :  Ceratopogoninae  de  Belgique. 


PRIX  PIERRE- J.  et  ÉDOUARD  VAN  RENEDEN. 

(Première  période  :  1er  janvier  1913  au  31  décembre  1915, 
prorogée  au  31  décembre  1920.) 

Le  prix  de  2,800  francs  est  décerné  à  feu  Maurice  Herlant, 
pour  son  ouvrage  :  Le  cycle  de  la  vie  cellulaire  de  l'œuf  activé. 

PRIX  GLUGE. 

(Septième  période  :  1913-1914  prorogée  au  31  décembre  1920.) 

Le  prix  de  1,000  francs  est  accordé  à  M.  le  Dl  André  Gratia, 
à  Bruxelles,  pour  ses  travaux  sur  la  coagulation  du  sang. 
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PRIX  JEAN-SERVAIS  STAS. 

Un  exemplaire  des  œuvres  de  Stas  est  offert  aux  étudiants 
qui  ont  obtenu  au  cours  de  l’année  1921  le  diplôme  légal  de 
docteur  en  sciences  chimiques  avec  la  plus  grande  distinction  : 
MM.  Georges  Callingaert  et  Jacques  Errera  (de  l’Université 
libre  de  Bruxelles)  ; 

Jean  Baudrenghien  et  Joseph  Dondeyne  (de  l’Université  catho¬ 
lique  de  Louvain). 

FONDATION  AGATHON  DE  POTIER. 

Les  subventions  suivantes  ont  été  accordées  : 

Deux  mille  francs  à  M.  E.  Van  der  Linden  pour  couvrir  une  partie 
des  frais  d’exécution  de  quinze  planches  pour  un  mémoire 
sur  la  phénologie  végétale. 

Trois  cents  francs  à  M1Ie  M.  Braecke  pour  la  confection  de  figures 
et  clichés  d’un  travail  sur  la  formation  d’essence  dans  l’ail  et 
la  localisation  de  cellules  à  ferment  et  de  cellules  à  glucosides  ; 

Mille  francs  à  M.  A.  Dalcq  pour  faire  des  recherches  expérimen¬ 
tales  sur  l’embryologie  des  échinodermes. 

Neuf  cents  francs  à  M.  Jean  Massart  pour  l’exécution  des  cartes 
relatives  à  des  observations  biologiques  dans  les  anciennes 
inondations  de  l’Yser. 

Une  récompense  de  cinq  mille  francs  est  accordée  à 
M.  Lecrenier,  pour  sa  méthode  de  lustrage  du  cristal  taillé, 
basée  sur  la  substitution  de  la  potée  d’étain,  inoffensive,  à  la 
potée  de  plomb,  provoquant  des  intoxications  saturnines. 


763 


Séance  publique  du  16  décembre  1921. 


PRIX  DU  GOUVERNEMENT. 

Prix  décennal  des  sciences  mathématiques  appliquées. 

Par  arrêté  royal  du  30  décembre  1920,  le  prix  pour  la 
deuxième  période  (1903-1912)  est  décerné  à  M.  Paul  Stroobant, 
membre  de  l’Académie,  pour  ses  travaux  d’astronomie  stellaire 
et  planétaire. 


Prix  décennal  de  chimie  et  de  physique  expérimentales. 

Par  arrêté  royal  du  30  décembre  1920,  le  prix  pour  la 
troisième  période  (1909-1918)  est  décerné  à  M.  Fréd.  Swarts, 
membre  de  l’Académie,  pour  ses  recherches  sur  les  composés 
organiques  du  fluor. 

ÉLECTIONS. 

Le  4  juin  1921  la  Classe  a  élu  correspondant  de  la  Section  des 
sciences  mathématiques  et  physiques  :  M.  M.  Dehalu,  à  Liège, 
et  associé  de  la  Section  des  sciences  naturelles  :  M.  L.  Cuénot, 
à  Nancy. 
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L’Astronomie  aux  États-Unis. 

Lecture  par  Paul  STRQOBANT,  membre  de  l’Académie. 

Le  titre  de  cette  lecture  pourrait  vous  faire  croire  que  je  vais 
vous  parler  du  développement  qu’a  pris  la  science  du  ciel,  en  me 
basant  sur  des  constatations  personnelles,  faites  au  cours  de 
visites  aux  observatoires  des  États-Unis.  Détrompez-vous  : 
jamais  je  n’ai  eu  la  chance  de  traverser  l’Atlantique.  Mais  chacun 
sait  que  ceux  qui  ont  consacré  une  bonne  partie  de  leur  existence 
à  l’étude  d’une  science  déterminée  ont  naturellement  connais¬ 
sance  de  la  production  des  divers  pays  dans  le  domaine  qui  leur 
est  cher.  C’est  surtout  vrai  dans  ce  cas,  car  il  a  toujours  existé, 
me  semble-t-il,  entre  les  astronomes  du  monde  entier  des  rela¬ 
tions  plus  directes  et  plus  intimes  qu’entre  les  autres  savants,  et, 
d’autre  part,  les  observatoires  des  États-Unis  se  distinguent  par 
la  générosité  avec  laquelle  ils  distribuent  leurs  publications,  non 
seulement  aux  bibliothèques  et  aux  institutions  scientifiques  de 
l’étranger,  mais  aussi  à  tous  ceux  qui  s’intéressent  personnelle¬ 
ment  à  leurs  recherches  et  à  leurs  découvertes.  La  photographie 
est  venue  d’ailleurs  apporter  son  précieux  concours  à  cette 
œuvre  de  documentation  scientifique. 

En  Amérique,  plus  que  partout  ailleurs,  les  procédés  nouveaux 
sont  en  faveur,  et  je  ne  craindrai  pas  d’être  contredit  en  affirmant 
qu’une  des  causes  des  progrès  considérables  réalisés  en  astro¬ 
nomie  physique  est  l’usage  extrêmement  étendu  que  l’on  fait 
des  méthodes  récentes  d’investigation  :  la  photographie  et  la 
spectroscopie  et  leur  combinaison,  la  spectrographie. 
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Un  des  caractères  des  observatoires  des  États-Unis  est  leur 
création  et  leur  fonctionnement  dus  à  l’initiative  privée  et  à  des 
dons,  souvent  considérables,  qui  leur  ont  été  faits  par  des  parti¬ 
culiers  ;  seul  des  grands  instituts  astronomiques,  celui  de 
Washington  appartient  à  l’État.  C’est  l’observatoire  de  la  marine; 
ses  travaux  se  rapportent  principalement  à  la  détermination  de 
l’heure,  au  réglage  des  chronomètres,  à  la  mesure  de  la  position 
des  astres  et  à  la  formation  de  catalogues  d’étoiles.  Cet  établis¬ 
sement  possède  une  grande  lunette  équatoriale,  à  l’aide  de 
laquelle  Asaph  Hall  a  découvert,  en  1877,  les  deux  minuscules 
satellites  de  Mars.  L’observatoire  de  Washington  comprend 
aussi  l’office  du  Nautical  A  lin  an  ac,  qui,  outre  les  éphémérides 
annuelles,  publie  les  Astronomical  Papers,  illustrés  par  les 
admirables  travaux  théoriques  de  Simon  Newcomb. 

La  Smith sonian  Institution ,  de  Washington,  fondée  en  1846, 
grâce  à  un  don  de  l’Anglais  James  Smithson,  a  créé  un  observa¬ 
toire  d’astrophysique,  qui  fut  placé  sous  la  direction  du  physi¬ 
cien  Langley. 

Le  premier  en  date  des  grands  observatoires  américains  est 
celui  de  Harvard  College,  fondé  en  1840;  il  est  situé  à  Cam¬ 
bridge,  un  faubourg  de  Boston.  Il  fut  mis  en  possession  d’une 
lunette  de  grande  puissance  pour  l’époque,  et  Bond,  son  premier 
directeur,  y  découvrit,  en  1848,  Hypérion,  le  huitième  satellite 
de  Saturne  et,  un  peu  plus  tard,  l’anneau  sombre  de  cette  pla¬ 
nète.  Il  obtint  aussi,  en  1850,  la  première  photographie 
d’étoiles.  Dans  cet  observatoire,  la  photographie  prit  un  essor 
considérable  sous  l’active  direction  d’Ed.  Pickering,  dont  tous 
les  efforts  eurent  pour  but  le  progrès  de  l’astronomie  stellaire. 
Cet  établissement  possède  de  grands  instruments  destinés  à 
l’observation  directe,  à  la  photographie,  à  la  spectroscopie  et  à 
la  photométrie,  installés  à  Cambridge  et  à  sa  succursale,  créée 
en  1891,  à  Arequipa,  au  Pérou,  pour  l’étude  du  ciel  austral.  La 
lunette  photographique  donnée  par  Miss  Bruce  a  un  objectif  de 
61  centimètres  de  diamètre. 
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Quelquefois,  des  observatoires  durent  leur  création  unique¬ 
ment  au  désir  de  posséder  une  grande  lunette;  c’est,  paraît-il, 
l’origine  de  l’observatoire  d’Allegheny.  Des  habitants  de  Pitts- 
burg  constituèrent,  en  1859,  un  fonds  destiné  à  l’achat  d’un 
réfracteur  de  33  centimètres  d’ouverture;  ce  fut  le  premier 
instrument  de  cet  institut  astronomique,  qui  possède  actuelle¬ 
ment  un  grand  télescope  et  un  équatorial  photographique  de 
76  centimètres,  acquis  pendant  la  direction  de  M.  Schlesinger. 

Un  Mécène  de  la  science,  Yerkes,  a  fondé  en  1892,  à  Williams 
Bay,  village  situé  à  200  kilomètres  au  nord  de  Chicago,  un 
observatoire  de  premier  ordre,  rattaché  à  l’Université  de  cette 
ville.  Cet  établissement  possède  le  plus  grand  réfracteur  du 
monde;  son  objectif  a  1  mètre  de  diamètre  et  sa  longueur  focale 
est  de  19  mètres.  Il  a  coûté,  avec  la  coupole  qui  l’abrite, 
840,000  francs,  en  1895.  Afin  d’obtenir  le  plus  grand  rende¬ 
ment  possible,  son  usage  est  partagé  entre  plusieurs  astronomes. 
Parmi  les  autres  instruments  de  l’observatoire,  il  faut  signaler 
l’équatorial  photographique  Bruce,  à  l’aide  duquel  Barnard  a. 
obtenu  de  superbes  images  des  diverses  régions  de  la  Voie 
lactée,  et  un  réflecteur  de  60  centimètres  d’ouverture,  utilisé  par 
Ritchey  pour  la  photographie  des  nébuleuses. 

Ce  qui  caractérise  les  grands  observatoires  de  la  partie  occiden¬ 
tale  des  Etats-Unis  est  leur  installation  dans  des  sites  où  les  con¬ 
ditions  atmosphériques,  le  calme  et  la  transparence  de  l’air  sont 
particulièrement  favorables  aux  observations  astronomiques. 

Percival  Lowell  a  fondé  son  observatoire  près  de  Elagstaff, 
sur  les  plateaux  élevés  de  l’ Arizona.  Il  est  destiné  spécialement 
à  l’étude  des  grosses  planètes.  Cependant  Slipher  y  a  aussi 
effectué  des  mesures  extrêmement  intéressantes  sur  le  mouvement 
des  nébuleuses. 

Lick,  riche  industriel  de  San-Francisco,  voulut,  il  y  a 
une  cinquantaine  d’années,  offrir  à  ses  concitoyens  la  plus 
grande  lunette  du  monde  et  la  faire  installer  sur  une  place 
publique  de  la  ville.  On  eut  beaucoup  de  peine  à  lui  faire  com- 
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prendre  le  peu  d’intérêt  et  les  difficultés  que  présenterait  la  réali¬ 
sation  de  ce  projet.  Après  de  longs  pourparlers,  on  parvint  à 
décider  ce  généreux  donateur  à  créer  un  observatoire,  qui  porte 
son  nom,  et  qui  a  été  construit  à  1 ,300  mètres  d’altitude,  sur  le 
mont  Hamilton.  La  grande  lunette  a  91  centimètres  d’ouverture 
et  17  mètres  de  longueur;  elle  est  remarquable  par  l’ingéniosité 
de  son  installation,  qui  est  extrêmement  commode  pour  les 
observateurs.  Le  télescope  Croosley  a  un  miroir  de  97  centi¬ 
mètres  de  diamètre;  James-Edward  Keeler,  le  second  directeur 
de  l’observatoire,  y  a  fait,  de  1898  à  1903,  d’admirables  photo¬ 
graphies  de  nébuleuses,  œuvre  qui  a  été  continuée,  jusqu’en 
1918,  par  Heber-D.  Curtis. 

Barnard  a  obtenu,  de  1892  à  1895,  à  l’aide  de  la  lunette 
photographique,  don  de  G. -F.  Crooker,  de  fort  beaux  clichés 
de  la  Voie  lactée  et  de  certaines  comètes. 

W.-W.  Campbell,  le  directeur  actuel,  s’est  particulièrement 
attaché  à  l’étude  du  mouvement  des  étoiles. 

L’observatoire  Lick,  qui  dépend  de  l’Université  de  Californie, 
possède,  grâce  à  la  générosité  de  D.-O.  Mills,  une  succursale  au 
mont  San-Cristobal,  près  de  Santiago  du  Chili;  cette  station, 
qui  possède  un  grand  réflecteur,  est  spécialement  destinée  à 
l’étude  du  mouvement  des  étoiles  de  l’hémisphère  sud. 

Par  l’importance  de  ses  travaux  et  la  portée  de  ses  décou¬ 
vertes,  l’observatoire  du  mont  Hamilton  a  rapidement  conquis 
une  place  de  tout  premier  ordre  dans  la  science  astronomique. 

Cependant  rien  n’égale  la  réputation  mondiale,  acquise  en 
quelques  années,  par  l’observatoire  solaire  du  mont  Wilson,  et 
ici  s’affirme,  plus  encore  que  dans  les  autres  observatoires  amé¬ 
ricains,  l’importance  d’un  outillage  de  premier  ordre,  mis  à  la 
disposition  de  chercheurs  animés  de  l’amour  de  la  science.  Il  a 
été  fondé  par  l’Institution  Carnegie  de  Washington,  qui  lui 
alloue  un  budget  annuel  de  plusieurs  centaines  de  milliers  de 
dollars.  Un  des  premiers  instruments  de  cet  observatoire  fut  le 
télescope  Snow  (du  nom  de  la  donatrice)  :  il  est  muni  d’un 
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cœlostat  destiné  à  renvoyer  les  rayons  lumineux  dans  la  direc¬ 
tion  de  l’axe  de  l'instrument, disposé  à  peu  près  horizontalement; 
l’image  focale  du  Soleil  a  16  centimètres  de  diamètre.  Mais 
on  a  reconnu  que  la  proximité  du  sol,  où  les  couches  d’air  sont 
toujours  plus  ou  moins  instables,  produisait  une  ondulation  des 
images.  George  Haie,  l’éminent  directeur  de  l’observatoire,  eut 
l’idée  de  faire  construire  un  instrument  constitué  par  un  pylône 
vertical,  portant  à  son  sommet  un  objectif  et  un  cœlostat;  les 
rayons  lumineux  sont  renvoyés  de  haut  en  bas  et  produisent  une 
image  solaire  un  peu  au-dessus  de  la  surface  du  sol.  Un  puits 
vertical  est  aménagé  au-dessous  ;  il  est  destiné  à  recevoir  le  spec- 
trographe,  utilisé  pour  l’étude  du  Soleil.  C’est  ce  qu’on  appelle 
le  «  tower  telescope  »,  L’observatoire  en  possède  deux;  l’un  a 
une  hauteur  de  18  mètres;  l’autre,  dont  la  construction  a  reçu  de 
notables  perfectionnements,  destinés  à  éviter  les  vibrations  du 
pylône  sous  l’action  du  vent,  a  une  élévation  de  44  mètres  ;  le 
puits  a  24  mètres  de  profondeur.  Un  télescope  à  monture  équa¬ 
toriale,  de  lm,50  de  diamètre,  a  été  construit  en  1908  ;  c’est  une 
merveille  d’optique  et  de  mécanique.  Des  travaux  d’un  grand 
intérêt  ont  été  effectués  à  l’aide  de  cet  instrument  et  se  rappor¬ 
tent,  pour  la  plupart,  à  l’astronomie  stellaire.  L’importance  de 
cette  dernière  branche  est  devenue  telle  depuis  quelques  années, 
qu’il  a  été  décidé  récemment  que  l’observatoire  du  mont  Wil¬ 
son  ne  serait  plus  destiné  uniquement  aux  recherches  solaires, 
mais  qu’il  comprendrait  à  l’avenir  dans  son  programme  tous 
les  travaux  se  rattachant  aux  diverses  parties  de  l’astronomie 
.physique. 

Un  des  bienfaiteurs  de  cette  institution,  John-D.  Hooker,  de 
Los  Angeles,  a  doté  l’observatoire  d’un  télescope  récemment 
installé;  son  miroir,  dont  la  construction  a  présenté  de  grandes 
difficultés,  a  2m,50  de  diamètre  et  une  longueur  focale  de  12m,90. 
Les  clichés  photographiques  obtenus  avec  cet  instrument  sont 
merveilleux  de  finesse,  et  déjà  des  déterminations  d’un  genre  tout 
nouveau,  basées  sur  la  méthode  interférentielle  due  à  Michelson, 
ont  donné  des  résultats  du  plus  haut  intérêt. 
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L’observatoire  du  mont  Wilson  a  encore  ceci  de  particulier, 
que,  outre  un  important  atelier  de  construction,  il  possède  un 
laboratoire  de  physique,  où,  sous  la  direction  de  A. -S.  King,  on 
cherche  à  reproduire  les  phénomènes  qui  donnent  les  apparences 
optiques  observées  dans  les  astres.  L’atelier  et  le  laboratoire 
sont  installés  à  Pasadena,  au  pied  du  mont  Wilson. 

C’est  sous  l’impulsion  de  Haie,  et  grâce  au  succès  de  ses 
recherches  sur  la  constitution  du  Soleil,  que  s’est  fondée  à 
Saint-Louis,  en  1904,  l’Union  internationale  pour  les  recherches 
solaires.  Cette  association,  qui  depuis  avait  tenu  quatre  congrès, 
a  été  englobée  dans  l’Union  astronomique  internationale. 

On  sait  qu’un  Conseil  national  de  Recherches,  comprenant 
diverses  sections,  correspondant  aux  Unions  internationales,  a 
été  constitué  dans  chacun  des  pays  adhérents.  La  section  améri¬ 
caine  de  l’Union  astronomique  a  déjà  montré  une  grande  activité: 
nous  voyons  dans  le  rapport  sur  sa  première  année  d’existence, 
publié  en  juin  1920,  l’exposé  des  travaux  de  18  Commissions, 
sur  les  82  qui  avaient  été  prévues  lors  de  la  création  de  l’Union, 
à  Bruxelles,  en  juillet  1919. 

Il  existe  aux  Etats-Unis  une  cinquantaine  d’observatoires  astro¬ 
nomiques  rattachés  à  de  grandes  institutions  d’enseignement; 
parmi  ceux-ci  signalons  le  Vassar  College,  situé  à  Poughkeepsie, 
dans  l’Etat  de  New-York,  et  destiné  à  l’instruction  supérieure 
des  jeunes  tilles;  il  possède  un  observatoire  dont  le  personnel 
est  exclusivement  féminin.  Cet  établissement  dispose  de  bons 
instruments  et  sa  spécialité  est  l’observation  des  étoiles  variables, 
étude  .dans  laquelle  s’est  distinguée  Miss  Caroline  Furness. 

Grâce  à  l’outillage  de  tout  premier  ordre  dont  sont  pourvus 
les  observatoires  américains,  un  certain  nombre  d’astres  nou¬ 
veaux  ont  été  découverts. 

On  avait  constaté  que  la  position  de  l’étoile  Sirius  présentait 
des  anomalies  qui  devaient  provenir  de  l’attraction  d’un  astre, 
très  voisin,  et  fort  peu  lumineux.  C’est  l’Américain  Alvan  Clark, 
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qui,  essayant  le  pouvoir  d’un  objectif  qu’il  venait  d’achever,  vit, 
pour  la  première  fois,  en  1862,  ce  compagnon  obscur  de  l’étoile 
la  plus  brillante  du  ciel. 

En  1892,  Barnard  découvrit  au  mont  Hamilton  le  cinquième 
satellite  de  Jupiter  et  le  plus  rapproché  de  la  planète;  en  1904 
et  1905,  Perrine  reconnut  l’existence  du  sixième  et  du  septième 
satellite  sur  des  clichés  obtenus  au  télescope  Crossley,  et,  enfin, 
le  neuvième  fut  découvert  par  Nichoison,  en  1914,  et  dans  les 
mêmes  conditions.  Le  neuvième  et  le  dixième  satellite  de 
Saturne,  Phcebé  et  Thémis,  furent  trouvés  photographiquement 
par  William  Pickering,  en  1899  et  1905.  Watson  découvrit,  de 
1857  à  1878,  vingt-six  nouvelles  petites  planètes;  Lewis  Swift 
trouva  douze  comètes;  Brooks  vingt;  Barnard  dix-neuf  et  Per¬ 
rine  treize. 

Mais  ce  ne  sont  pas  ces  découvertes  d’astres  inconnus,  dues 
en  général  à  la  puissance  des  instruments  ou  à  la  patience  des 
observateurs  qui  ont  fait  la  grande  réputation  des  astronomes 
américains,  mais  bien  leurs  recherches  établissant  l’existence  de 
phénomènes  nouveaux  ou  la  conception  de  théories  basées  sur 
la  synthèse  de  nombreuses  observations. 

Un  instrument  extrêmement  ingénieux  a  été  imaginé  presque 
simultanément  et  d’une  manière  indépendante,  par  Haie  en 
Amérique  et  par  Deslandres  en  France  :  c’est  le  spectrohélio- 
graphe,  qui  permet  d’enregistrer  non  seulement  les  protu¬ 
bérances,  ces  formidables  explosions  visibles  quand  elles  se 
projettent  en  dehors  du  disque  solaire,  mais  aussi  d’obtenir  une 
image  de  l’atmosphère  qui  recouvre  la  moitié  du  Soleil  tournée 
vers  nous,  telle  qu’elle  serait  observée  si  la  partie  brillante  ou 
photosphère  n’existait  pas.  Cet  instrument  permet  d’isoler  cer¬ 
taines  radiations  et  d’obtenir  des  photographies  du  Soleil  en 
lumière  monochromatique.  On  a  pu  constater  ainsi  la  présence 
dans  l’atmosphère  solaire  de  petits  nuages  ou  flocculi  d’hydro¬ 
gène  ou  de  calcium,  de  filaments  noirs,  d’alignements,  etc. 

L’emploi  du  spectrohéiiographe  a  montré  à  Haie  l’existence 
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de  véritables  tourbillons  d’hydrogène  autour  des  taches  du 
Soleil  et,  d’autre  part,  il  a  reconnu,  dans  leur  spectre,  les  parti¬ 
cularités  qui  caractérisent  le  phénomène  de  Zeeman,  montrant 
ainsi  l’existence  d’un  champ  magnétique.  Cette  découverte  a  été 
le  point  de  départ  d’un  certain  nombre  de  travaux  complémen¬ 
taires  effectués  sous  la  direction  de  Haie  et  relatifs  à  la  polarité 
des  taches  dans  les  deux  hémisphères  du  Soleil.  Ch  -St.  John  a 
étudié  le  mouvement  de  la  vapeur  de  calcium  et  a  pu  définir  les 
lois  de  sa  circulation  au-dessus  des  taches,  et  F.  Ellerman  a 
montré  que  les  filaments  noirs  ne  sont  autre  chose  que  des 
protubérances  qui  se  projettent  sur  le  disque  solaire. 

La  découverte  d’un  champ  magnétique  propre  aux  taches  a 
suggéré  la  recherche  d’un  champ  général  produit  par  le  Soleil. 
Haie  est  parvenu  à  le  mettre  en  évidence;  il  a  constaté  qu’il  est, 
en  moyenne,  une  centaine  de  fois  plus  grand  que  le  champ 
terrestre  et  de  même  polarité,  c’est-à-dire  que  le  pôle  nord 
magnétique  est  voisin  du  pôle  nord  héliographique.  Cette  étude, 
extrêmement  laborieuse,  a  montré  que  l’axe  magnétique  du 
Soleil  fait  un  angle  de  6  degrés  avec  l’axe  de  rotation,  autour 
duquel  il  tourne  en  trente-deux  jours. 

La  détermination  de  la  position  des  raies  spectrales  nous  ren¬ 
seigne  non  seulement  sur  la  constitution  physique  et  chimique 
des  astres,  mais  peut  nous  donner  également  des  indications 
précieuses  sur  leur  mouvement  par  rapport  à  nous.  Vers  le 
milieu  du  siècle  dernier,  Doppler  a  énoncé  un  principe,  complété 
quelques  années  plus  tard  par  Fizeau,  et  d’après  lequel  les  raies 
du  spectre  d’une  source  lumineuse  qui  se  rapproche  de  l’obser¬ 
vateur  sont  déplacées  vers  l’extrémité  violette,  tandis  que  quand 
elle  s’éloigne,  ces  raies  sont  déviées  vers  le  rouge.  Ce  déplace¬ 
ment  dépend  de  la  vitesse  relative  de  la  source  lumineuse  dans 
le  sens  du  rayon  visuel;  c’est  ce  qu’on  nomme  la  vitesse  radiale. 

Autrefois,  on  ne  pouvait  obtenir  la  durée  de  rotation  du 
Soleil  que  par  l’observation  des  taches  et  des  facules.  Ph.  Fox, 
puis  G.  Haie  ont  étudié  la  rotation  de  la  chromosphère  à  l’aide 
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d’images  fournies  par  le  spectrohéliographe,  d’après  les  dépla¬ 
cements  des  flocculi  de  calcium  et  d’hydrogène  et  qui  montrent 
certaines  discordances. 

Au  mont  Wilson,  Walter-S.  Adams  a  déterminé  la  durée  de  la 
rotation  du  Soleil,  en  mesurant  sur  des  clichés,  donnés  par  le 
spectrographe,  .les  déplacements,  de  sens  inverse,  des  raies,  pro¬ 
duits  par  le  phénomène  de  Doppler,  au  bord  oriental  et  au  bord 
occidental  de  cet  astre  f1).  Ces  recherches,  qui  ont  été  reprises 
notamment  par  Schlesinger  à  Allegheny,  constituent  la  contri¬ 
bution  la  plus  importante  à  notre  connaissance  des  lois  du  mou¬ 
vement  de  rotation  du  Soleil. 

A  la  conférence  de  l’Union  internationale  pour  les  recherches 
solaires  qui  eut  lieu  en  1910,  il  fut  décidé  que  cette  étude  serait 
répartie  entre  quelques  observatoires  d’Europe  et  d’Amérique, 
afin  d’élucider  certains  points  encore  douteux. 

L’observatoire  du  mont  Wilson  a  entrepris  la  construction 
d’une  carte  à  grande  échelle  du  spectre  des  taches  solaires,  et  une 
partie  étendue  de  ce  vaste  travail  est  terminée. 

Nous  ne  pouvons  omettre  de  mentionner  les  nombreuses 
observations  faites  à  l’aide  du  spectrohéliographe  à  l’observa¬ 
toire  Yerkes  et  les  recherches  de  Slocum  sur  les  protubérances 
solaires. 

Il  est  rare  qu’une  ou  plusieurs  missions  américaines  ne  soient 
organisées  dans  le  but  d’observer  les  éclipses  totales  de  Soleil,  et 
nombreux  sont  les  résultats  importants  et  quelquefois  d’un 
intérêt  capital,  relatifs  à  la  chromosphère  et  à  la  couronne 
solaires,  obtenus  par  l’observation  directe,  spectrale  ou  photo¬ 
graphique,  grâce  à  un  outillage  toujours  en  rapport  avec  les 
progrès  de  la  science. 

G. -G.  Abbot,  le  digne  successeur  de  Langley  à  la  direction  de 
l’observatoire  astrophysique  de  la  Smithsonian  Institution,  à 


p)  Des  1891,  Dunér  avait  déterminé  cette  durée  de  rotation  par  des  mesures 
directes  du  déplacement  des  raies  et  sa  variation  avec  la  latitude  héliographique. 
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Washington,  a  organisé  des  observations  simultanées  de  la 
radiation  solaire,  en  des  stations  très  éloignées  les  unes  des 
autres  et  dans  des  conditions  atmosphériques  les  plus  favorables. 
Il  a  montré  que  cette  radiation  éprouve  des  changements,  sou¬ 
vent  rapides,  et  qu’il  existe  un  certain  parallélisme  entre  cette 
variation  et  l’activité  des  taches  solaires. 

Notre  Soleil  serait  donc  une  étoile  légèrement  variable. 

Jusque  dans  ces  dernières  années,  on  devait  se  baser  pour 
l’étude  des  surfaces  planétaires,  uniquement  sur  des  dessins 
d’une  exactitude  toujours  douteuse;  aujourd’hui,  grâce  aux  pro¬ 
grès  de  la  photographie,  Barnard  à  Williams  Bay  et  au  mont 
Wilson,  et  Slipher  à  l’observatoire  Lowell,  ont  pu  obtenir  de 
bons  clichés  de  Mars,  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

Nous  allons  quitter  maintenant  le  tout  petit  domaine  du 
système  solaire  et  chercher  à  donner  une  idée  des  progrès  réa¬ 
lisés,  grâce  aux  travaux  des  astronomes  américains,  dans  nos 
connaissances  relatives  à  l’Univers  sidéral. 

La  photométrie  stellaire  ou  détermination  de  l’éclat  des 
étoiles,  la  découverte  et  l’étude  des  étoiles  variables  ont  fait  l’objet 
des  préoccupations  constantes  de  Pickering,  à  Harvard  College, 
où  il  a  eu  pour  collaborateurs  Léon  Campbell  et  O.-C.  Wendell. 
La  grandeur  ou  magnitude  visuelle,  c’est-à-dire  l’éclat  apparent 
des  étoiles,  y  a  été  déterminée  à  l’aide  du  photomètre  méridien. 
La  Revised  Harvard  Photometry,  publiée  en  1908,  donne  la 
grandeur  de  plus  de  neuf  mille  étoiles  des  deux  hémisphères. 
La  recherche  des  étoiles  variables,  par  la  comparaison  de  clichés 
photographiques,  a  donné  lieu  à  de  nombreuses  découvertes, 
dues  principalement  à  Mrs  Fleming  et  à  Miss  Leavitt.  A  Harvard 
College  également,  S.-J.  Bailey  a  reconnu  l’existence  de  nom¬ 
breuses  variables  dans  les  amas  globulaires. 

Pour  déterminer  Fécîat  des  étoiles,  Parkhurst  a  utilisé,  à 
l’observatoire  Yerkes,  la  méthode  photographique,  et  Joël 
Stebbins,  à  l’observatoire  d’Urbana  (Illinois),  pour  étudier  les 
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étoiles  yariables,  a  fait  usage  de  procédés  nouveaux,  basés,  soit 
sur  la  variation  de  la  conductibilité  électrique  du  sélénium 
exposé  à  la  lumière,  soit  sur  les  courants  photo-électriques. 

Nous  devons  aussi  mentionner  les  déterminations  d’orbites 
de  certaines  variables  du  type  Algol  par  H. -N.  Russell,  fl.  Shap- 
ley,  Duncan,  Seares,  etc. 

Les  étoiles  présentent  des  colorations  plus  ou  moins  accen¬ 
tuées  et  l’analyse  de  leur  lumière  a  montré  que  ces  différences 
de  teinte  correspondent  à  des  modifications  particulières  dans 
le  spectre  de  ces  astres.  Cependant  tous  ces  spectres  peuvent  être 
répartis  en  un  certain  nombre  de  types  distincts.  L.-W.  Ruther¬ 
ford  fit,  en  1862,  un  premier  essai  de  classification,  qui  précéda 
les  travaux  de  Secchi  et  de  Yogel. 

La  classification  des  étoiles,  suivant  leur  spectre,  a  été 
étudiée  par  Henri  Draper,  dont  les  recherches  ont  été  pour¬ 
suivies  à  l’observatoire  de  Harvard  College.  Après  sa  mort, 
survenue  en  1882,  Mrs.  Draper,  qui  avait  été  sa  collaboratrice, 
a  voulu  assurer  la  continuation  et  le  développement  de  l’œuvre 
qu’il  avait  commencée  et  fit  une  fondation  considérable,  sous 
le  nom  de  Henry  Draper  Memorial ,  pour  permettre  à  l’obser¬ 
vatoire  de  Harvard  de  poursuivre  ses  travaux  de  spectrographie 
stellaire. 

Ed.  Pickering,  avec  la  collaboration  de  Miss  Cannon  et  de 
Miss  Maury,  a  considérablement  perfectionné  le  système  de 
classification  spectrale  ;  celui-ci  a  été  consacré  par  l’usage  et  a 
pris  un  caractère  international.  Afin  d’obtenir  le  plus  rapidement 
possible  un  grand  nombre  d’images  spectrales;  on  utilise  à 
Harvard  College  la  méthode  du  prisme-objectif,  qui  donne  sur 
la  plaque  photographique  les  spectres  de  tous  les  astres  assez 
brillants  qui  se  trouvent  dans  le  champ  de  l’instrument. 

Le  premier  catalogue  de  Draper,  qui  renferme  les  caractères 
spectraux  de  dix  mille  étoiles,  a  été  publié  en  1890.  Au  cours 
de  ce  grand  travail  on  a  constaté  que  la  plupart  des  étoiles 
peuvent  être  classées  suivant  une  série  continue,  commençant 
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aux  étoiles  blanches  et  se  terminant  aux  étoiles  rouges,  et  qui 
semble  représenter  les  diverses  phases  de  l’évolution  stellaire. 

Cette  classification  comprend  les  groupes  suivants  qui  ont 
été  conservés  :  type  B,  étoiles  à  hélium;  type  A,  étoiles  à 
hydrogène;  type  F,  étoiles  à  hydrogène,  mais  où  les  raies 
métalliques  commencent  à  apparaître;  type  G,  étoiles  jaunes, 
analogues  au  Soleil,  raies  métalliques;  type  F,  raies  métalliques 
plus  marquées;  la  partie  violette  du  spectre  commence  à  s’affai¬ 
blir;  M,  bandes  sombres  attribuées  au  titane;  N,  bandes  sombres 
du  carbone.  Pickering  y  a  ajouté  trois  autres  types,  mais  qui 
contiennent  peu  d’étoiles;  O,  qui  comprend  les  étoiles  dont  le 
spectre  montre  des  raies  sombres  et  des  raies  brillantes  très 
intenses,  qui  ont  pour  la  plupart  une  origine  inconnue  (étoiles 
Wolf-Rayet);  P,  renfermant  les  nébuleuses  planétaires,  et  R,  les 
étoiles  carbonées. 

Un  nouveau  catalogue  Henry  Draper,  actuellement  en  cours 
de  publication,  renfermera  220,000  étoiles. 

La  détermination  des  immenses  distances  des  étoiles  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  de  leur  parallaxe 'annuelle,  c’est-à-dire  de 
l’angle  extrêmement  petit  sous  lequel  de  ces  étoiles  on  verrait 
le  rayon  de  Forbite  terrestre,  est  un  problème  fort  délicat.  Des 
mesures  ont  été  effectuées  dans  ce  but,  en  utilisant  l’héliomètre, 
par  L.-F.  Chase  et  M.-F.  Smith,  à  l’observatoire  de  l’Université 
Yale,  à  New-Haven,  et,  à  l’aide  de  passages  méridiens,  par 
À. -S.  Flint  à  l’observatoire  Washburn,  à  Madison  (Wisconsin). 
En  général,  on  fait  actuellement  usage,  pour  obtenir  la  paral¬ 
laxe  des  étoiles,  de  clichés  photographiques  fournis  par  des 
lunettes  de  grande  longueur  focale  et  pris  à  plusieurs  mois  d’in¬ 
tervalle.  Quelques  observatoires  des  Etats-Unis  se  sont  partagés 
ces  déterminations,  notamment  ceux  d’Allegheny,  de  Williams 
Ray  (Yerkes  observatory),  de  Charlottesville  (Leander  Mc  Cor- 
mick  observatory),  de  Swarthmore  (Sproul  observatory),  etc. 

En  astronomie  stellaire,  on  emploie  généralement  comme 
unité  de  longueur  ce  que  l’on  a  appelé  du  nom  assez  peu 
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élégant  de  parsec,  qui  est  la  distance  à  laquelle  le  rayon  de 
l’orbite  terrestre  se  présente  sous  un  angle  d’une  seconde 
d’arc.  Cette  unité  vaut  environ  30,000  billions  de  kilomètres  ; 
la  lumière,  avec  la  vitesse  de  300,000  kilomètres  par  seconde, 
mettrait  un  peu  plus  de  trois  ans  pour  parcourir  la  longueur 
d’un  parsec. 

La  grandeur  ou  magnitude  apparente  d’une  étoile  dépend  de 
sa  distance,  et  l’on  nomme  magnitude  absolue  celle  qu’aurait 
cette  étoile  si  elle  était  située  à  une  distance  de  10  parsecs.  La 
magnitude  apparente  étant  fournie  par  l’observation,  la  distance 
donnera  la  magnitude  absolue  ou  inversement. 

En  1916,  W.-S.  Adams,  directeur-adjoint  de  l’observatoire 
du  mont  Wilson,  a  indiqué  une  méthode  spectroscopique  pour 
obtenir  la  distance  des  étoiles.  Après  avoir  étudié  les  spectres 
d’une  centaine  d’étoiles,  dont  les  distances  sont  connues  par  des 
déterminations  directes,  il  a  reconnu  que  l’intensité  de  certaines 
raies  est  plus  ou  moins  grande  suivant  la  magnitude  absolue  de 
l’étoile,  tandis  que  d’autres  ne  subissent  aucune  modification. 
La  comparaison  des  intensités  relatives  des  deux  espèces  de  raies 
fera  connaître  la  magnitude  absolue,-  ce  qui  permettra  de  calculer 
la  distance  de  l’astre,  puisque  sa  magnitude  apparente  est  donnée. 

Cette  méthode  fournit  avec  autant  de  sûreté  la  distance 
d’étoiles  très  éloignées  que  celle  d’étoiles  relativement  proches 
de  nous;  l’emploi  du  grand  télescope  Hooker  permet  d’obtenir 
la  parallaxe  d’étoiles  de  faible  éclat. 

L’étude  des  étoiles  doubles  a  fait  l’objet  des  travaux  de  Hussey 
et  de  son  successeur  Aitken,  à  l’observatoire  Lick,  et  surtout  de 
Burnham,  à  l’observatoire  Yerkes.  Ce  dernier  astronome,  mort 
récemment  à  83  ans,  continua  ses  recherches  jusqu’à  cet  âge 
avancé;  son  catalogue  d’étoiles  doubles  est  le  plus  étendu  des 
publications  similaires. 

Nous  avons  rappelé,  plus  haut,  que  l’application  du  principe 
de  Doppler  permet  d’obtenir  la  vitesse  des  sources  lumineuses 
dans  le  sens  du  rayon  visuel  ;  cette  méthode,  appliquée  aux 
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étoiles,  a  été  le  point  de  départ  de  découvertes  aussi  remar¬ 
quables  qu’imprévues. 

La  vitesse  de  déplacement  du  Soleil  dans  l’espace  a  été  calculée, 
en  1910,  par  Frost  et  Xapteyn,  d’après  les  vitesses  radiales  des 
étoiles  et  ils  ont  constaté  que  la  valeur  obtenue  dépend  du  type 
spectral  des  étoiles  considérées.  Qu’il  me  soit  permis  de  rappeler 
que  j’étais  déjà  arrivé  à  la  même  conclusion  dans  un  travail 
inséré  au  Bulletin  de  janvier  1910,  de  notre  Académie.  Peu  de 
temps  après,  W.-W.  Campbell,  en  se  basant  sur  les  nombreuses 
données  fournies  par  les  spectrogrammes  fdont  il  dispose  à 
l’observatoire  Lick,  a  trouvé  que  la  vitesse  des  étoiles  dans 
l’espace  va  en  augmentant  avec  leur  degré  d’avancement  dans 
l’évolution  stellaire,  les  étoiles. rouges  se  déplaçant  plus  rapide¬ 
ment  que  les  étoiles  jaunes  et  celles-ci  plus  rapidement  que  les 
blanches.  L’astronome  américain  a  aussi  déterminé  la  direction 
et  la  vitesse  du  mouvement  du  Soleil,  par  les  vitesses  radiales 
d’un  millier  d’étoiles,  et  a  obtenu  un  déplacement  de  18  kilo¬ 
mètres  par  seconde,  valeur  plus  petite  que  celle  déduite  par 
Lewis  Boss  de  la  considération  des  mouvements  propres  tirés 
de  son  Catalogue  général. 

Cependant  la  plus  belle  découverte  due  à  la  méthode  du  dépla¬ 
cement  des  raies  du  spectre  est  celle  des  étoiles  doubles  spec¬ 
troscopiques.  En  1889,  Ed.  Pickering  a  constaté  que  le  spectre 
de  l’étoile  appelée  Mizar  et  qui  appartient  à  la  belle  constella¬ 
tion  de  la  Grande  Ourse,  présente  un  phénomène  particulier  : 
toutes  les  raies  de  ce  spectre  se  dédoublent  périodiquement.  Cet 
astre  est  composé,  en  réalité,  de  deux  étoiles  brillantes  très 
rapprochées  et  tournant  rapidement  autour  de  leur  centre  de 
gravité  commun.  Il  en  résulte  que,  alternativement,  une  des 
composantes  se  rapproche  de  nous  quand  l’autre  s’éloigne,  ce 
qui  produit  des  déplacements  de  sens  opposés  dans  les  deux 
systèmes  de  raies  spectrales  et  leur  dédoublement  apparent. 
Lorsque  le  mouvement  est  dirigé  perpendiculairement  à  la  ligne 
de  visée,  les  vitesses  radiales  sont  milles,  les  raies  des  deux 
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spectres  ne  sont  pas  déplacées  et  restent  confondues.  Les  spec¬ 
tres  de  certaines  étoiles  montrent  une  oscillation  périodique  de 
leurs  raies,  mais  sans  dédoublement;  cette  variation  est  attribuée 
au  mouvement  de  circulation  d’une  étoile  brillante  par  rapport 
à  un  corps  relativement  obscur  ;  c’est  également  un  couple  ou 
étoile  double  spectroscopique. 

C’est  surtout  en  Amérique  que  le  mouvement  de  ces  corps,  de 
caractère  si  spécial,  a  été  étudié,  notamment  aux  observatoires 
Yerkes,  Lick  et  à  sa  succursale  du  mont  San-Cristobal,  à  Aile  - 
gheny,  et  au  mont  Wilson,  ainsi  qu’à  l’observatoire  du  Domi¬ 
nion  à  Ottawa. 

Campbell  a  publié,  en  1910,  son  deuxième  catalogue  d’étoiles 
binaires  spectroscopiques  et  il  a  annoncé  la  publication  d’un 
nouveau  recueil  du  même  genre. 

La  connaissance  des  mouvements  propres  et  des  vitesses 
radiales  a  permis  à  Lewis  Boss  d’établir  l’existence  d’un  corn 
rant  convergent  d’étoiles  dans  la  constellation  du  Taureau,  d’en 
fixer  le  mouvement  dans  l’espace  et  la  distance. 

H. -N.  Bussel,  directeur  de  l’observatoire  de  Princeton  (New- 
Jersev),  a  déterminé  la  magnitude  absolue  d’assez  nombreuses 
étoiles,  ce  qui  lui  a  permis,  en  se  basant  sur  certaines  lois  phy¬ 
siques,  d’en  déduire  leur  diamètre.  Il  a  trouvé  que  pour  diverses 
étoiles  rouges,  An  tarés  et  Bételgeuse,  ce  diamètre  vaut  cent  ou 
deux  cents  fois  celui  de  notre  Soleil,  tandis  que  pour  les  étoiles 
blanches,  telles  que  Yéga  et  Sirius,  il  ne  dépasse  pas  deux  à 
trois  fois  ce  même  diamètre.  Il  a  constaté  de  plus,  que  si  l’on 
compare  les  magnitudes  absolues  des  étoiles  appartenant  aux 
divers  types  stellaires,  elles  forment  deux  séries  divergeant  à 
partir  du  type  A  (étoiles  blanches),  pour  se  séparer  de  plus  en 
plus  à  mesure  que  l’on  se  rapproche  du  type  M  (étoiles  rouges). 
De  sorte  que  l’écart  entre  ce  que  l’on  a  appelé  les  étoiles  géantes 
et  les  étoiles  naines  s’accentue  davantage  lorsque  l’on  considère 
des  étoiles  d’un  type  plus  avancé.  Ainsi,  les  étoiles  géantes  des 
types  F  et  G  ont  un  volume  plusieurs  centaines  de  fois  plus 
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considérable  que  les  étoiles  naines  des  mêmes  types,  tandis  que 
pour  celles  dont  les  types  stellaires  sont  K  et  M,  ces  rapports 
sont  compris  entre  2,000  et  300,000. 

La  division  des  étoiles  en  géantes  et  en  naines  a  été  confirmée 
par  des  déterminations  récentes  de  parallaxes  stellaires,  effec¬ 
tuées  au  mont  Wilson  par  Adams  et  Joy. 

Suivant  Russell,  les  étoiles  rouges  géantes  représentent  l’état 
primitif  de  ces  astres;  quand  leur  éclat  devient  suffisant  pour 
les  rendre  perceptibles  à  notre  vue,  elles  se  contractent,  tandis 
que  leur  température  augmente,  et  elles  évoluent  du  type  M  vers 
le  type  B;  après  être  passées  par  un  maximum,  leur  température 
décroît,  et  l’astre  qui  est  entré  dans  la  catégorie  des  étoiles 
naines  continue  à  évoluer,  mais  en  sens  inverse,  vers  les  types 
F  et  M.  L’étoile  passe  ainsi  deux  fois  par  les  mêmes  types 
spectraux,  d’abord  comme  étoile  géante  dont  les  dimensions 
vont  en  diminuant,  puis  ensuite  comme  étoile  naine  dont 
l’éclat  s’affaiblit  graduellement.  Pour  une  cause  encore  inconnue, 
mais  probablement  de  nature  chimique,  l’astre  éclate  et  il  se 
produit  ce  qu’on  appelle  une  étoile  nouvelle  qui  passe  brusque¬ 
ment  du  type  nain  au  type  géant,  pour  parcourir  de  nouveau  le 
même  cycle.  Cette  nouvelle  conception  cosmogonique  de  Russell 
est  fort  séduisante,  mais  me  paraît  nécessiter  de  nouvelles 
recherches  afin  d’y  englober,  d’une  manière  rationnelle,  cer¬ 
tains  astres  particuliers  tels  que  les  étoiles  à  raies  brillantes  et 
les  nébuleuses  planétaires. 

Un  progrès  considérable  a  été  réalisé  dans  la  mesure  des  très 
petites  distances  apparentes,  en  appliquant  les  procédés  interfé- 
rentiels  préconisés  autrefois,  à  l’observatoire Lick,  par  Michelson, 
le  physicien  si  connu,  et  plus  tard  par  M.  Hamy,  à  Paris. 
J. -À.  Anderson  a  utilisé,  suivant  les  indications  de  Michelson, 
la  méthode  interférentielle,  au  mont  Wilson,  il  y  a  deux  ans 
environ,  pour  l’étude  du  système  double  spectroscopique  de 
Capella,  en  se  servant  du  télescope  Hooker.  11  a  trouvé  que  les 
deux  composantes  de  l’étoile  sont  à  une  distance  de  0",04,  ce  qui 
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permet,  connaissant  la  durée  de  révolution  et  la  vitesse  orbitale, 
donnée  par  le  spectroscope,  de  calculer  la  parallaxe  ou  la 
distance  de  Capella.  Depuis,  on  est  parvenu  à  déterminer  le 
diamètre  apparent  de  certaines  étoiles  et,  leur  distance  étant 
connue,  de  trouver  leur  diamètre  réel  ;  l’année  dernière,  les 
mesures  de  F. -G.  Pease  et  d’Anderson  ont  montré  que  la 
circonférence  de  l’étoile  Betelgeuse  ou  a  d’Orion  (du  type  M)  est 
à  peu  près  la  même  que  celle  de  l’orbite  de  Mars,  ce  qui  corres¬ 
pond  à  un  diamètre  de  MO  millions  de  kilomètres.  Plus  récem¬ 
ment,  on  a  trouvé  pour  valeur  du  diamètre  d’Arcturus  (du  type  K) 
31  millions  de  kilomètres  ou  vingt-deux  fois  le  diamètre  du 
Soleil.  Ces  résultats  merveilleux  confirment  les  déductions 
auxquelles  on  était  arrivé  indirectement  concernant  l’existence 
des  étoiles  géantes  de  couleur  rouge. 

Parmi  les  recherches  relatives  aux  nébuleuses  nous  devons 
mentionner  spécialement  la  détermination  des  vitesses  radiales 
des  nébuleuses  spirales  effectuées  par  Slip  ber  à  l’observatoire 
Lowell.  Il  a  trouvé  des  déplacements  qui  dépassent  souvent 
•mille  kilomètres  à  la  seconde,  et,  chose  curieuse,  les  nébuleuses 
qui  s’éloignent  de  nous  sont,  de  beaucoup,  les  plus  nombreuses. 
Cet  astronome  a  également  étudié,  par  la  même  méthode,  la 
rotation  de  ces  nébuleuses,  que  Yan  Maanen,  au  mont  Wilson, 
a  essayé  d’obtenir  par  des  mesures  très  délicates  effectuées  sur 
des  clichés  photographiques. 

La  structure  de  ces  immenses  amas  de  gaz  ou  d’étoiles  a  fait 
également  l’objet  des  études  de  Campbell,  Wright,  Baie,  Seares, 
Curtis,  Baiiey,  etc. 

Les  étoiles  variables  nommées  Céphéides  sont  caractérisées 
par  une  augmentation  rapide  d’éclat,  jusqu’à  un  maximum,  suivi 
d’une  diminution  beaucoup  plus  lente  jusqu’au  minimum. 
Miss  Leavitt  a  trouvé  qu’il  existe  une  relation  entre  la  durée  de 
la  période  de  ces  étoiles  et  leur  éclat.  Harlow  Shapley,  au  mont 
Wilson,  a  étudié  plus  de  250  Céphéides  et  il  a  établi  une  rela¬ 
tion  entre  la  magnitude  absolue  de  ces  étoiles  et  le  logarithme 
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de  leur  période:  plus  la  variable  est  lumineuse,  plus  longue  est 
la  période  (*).  On  peut  donc  calculer  la  distance  des  Géphéides 
et  des  groupements  d’étoiles  auxquels  elles  appartiennent,  tels 
que  les  amas  globulaires,  qui  sont  de  forme  sphéroïdale  et 
présentent  une  grande  concentration  d’étoiles  dans  leur  partie 
centrale.  Shapley  a  étudié  les  86  amas  globulaires  connus  :  il  a 
constaté  qu’ils  présentent  entre  eux  beaucoup  de  ressemblance; 
ils  forment  des  systèmes  isolés;  ils  sont  légèrement  aplatis  et 
leurs  distances  sont  comprises  entre  20,006  (w .  Centaure)  et 
220,000  années  de  lumière  (N.  G.  C.  7006,  dans  le  Dauphin). 

L’amas  d’Hercule  (Messier  13)  a  une  parallaxe  d’environ 
O"6001  ;  il  faut  360  siècles  à  la  lumière  pour  arriver  jusqu’à  nous 
et  son  diamètre  est  environ  la  centième  partie  de  cette  distance. 
Toutes  les  étoiles  visibles  sur  les  photographies  sont  des  géantes, 
mais  cependant,  en  apparence,  il  y  en  a  peu  qui  dépassent  la 
treizième  grandeur.  Notre  Soleil  placé  à  cette  distance  serait 
lui-même  inférieur  à  la  vingtième  grandeur.  Cet  amas  a  un 
mouvement  d’ensemble  de  200  à  300  kilomètres  par  seconde  et 
dirigé  vers  nous  ;  dans  50  millions  d’années  il  aura  atteint  le  * 
plan  de  la  Voie  lactée  et  ne  sera  plus  isolé  dans  l’espace. 

Considérés  dans  leur  ensemble,  les  amas  globulaires  forment 
un  vaste  système  ayant  approximativement  une  forme  ellip¬ 
soïdale,  qui,  dans  le  sens  du  plan  galactique,  semble  avoir  au 
moins  300,000  années  de  lumière  de  diamètre.  Ils  paraissent  se 
rapprocher  de  ce  plan  avec  des  vitesses  énormes.  Suivant  la 
conception  de  Shapley,  les  amas  globulaires  finiraient  par  se 
désagréger  et  faire  partie  de  notre  système  stellaire  ;  quant  aux 
nébuleuses  spirales  elles  représenteraient  une  espèce  différente 
d’unité  sidérale  et  semblent  gouvernées,  en  grande  partie,  par 
des  forces  répulsives.  Le  système  galactique,  de  forme  aplatie, 
se  meut,  dans  son  ensemble,  à  peu  près  dans  son  propre  plan 


p)  Ces  étoiles  ont  généralement  un  volume  considérable  et  une  très  faible 
densité. 
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avec  une  vitesse  de  l’ordre  de  200  kilomètres  par  seconde,  en 
s’assimilant  les  amas  globulaires  qui  entrent  dans  sa  sphère 
d’action  et  repoussant  les  nébuleuses  spirales  voisines,  à  peu 
près  comme  la  proue  d’un  navire  en  mouvement  fend  les  ondes. 

Ce  résumé,  quoique  extrêmement  succinct,  permettra  de  se 
représenter  la  structure  de  l’Univers,  suivant  les  idées  nouvelles 
qui  résultent  des  recherches  de  Shapley. 

J’ai  exposé  sommairement  les  résultats  les  plus  importants 
des  travaux  effectués  au  cours  de  ces  dernières  années  dans 
les  observatoires  des  États-Unis.  Il  me  reste  à  dire  quelques 
mots  concernant  l’astronomie  théorique.  Bans  ce  domaine,  les 
recherches  relatives  au  mouvement  des  planètes  et  de  la  Lune, 
dues  à  Simon  Newcomb,  l’ont  placé  au  premier  rang  des  astro¬ 
nomes  de  notre  temps.  Nous  citerons  aussi  les  beaux  travaux  de 
mécanique  céleste  de  Bill,  de  Chamberlain  et  de  Moulton  ainsi 
que  les  études  de  Leuschner,  directeur  de  l’observatoire  de  Ber¬ 
keley,  sur  la  détermination  des  orbites. 

E.-W.  Brown,  professeur  à  l’Université  Yale,  de  New-Haven, 
après  trente  années  de  travail,  a  publié  une  nouvelle  théorie  de 
la  Lune,  dans  laquelle  il  a  poussé  l’approximation  beaucoup 
plus  loin  que  ses  devanciers  II  a  montré  d’une  manière  défini¬ 
tive,  grâce  à  la  précision  de  ses  résultats,  que  le  mouvement  de 
notre  satellite  présente  de  petites  fluctuations  qui  ne  peuvent 
être  complètement  expliquées  en  se  basant  uniquement  sur  la 
loi  de  la  gravitation  universelle.  Brown  a  suggéré  qu’il  pouvait 
exister  des  forces  de  nature  électrique  ou  magnétique  qui,  dans 
certains  cas  particuliers,  pourraient  avoir  une  influence  sensible 
sur  le  mouvement  des  corps  célestes. 

Tout  récemment,  il  a  attiré  l’attention  sur  Légalité  presque 
rigoureuse  entre  la  période  d’une  grande  inégalité  lunaire, 
l’évection,  et  celle  du  mouvement  de  l’axe  magnétique  du  Soleil, 
et  il  s’est  demandé  s’il  n’v  aurait  pas  une  certaine  liaison  entre 
les  deux  phénomènes. 
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Les  astronomes  des  États-Unis  ont  fondé,  en  1889,  une 
société,  extrêmement  prospère,  Y  American  astronomicai  Society , 
qui,  tous  les  ans,  tient  d’importantes  sessions.  On  peut  noter 
aussi  l’existence  de  groupements  d’astronomes  et  d’amateurs, 
créés  dans  le  but  de  faire,  en  commun,  des  observations  d’étoiles 
filantes,  d’étoiles  variables,  etc.,  suivant  un  programme  déter¬ 
miné  à  l’avance.  Enfin,  je  signalerai  aussi  la  Société  astronomique 
du  Pacifique,  qui  réunit,  sous  la  direction  des  astronomes  appar¬ 
tenant  aux  observatoires  voisins  de  la  côte,  tous  les  amateurs 
sérieux  de  la  partie  occidentale  des  États-Unis;  cette  société, 
très  active,  fait  paraître  une  publication  semi-mensuelle  de 
grande  valeur. 

Il  existe  deux  revues,  de  caractère  exclusivement  scientifique, 
Y  Astronomicai  Journal ,  fondé  en  1851,  et  qui  a  recommencé  à 
paraître  en  1886,  après  une  interruption  de  25  ans,  et  YAstro- 
physical  Journal ,  qui  est  publié  depuis  1895.  H  y  a  également 
une  très  intéressante  publication,  Popular  Astronomy,  qui 
s’adresse  plutôt  aux  amateurs  et  qui  paraît  depuis  1893. 

Le  coup  d’œil  que  nous  venons  de  jeter  sur  l’état  de  l’astro¬ 
nomie  aux  États-Unis  ne  constitue  en  réalité  qu’un  des  aspects 
du  développement  merveilleux  qu’a  pris  depuis  une  trentaine 
d’années  le  mouvement  scientifique  chez  cette  grande  nation. 

Les  progrès  considérables  qui  y  ont  été  réalisés  en  un  temps 
relativement  court  dans  notre  connaissance  de  la  science  du 
ciel  doivent  constituer  un  stimulant  pour  les  pays  de  la  vieille 
Europe. 

Nous  ne  pouvons  espérer  arriver  ici  à  une  organisation  aussi 
puissante  et  aussi  complète  que  celle  des  grands  instituts  amé¬ 
ricains,  mais  cependant  il  serait  indispensable,  pour  que  notre 
pays  conservât  un  rang  honorable  dans  la  science,  de  voir  se 
développer  au  sein  de  notre  observatoire  un  service  d’astro¬ 
physique  possédant  un  instrument  assez  puissant  et  muni  de 
l’outillage  nécessaire  aux  recherches  spectrales. 
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En  esquissant  aujourd’hui  ce  tableau  de  l’astronomie  amé¬ 
ricaine,  j’ai  essayé  non  seulement  de  montrer  ce  qui  peut  être 
réalisé  par  des  efforts  constants  et  bien  coordonnés,  mais  j’ai 
voulu  aussi  rendre  hommage  à  la  nation  généreuse  qui  durant 
les  rudes  épreuves  que  nous  avons  traversées  nous  a  tendu  une 
main  secourable,  et  rappeler  son  rôle  dans  la  création  de  la 
Fondation  universitaire,  oeuvre  d’un  intérêt  capital  pour  le 
développement  intellectuel  de  notre  pays. 


L’Enseignement  supérieur  agronomique  dans  ie  cycle 
des  hautes  études. 

Lecture  par  M.  Émile  MARCHAL,  membre  de  la  Classe. 

Le  temps  n’est  guère  éloigné  où  la  première  des  industries 
de  l’homme,  l’agriculture,  était  encore  régie  par  une  routine 
pour  ainsi  dire  immuable. 

La  tradition,  fruit  de  l’expérience  accumulée  des  générations 
successives  de  travailleurs  de  la  terre,  constitue  aujourd’hui 
encore  le  code  empirique  auquel  les  peuples  restés  incultes 
empruntent  les  règles  de  la  production  agricole. 

On  pourrait  s’étonner  de  ce  que  l’observation  attentive  et 
continue  de  la  plante  et  de  l’animal  n’ait,  au  cours  des  siècles, 
amené  l’homme  des  champs  à  réaliser  aucun  progrès  marquant 
dans  l’art  de  cultiver  la  terre.  C’est  que  l’aire  des  déductions 
auxquelles  conduit  la  simple  observation  *  des  phénomènes 
vitaux  se  maintient  entre  des  limites  intransgressibles,  et  il  faut 
nécessairement  l’intervention  de  connaissances  empruntées  à 
d’autres  domaines  pour  en  déterminer  les  causes  et  en  inter¬ 
préter  le  mécanisme. 

Le  jeu  des  actions  qui  caractérisent  la  vie  étant  essentiellement 
physico-chimique,  il  a  fallu  attendre  que  fussent  connues  les 
propriétés  fondamentales  de  la  matière  et  de  l’énergie  pour 
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que  put  être  abordée  l’étude  des  grands  principes  de  physio¬ 
logie  végétale  qui  éclairent  la  production  agricole. 

Aussi  la  conquête  de  ces  derniers  devait-elle  être  le  point  de 
départ  de  cette  renaissance  scientifique  de  l’agriculture  qui  a 
fait  d’un  art  rudimentaire  et  essentiellement  empirique  une 
industrie  complexe,  raisonnée  et  éminemment  progressiste. 

Les  progrès  enregistrés  par  l’agriculture  depuis  trois  quarts 
de  siècle  sont  à  ce  point  remarquables  que  l’on  doit  considérer 
leur  acquisition  comme  une  des  plus  belles  victoires  de  l’esprit 
humain  aux  prises  avec  les  forces  insoumises  de  la  nature. 

De  même  que  les  perfectionnements  réalisés  dans  le  rende¬ 
ment  de  la  machine  à  vapeur  depuis  Watt  jusqu’à  nos  jours  et 
qui  ont  réduit  la  consommation  de  houille  par  cheval-vapeur 
et  par  heure,  de  4  à  5  kilogrammes,  à  moins  de  0kg7,  constituent 
le  critérium  le  plus  caractéristique  des  progrès  de  la  technique 
industrielle,  de  même  l’augmentation  de  rendement  de  la  culture 
du  blé  synthétise  clairement  l’ensemble  des  avantages  succes¬ 
sivement  réalisés  par  la  technique  agricole  et  en  mesure  mathé¬ 
matiquement  l’importance. 

Sur  la  foi  de  statistiques  sérieuses,  le  rendement  moyen  de  la 
culture  du  Froment  dans  notre  pays  est  passé  de  1,485  kilo¬ 
grammes  à  l’hectare  en  1840,  à  2,520  kilogrammes  en  1918. 
Certes,  nous  sommes  loin,  en  agriculture,  de  l’augmentation  de 
près  de  î  à  10  marquée  par  les  progrès  de  la  machine  à  vapeur, 
mais  cette  différence  souligne  la  distinction  essentielle  existant 
entre  les  industries  basées  exclusivement  sur  l’accomplissement 
de  réactions  physico-chimiques  et  celles  dans  lesquelles  inter¬ 
viennent  des  êtres  vivants,  des  réactions  biologiques  toujours 
plus  ou  moins  inconstantes  dans  leurs  résultats  et  capricieuses 
dans  leur  cours. 

Quoi  qu’il  en  soit,  les  progrès  réalisés  dans  le  domaine  agro¬ 
nomique  sont  le  fruit  d’une  collaboration,  souvent  d’ailleurs 
inconsciente,  de  la  recherche  scientifique  et  de  l’expérimentation 
pratique. 
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L’Agronomie  n’est,  en  effet,  qu’une  encyclopédie  d’appli¬ 
cations  des  sciences  pures;  celles-ci  constituent  les  sources 
fécondes  d’où  découlent,  souvent  après  bien  des  détours,  tous 
les  perfectionnements  techniques. 

Je  rappelais  à  l’instant  comment  la  découverte  des  lois  fonda¬ 
mentales  de  la  nutrition  des  plantes,  formulées  pour  la  première 
fois  d’une  façon  précise  par  Liebig,  en  1840,  avait  été  le  point 
de  départ  de  la  rénovation  de  l’agriculture. 

Laissons  s’écouler  les  premières  décades  de  cette  évolution  et 
recherchons  l’origine  de  quelques-unes  des  acquisitions  les  plus 
marquantes  réalisées  au  cours  de  ces  dernières  années  dans  le 
domaine  agronomique. 

Des  divers  éléments  que  le  cultivateur  doit  restituer  à  la  terre 
pour  compenser  les  prélèvements  auxquels  donnent  lieu  les 
récoltes,  c’est  l’azote  qui  doit  fixer  plus  spécialement  son  atten¬ 
tion. 

Les  engrais  azotés  sont  à  ce  point  précieux  et  rares  qu’il  y  a 
peu  d’années  encore,  l’humanité  pouvait  concevoir  certaines 
appréhensions  au  sujet  de  son  approvisionnement  en  matières 
alimentaires  et  spécialement  en  céréales,  du  fait  que  les  gise¬ 
ments  de  nitrates,  qui  représentent  la  réserve  mondiale  naturelle 
la  plus  importante  d’azote  assimilable  pour  les  plantes,  sont 
loin  d’être  inépuisables. 

Mais  aujourd’hui,  grâce  à  la  science  des  laboratoires,  ces 
craintes  sont  dissipées  et  l’agriculture  est  assurée  de  disposer  de 
quantités  indéfinies  d’azote  emprunté  à  la  source  inépuisable 
que  représente  l’atmosphère. 

Déjà  à  la  fin  du  siècle  dernier,  à  la  suite  des  recherches  de 
divers  biologistes,  parmi  lesquels  j’aime  à  rappeler  le  nom  de 
mon  regretté  maître  Émile  Laurent,  on  savait  que  les  plantes 
légumineuses,  grâce  à  leur  union  symbiotique  avec  une  bacté- 
riacée  fixatrice  d’azote,  peuvent  puiser  indirectement  le  précieux 
élément  à  l’atmosphère  et  en  organiser  ainsi  jusqu’à  200  kilo¬ 
grammes  par  hectare  et  par  an. 
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L’engrais  vert  azoté  obtenu  par  l’enfouissement  de  légumi¬ 
neuses  a  rendu  des  services  inestimables  pendant  la  guerre  et  a 
largement  contribué  à  soutenir  la  productivité  de  nos  terres. 

Toutefois,  malgré  les  perfectionnements  que  lui  a  apportés 
l’étude  approfondie  de  son  mécanisme  et  spécialement  la  con¬ 
naissance  des  procédés  de  culture  et  d’inoculation  du  microbe 
spécifique,  la  fixation  biologique  n’en  constitue  pas  moins  encore 
une  méthode  relativement  précaire  de  captation  de  l’azote  élé¬ 
mentaire. 

En  revanche,  la  fixation  physico-chimique  présente  dans  son 
accomplissement  toute  la  régularité  d’une  opération  industrielle. 

On  sait  que  pour  vaincre  l’inertie  remarquable  de  l’azote, 
pour  l’amener  à  se  combiner  avec  d’autres  corps,  avec  l’oxygène, 
par  exemple,  il  faut  mettre  en  œuvre  une  somme  considérable 
d’énergie  que  seul  l’arc  voltaïque  est  en  mesure  de  fournir. 

Aussi  le  problème  de  là  fixation  physico-chimique  de  l’azote 
est-il  dominé  par  la  question  de  la  production  économique  de 
l’énergie  électrique. 

Le  premier  produit  fertilisant  obtenu  par  synthèse  fut  la  cya- 
namide  calcique,  résultat  de  la  réaction  de  l’azote  sur  le  carbure 
de  calcium,  et  qui  constitue  comme  tel  un  engrais  apprécié.  Sa 
transformation,  devenue  aujourd’hui  industrielle,  en  urée  fournit 
une  matière  fertilisante  de  tout  premier  ordre. 

En  même  temps  que  se  développait  l’industrie  de  lacyanamide, 
voyait  le  jour  un  autre  procédé  de  captation  de  l’azote  basé  sur 
la  combustion  de  cet  élément  sous  l’influence  de  la  chaleur  déve¬ 
loppée  par  l’arc  voltaïque.  L’étude  minutieuse  de  cette  réaction 
endothermique  conduisit  les  physico-chimistes  à  jeter  les  bases 
de  l’industrie  des  nitrates  artificiels,  devenue  aujourd’hui  très 
importante,  notamment  dans  les  pays  Scandinaves. 

Enfin,  plus  récemment  encore,  on  réussissait  la  synthèse 
industrielle  de  l’ammoniaque  par  la  combinaison  de  l’azote  et 
de  l’hydrogène  en  présence  de  catalyseurs  chauffés  à  500-600°. 

Sous  la  pression  des  nécessités  de  la  guërye,  ces  différents  pro- 
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cédés  de  captation  de  l’azote  libre  ont  été  immédiatement  mis 
en  application  dans  de  formidables  usines,  véritables  merveilles 
de  Mécanique  et  de  Physico-chimie  appliquées. 

Maintenant,  ces  usines  vont  devoir  changer  la  destination  de 
leurs  produits;  d’engins  de  destruction,  ces  derniers,  par  un 
heureux  retour  des  choses,  vont  devenir,  aux  mains  du  cultiva¬ 
teur,  de  précieux  facteurs  de  production. 

Avec  l’ammoniaque  des  houilles  et  des  tourbes,  dont  la  récu¬ 
pération  a,  de  son  côté,  été  grandement  perfectionnée,  les 
engrais  synthétiques  mettront  à  la  disposition  de  l’agriculture 
des  quantités  illimitées  d’azote. 

Ce  fait  marque  une  date  mémorable  dans  l’histoire  de  l’agri¬ 
culture,  car  il  correspond  à  la  disparition  d’un  des  facteurs- 
limites  de  la  productivité  potentielle  de  la  terre. 

En  même  temps  que  la  Science  étendait  ainsi  la  capacité  pro¬ 
ductive  du  sol,  elle  mettait  à  la  disposition  des  cultivateurs  des 
variétés  d’élite  capables  de  traduire,  en  hauts  rendements, 
l’augmentation  de  fertilité  acquise. 

La  Génétique,  ce  domaine  si  documenté,  si  vivant,  de  la 
Biologie,  devait  en  fournir  les  moyens. 

La  découverte  de  la  mutai  ion,  les  notions  d’espèce  élémen¬ 
taire,  de  lignée  pure,  devaient  révolutionner  l’art  de  l’améliora¬ 
tion  des  plantes,  resté  jusque-là  empirique.  La  sélection  dite 
«  massale  »,  basée  sur  un  choix  de  types  répété  dans  le  même 
sens  au  cours  de  nombreuses  générations  et  qui  n’amène  qu’une 
amélioration  lente  et  inconstante  des  formes,  a  fait  place  à  la 
sélection  «  individuelle  »  ou  «  généalogique  »  qui,  des  popula¬ 
tions  hétérogènes  que  représentent  nos  plantes  culturales,  dégage 
des  lignées  d’élite,  souches  de  races  immédiatement  fixées. 

D’autre  part,  l’application  des  lois  de  l’hérédité  mendélienne 
à  la  technique  de  l’hybridation  a  permis  de  créer,  par  des  croi¬ 
sements  judicieux,  des  types  alliant  d’une  façon  heureuse  des 
qualités  jusque-là  i’rpanage  de  formes  distinctes. 

Appuyée  sur  les  données  purement  scientifiques  de  la  Géné- 


789 


É.  Marchai.  —  V Enseignement  supérieur  agro7iomique 


tique,  l’amélioration  des  plantes  a  fait,  au  cours  de  ces  dix  der¬ 
nières  années,  des  progrès  surprenants  et  qui  font  mieux  encore 
augurer  de  l’avenir. 

L'amélioration  des  races  animales,  elle  aussi,  est  entrée,  bien 
que  plus  tardivement,  dans  cette  voie  scientifique  où  elle 
trouvera  certes  les  directives  rationnelles  qui  lui  manquaient 
jusqu’ici. 

Mais  1’  «  amélioration  »  des  plantes  cultivées  au  sens  anthro¬ 
pomorphique  du  mot  est  généralement  l’antithèse  du  perfec¬ 
tionnement  spécifique  ;  elle  crée  des  types  certes  mieux  adaptés 
à  la  satisfaction  des  besoins  de  l’homme  mais  qui,  en  revanche, 
sont,  dans  une  certaine  mesure  tout  au  moins,  physiologiquement 
affaiblis  et  qui  succombent  facilement  lorsqu’ils  sont  exposés 
aux  effets  de  la  concurrence  vitale  et  à  l’attaque  des  parasites. 

Aussi  l’agriculture  intensive  doit-elle  de  plus  en  plus  compter 
avec  ces  derniers  et  s’armer  pour  se  défendre. 

C’est  encore  le  concours  des  sciences  pures  qui  lui  en  four¬ 
nira  les  moyens.  La  Mycologie,  l’ Entomologie,  en  étudiant 
minutieusement  les  mœurs  des  parasites  et  les  réactions  dont 
s’accompagne  l’invasion  de  l’organisme,  rendront  possible  l’éta¬ 
blissement  des  règles  d’une  thérapeutique  rationnelle. 

J’ai  acquis  la  conviction  que  c’est  de  la  collaboration  intime 
de  ces  deux  disciplines  de  la  Biologie  :  la  Pathologie  végétale 
et  la  Génétique  que  sortiront,  à  l’avenir,  les  progrès  les  plus 
marquants  de  la  production  agricole. 

On  peut  poser  en  fait  que,  tout  au  moins -dans  les  pays  où 
l’agriculture  revêt  un  caractère  intensif  au  maximum,  les  pra¬ 
tiques  de  la  culture  proprement  dite  ont  atteint  à  l’heure  actuelle 
un  degré  de  perfection  qui  ne  semble  guère  pouvoir  être  nota¬ 
blement  dépassé. 

Dans  ces  conditions,  une  augmentation  nouvelle  de  la  produc¬ 
tion  ne  peut  être  recherchée  que  dans  la  découverte  de  races 
particulièrement  généreuses  et,  de  plus,  résistantes  aux  mala¬ 
dies,  ce  qui  permet  d’éluder  l’obligation  de  lutte  directement 
contre  ces  dernières. 
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Yoici  un  exemple  frappant  de  ce  que  peut  la  science  dans  cet 
ordre  d’idées  : 

J’assistais,  il  y  a  quelques  jours,  à  Londres,  à  une  Conférence 
internationale  de  la  Pomme  de  terre,  réunie  pour  étudier,  en 
quelques  séances  de  documentation  mutuelle  et  de  discussions, 
les  moyens  les  plus  propres  à  conjurer  les  dangers  nouveaux 
et  extrêmement  graves  qui  menacent  à  l’heure  actuelle  la  pro¬ 
duction  du  précieux  tubercule  alimentaire. 

Ces  dangers  nouveaux  sont  représentés  spécialement  par  une 
affection  parasitaire  :  la  «  gale  noire  »  ou  «  chancre  »,  déter¬ 
minée  par  un  champignon  inférieur  :  Sync/ujtrium  endohioticum . 

Cet  ennemi  redoutable,  qui  peut  annihiler  complètement  la 
récolte  de  la  Pomme  de  terre,  observé  pour  la  première  fois  en 
Hongrie  vers  1896,  n’a  attiré  l’attention  que  depuis  une  dizaine 
d’années,  pendant  lesquelles  on  l’a  repéré  successivement  en 
Angleterre,  en  Allemagne,  en  Tchéco-Slovaquie,  dans  les  pays 
Scandinaves,  en  Hollande  et  aux  Etats-Unis. 

Notons,  en  passant,  que  la  France  et  la  Belgique  en  sont 
encore,  à  l’heure  actuelle,  heureusement  indemnes. 

Dans  les  îles  Britanniques,  malgré  l’application  de  mesures 
législatives  très  sévères  tendant  à  provoquer  l’extinction  des 
foyers  de  gale  noire,  cette  affection  se  trouve  aujourd’hui 
répandue  sur  la  plus  grande  partie  du  territoire,  suscitant  des 
craintes  très  sérieuses  pour  l’avenir  de  la  production  de  la 
Pomme  de  terre. 

L’extrême  importance  du  problème  a  provoqué  l’éclosion  de 
travaux  nombreux  et  de  haute  portée.  La  question  a  été  abordée 
à  la  fois  du  côté  phytopathologique  par  l’étude  minutieuse  de  la 
biologie  du  parasite  et  de  sa  sensibilité  aux  agents  physiques 
et  chimiques,  et  du  côté  génétique  par  la  recherche  de  variétés 
résistantes. 

La  Conférence  de  Londres  a  permis  d’enregistrer  la  pleine 
réussite  de  cette  croisade  scientifique. 

La  gale  noire,  qu’aucun  traitement  direct  n’est  en  mesure 
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d’atteindre,  peut  être  évitée  par  l’emploi  exclusif  des  variétés 
que  les  génétistes  et  spécialement  les  génétistes  anglais  sont 
parvenus  à  créer  et  qui  unissent  à  une  haute  valeur  culturale, 
une  résistance  victorieuse  à  la  maladie. 

Certes,  le  danger  n’est  pas  délinitivement  écarté  pour  l’avenir. 
L’immunité  des  variétés  nouvelles  à  l’égard  de  la  gale  noire 
est-elle  absolue,  définitive?  Représente-t-elle  un  facteur  hérédi¬ 
taire  dont  la  présence  ou  l’absence  dans  le  génotype  est  déci¬ 
sive,  ou  bien  n’est-elle  que  relative  et  susceptible  de  se  laisser 
entamer  dans  des  conditions  déterminées?  C’est  ce  que  l’avenir 
nous  apprendra. 

Quoi  qu’il  en  soit,  grâce  à  la  recherche  scientifique,  l’agro¬ 
nome  se  trouve  être,  temporairement  tout  au  moins,  maître  de 
la  situation. 

Ces  quelques  exemples,  que  l’on  pourrait  multiplier  à  l’infini, 
suffisent,  je  pense,  pour  démontrer  qu’à  l’origine  de  tout  pro¬ 
grès  technique  se  trouve  une  suggestion  théorique,  fruit  de  la 
recherche  originale. 

Certes,  bien  souvent  le  savant,  uniquement  préoccupé  de  ses 
concepts  abstraits,  n’entrevoit  nullement  la  portée  utilitaire  de 
ses  découvertes,  et  c’est  alors  le  rôle  d’esprits  moins  originaux, 
mais  à  tournure  pratique,  de  saisir  le  parti  à  tirer  de  certaines 
données  scientifiques  dans  le  domaine  de  l’application. 

Mais,  amené  à  ce  point,  un  perfectionnement  technique 
appelle  encore  une  consécration  :  il  doit  recevoir  la  sanction  de 
la  pratique.  La  production  agricole  est,  en  effet,  basée  sur  des 
réactions  biologiques  tellement  complexes  qu’un  procédé  tech¬ 
nique  dicté  par  les  considérations  théoriques  les  plus  ration¬ 
nelles,  les  plus  rigoureusement  scientifiques,  peut  ne  pas  fournir 
de  prime  abord,  dans  l’application,  le  résultat  escompté,  faute 
d’avoir  tenu  compte  de  l’un  ou  l’autre  des  multiples  facteurs 
qui  le  conditionnent. 

Généralement  une  appréciation  plus  saine  des  contingences 
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permet,  après  quelques  tâtonnements,  une  mise  au  point  qui 
assure  la  réussite. 

Quoi  qu’il  en  soit,  les  suggestions  fournies  par  la  science 
conduisent  toujours,  tôt  ou  tard,  à  l’acquisition  définitive  de 
progrès.  Il  est  loin  d’en  être  de  même  des  déductions  tirées  par 
le  praticien  des  observations  journalières;  celles-ci  ne  four¬ 
nissent  que  des  probabilités  que  seule  une  interprétation  scien¬ 
tifique  peut  transformer  en  certitude. 

Enfin,  une  innovation  qui  a  subi  victorieusement  le  contrôle 
de  la  pratique  doit  encore,  pour  devenir  effectivement  utile,  être 
mise  à  la  portée  de  ceux  qui  sont  appelés  à  en  tirer  parti  ;  elle 
doit  être  vulgarisée. 

Dans  le  développement  du  progrès  agricole  le  rôle  de  la  vul¬ 
garisation  est  particulièrement  essentiel.  Les  conquêtes  de  la 
science  agronomique  doivent,  pour  faire  sentir  leurs  effets  salu¬ 
taires  sur  la  production,  diffuser  dans  les  masses  rurales;  leur 
vulgarisation  se  heurte  de  ce  fait  «à  de  grandes  difficultés  qu’aug¬ 
mentent  encore  le  degré  généralement  faible  d’instruction  des 
cultivateurs  et  l’attachement  opiniâtre  de  ceux-ci  aux  pratiques 
léguées  par  la  tradition. 

Conception  scientifique,  mise  au  point  et  contrôle  pratique, 
vulgarisation,  telles  sont  les  étapes  nécessaires  de  la  genèse 
de  tout  progrès  technique,  de  tout  progrès  agricole  en  par¬ 
ticulier. 

Dans  cette  œuvre  grandiose,  l’enseignement,  celui  du  degré 
supérieur  en  particulier,  a  joué  un  rôle  essentiel. 

L’importance  de  ce  rôle  est  appelé  dans  l’avenir  à  s’affirmer 
encore,  car,  dans  le  domaine  de  la  production  agricole,  l’acquisi¬ 
tion  de  progrès  nouveaux  deviendra  de  plus  en  plus  laborieuse, 
nécessitera  le  concours  d’une  technique  de  plus  en  plus  scienti¬ 
fique  que  1’enseignement  supérieur  est  le  seul  à  même  d’innover 
et  de  vulgariser. 

Le  meilleur  devenir  de  l’industrie  mère  de  l’humanité  se  trou¬ 
vant  ainsi  étroitement  lié  au  développement  de  l’enseignement 
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agronomique,  le  problème  de  l’organisation  de  ce  dernier  se 
trouve  du  fait  haussé  au  rang  de  question  d’intérêt  général. 
C’est  ce  qui  m’enhardit  à  vous  en /entretenir  aujourd’hui. 


Pendant  longtemps,  l’Institut  agricole  de  Gembloux  repré¬ 
senta,  seul  en  Belgique,  l’Enseignement  agronomique  supérieur. 

Créé  en  1860  par  Rogier,  au  moment  de  la  grande  mutation 
scientifique  de  l’agriculture,  avec  une  organisation  et  des  pro¬ 
grammes  très  novateurs  pour  l’époque,  il  a,  on  peut  le  dire, 
rempli  brillamment  dans  la  suite  son  rôle  de  promoteur  et  de 
vulgarisateur  des  progrès  de  l’Agronomie  en  répandant  dans  le 
pays  et  à  l’étranger  de  nombreuses  générations  de  techniciens 
supérieurement  outillés. 

En  1878,  l’Université  de  Louvain  annexait  à  sa  faculté  des 
sciences  un  Institut  agronomique  dont  l’organisation  était,  à 
peu  de  chose  près,  celle  de  J’Institut  agricole  de  l’Etat. 

Jusqu’en  1897,  le  cadre  primitif  des  hautes  études  agrono¬ 
miques  ne  subit  pas,  en  Belgique,  de  modifications  essentielles. 
A  cette  époque,  on  organisa,  à  la  suite  des  trois  années  d’études 
nécessaires  pour  l’obtention  du  diplôme  d’ingénieur  agricole, 
une  quatrième  année  facultative  et  spécialisée  conduisant  aux 
grades  nouveaux  d’ingénieur  forestier  et  d’ingénieur  des  indus¬ 
tries  agricoles,  une  troisième  spécialisation  :  Agronomie  et 
Enseignement,  n’étant  sanctionnée  par  aucun  diplôme  particulier. 

Cette  réforme  marquait  un  progrès  sérieux.  Elle  permettait 
de  décongestionner  quelque  peu  les  programmes  des  études 
d’ingénieur  agricole  que  le  développement  constant  de  l’agri¬ 
culture  et  de  ses  sciences  auxiliaires  avait  rendus  pléthoriques. 
Elle  instaurait,  d’autre  part,  deux  ordres  d’études  agronomiques 
spécialisés  répondant  à  un  réel  besoin  :  les  études  forestières, 
requises  pour  le  recrutement  du  personnel  de  l’Administration 
des  Eaux  et  Forêts,  et  les  études  de  Technologie  agricole,  desti- 
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nées  à  fournir  des  techniciens  aux  industries,  telles  que  la 
sucrerie,  la  distillerie,  la  laiterie,  etc. 

Toutefois,  la  réforme  se  montra  de  bonne  heure  insuffisante. 
La  nécessité  s’imposait  de  porter  à  quatre  années  la  durée  des 
études  agricoles  proprement  dites,  afin  de  remédier  définitive¬ 
ment  à  la  situation  intolérable  créée  par  la  surcharge  des  pro¬ 
grammes.  D’autre  part,  des  besoins  nouveaux  s’étaient  fait  jour  : 
notre  colonie  réclamait  des  techniciens  pour  i’organisation  de 
son  agriculture  ;  d’autre  part,  notre  horticulture  nationale, 
aspirant  à  augmenter  encore  sa  prospérité,  réclamait  des  con¬ 
seillers  scientifiques. 

De  cette  situation  est  né  le  statut  nouveau  de  l’Enseignement 
supérieur  agronomique  en  Belgique,  tel  qu’il  est  défini  par  la 
loi  du  !5  novembre  1919  et  par  les  arrêtés  royaux  des  8  avril 
et  14  août  1920. 

Les  grandes  lignes  de  cette  organisation  nouvelle  sont  les 
suivantes  :  Il  existe  deux  instituts  agronomiques  supérieurs  de 
l’État  :  l’un  d’expression  française,  à  Gembloux,  l’autre  d’expres¬ 
sion  flamande,  à  Gand,  et  un  institut  agronomique  libre  annexé 
à  l’Université  de  Louvain. 

La  durée  des  études  pour  l’obtention  du  titre  légal  y  est  de 
quatre  années  ;  les  deux  premières  (candidature)  sont  consacrées 
d’une  façon  tout  à  fait  prépondérante  à  une  préparation  scienti¬ 
fique  générale;  les  deux  dernières  à  la  formation  technique. 
Celle-ci  peut  être  spécialisée  dans  l’une  des  six  directions 
suivantes  :  Agriculture  des  régions  tempérées,  Agriculture  colo¬ 
niale,  Eaux  et  Forêts,  Horticulture,  Chimie  et  Industries 
agricoles,  Génie  rural.  Des  diplômes  spéciaux  sanctionnent  ces 
diverses  études  spécialisées.  Ces  diplômes  peuvent  être  soumis 
à  une  formalité  d’entérinement  auprès  d’une  Commission  fonc¬ 
tionnant  au  Ministère  de  l’Agriculture. 

L’organisation  nouvelle  marque  à  coup  sûr  une  étape  inté¬ 
ressante  de  l’évolution  de  l’enseignement  agronomique  dans 
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notre  pays;  son  application  est  de  nature  à  élever  encore  le 
niveau  scientifique  de  cet  enseignement  et  à  le  rapprocher  de 
très  près  de  celui  de  nos  universités. 

Répond-elle  entièrement  aux  nécessités  de  l’heure  présente? 
Il  serait  certes  prématuré  de  porter  un  jugement  définitif  à  cet 
égard,  le  régime  nouveau  n’étant  encore  que  dans  sa  deuxième 
année  de  fonctionnement. 

Aussi  n’ai-je  nullement  l’intention  de  soumettre  cette  réforme 
à  un  examen  critique.  Je  préfère,  me  dégageant  par  la  pensée 
des  réalités  existantes,  envisager  le  problème  comme  s’il  était 
posé  à  nouveau  dans  son  ensemble  et  examiner  avec  vous  la 
solution  la  plus  rationnelle  qu’il  semble  devoir  comporter. 

Pour  nous  éclairer  à  ce  sujet,  il  conviendrait  tout  d’abord  de 
chercher  à  bien  définir  ce  que  Ton  doit  demander  à  l’enseigne¬ 
ment  supérieur  agronomique. 

Pour  d’aucuns,  cet  enseignement  vise  uniquement  une  vulga¬ 
risation  raisonnée  des  méthodes  les  plus  rationnelles,  des  pro¬ 
cédés  techniques  les  plus  modernes  de  l’Agronomie;  il  doit 
tendre  avant  tout  à  former  des  hommes  supérieurement  outillés 
en  vue  de  la  pratique  de  telle  ou  telle  spécialisation  agrono¬ 
mique.  Pour  ceux-là,  il  doit  revêtir  un  caractère  d’utilité 
immédiate,  un  caractère  en  quelque  sorte  professionnel. 

Cette  conception  me  semble  méconnaître  le  but  le  plus  élevé, 
le  mode  d’activité  caractéristique  du  haut  enseignement. 

L’enseignement  supérieur,  qu’il  soit  scientifique  ou  tech¬ 
nique,  à  côté  de  sa  mission  vulgarisatrice,  doit  nécessairement 
contribuer  à  augmenter  le  patrimoine  de  la  Science. 

Il  doit  apporter  son  tribut  à  la  recherche  originale  par  le 
travail  personnel  de  ses  maîtres.  Personne  ne  contestera  que  le 
rôle  du  professeur  d’enseignement  supérieur  est  de  se  consacrer 
non  seulement  à  ce  la  science  qui  s’enseigne  »,  mais  encore  à  «  la 
science  qui  se  crée  »,  ces  deux  missions  s’harmonisant  d’ailleurs 
au  point  de  se  confondre.  L’érudition  dans  un  domaine  déter¬ 
miné  que  le  professeur  doit  acquérir  pour  créer  un  enseignement 
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imprégné  de  l’élévation  et  de  l’esprit  de  synthèse  propres  aux 
hautes  études  le  met  à  même  d’aborder  la  recherche  originale. 
Et  d’autre  part,  quel  précieux  stimulant  constitue  pour  l'homme 
d’étude  la  perspective  de  faire  bénéficier  son  enseignement  du 
fruit  de  ses  recherches  ! 

Au  reste,  ce  n’est  pas  uniquement  par  faction  directe  de  ses 
maîtres  que  l’enseignement  supérieur  doit  préparer  la  science  de 
demain  ;  il  y  contribuera  non  moins  puissamment  en  lui  recru¬ 
tant  des  adeptes,  en  développant  chez  l’étudiant  l’esprit  d’inves¬ 
tigation  et  le  goût  de  la  recherche  et  en  lui  inculquant  les 
méthodes  appropriées. 

Telle  est  la  mission  élevée  entre  toutes  du  haut  enseigne¬ 
ment. 

L’enseignement  agronomique,  pour  mériter  le  qualificatif  de 
supérieur,  ne  peut  y  faillir. 

À  côté  de  son  rôle  de  vulgarisateur,  rôle  assurément  primor¬ 
dial,  il  doit  avoir  un  rôle  créateur.  Il  doit  contribuer  activement 
au  développement  et  au  progrès  de  l’Agronomie,  non  seule¬ 
ment  par  l’activité  de  ses  maîtres,  mais  encore  en  préparant  une 
élite  de  chercheurs  supérieurement  outillés  pour  aborder  et 
résoudre  les  inconnues  que  le  constant  recul  des  limites  de  la 
science  soulève  à  chaque  pas. 

L’enseignement  propre  à  façonner  le  véritable  conseiller 
scientifique  de  l’agriculture,  l’Ingénieur  agronome,  comporte 
deux  parties  :  la  préparation  générale  et  la  formation  technique. 

La  première  doit  constituer  en  une  initiation  très  approfondie 
dans  la  connaissance  des  sciences  pures  dont  l’Agronomie  est 
tributaire. 

Je  crois  avoir  justifié,  par  le  rappel  de  quelques  faits 
empruntés  à  l’histoire  du  progrès  agricole,  la  nécessité  absolue 
d’une  haute  culture  scientifique  dans  la  formation  de  l’Ingénieur 
agronome.  II  semblerait  que  se  soit  l’enseignement  de  nos 
facultés  qui  fût  le  mieux  à  même  de  l’assurer. 
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Certes,  il  n’existe,  dans  l’arsenal  de  nos  candidatures  univer¬ 
sitaires,  aucun  grade  qui  consacre  la  préparation  désirée. 

Si  l’on  envisage,  en  effet,  la  série  des  phénomènes  naturels 
dont  la  connaissance  doit  éclairer  la  production  et  les  transfor¬ 
mations  des  matières  animales  et  végétales,  on  arrive  à  cette 
conclusion  que  la  formation  scientifique  générale  de  l’Ingénieur 
agronome  doit  présenter  un  caractère  encyclopédique  qui  n’est 
le  propre  d’aucune  candidature  universitaire.  Elle  comporte,  en 
effet,  à  côté  des  sciences  physiques  et  mathématiques,  les  sciences 
chimiques,  les  sciences  minérales  et  les  sciences  biologiques. 

ü  serait  certes  possible  de  constituer,  par  des  emprunts  judi¬ 
cieux  de  cours  aux  diverses  candidatures  des  facultés  de  sciences 
pures  et  de  sciences  appliquées  de  nos  universités,  un  ensemble 
réalisant  une  préparation  idéale  aux  études  agronomiques. 
Idéale,  non  seulement  par  la  qualité  de  l’enseignement,  par  la 
valeur  des  maîtres,  mais  aussi  par  la  richesse  et  la  perfection 
des  moyens  d’étude  dont  dispose  une  université  tant  dans  son 
sein  :  laboratoires,  outillage  expérimental,  que  dans  son 
ambiance  :  musées,  jardin  botanique,  etc. 

Je  disais  :  préparation  idéale  par  la  qualité  de  l’enseignement, 
car  je  suis  de  ceux  qui  pensent  que  l’enseignement  scientifique 
préparatoire  aux  études  techniques  doit  revêtir  le  même  caractère 
d’élévation  et  d’ampleur  que  celui  qui  prépare  aux  doctorats 
purement  scientifiques. 

Je  professe  à  ce  sujet  une  grande  méfiance  à  l’égard  de  ce  que 
l’on  appelle  volontiers  dans  la  méthodologie  des  sciences  prépa¬ 
ratoires  à  l’enseignement  technique,  l’ ce  orientation  »  des  études 
scientifiques  vers  les  applications.  Cette  orientation  ne  consiste 
généralement  qu’en  déplorables  lacunes  qui  non  seulement 
enlèvent  à  la  formation  scientifique  l’homogénéité  et  l’intégralité 
qui  en  font  la  valeur,  mais  encore  sont  éminemment  dangereuses, 
car  elles  laissent  l’étudiant  dans  l’ignorance  complète  de  certains 
problèmes,  actuellement  peut-être  purement  abstraits,  mais  dont 
peuvent,  jaillir,  dans  la  suite,  de  fécondes  applications. 
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La  candidature  universitaire  combinée  qui  réaliserait  la  base 
la  plus  rationnelle  pour  l’acquisition  de  la  science  agronomique 
demanderait  malheureusement  trois  années  d’études.  C’est  évi¬ 
demment  trop  et  de  nature  à  rompre  l’équilibre  qui  doit  exister 
entre  la  préparation  scientifique  et  la  formation  technique. 

C’est  pourquoi  il  faut  en  revenir  à  îa  conception  d’une  candi¬ 
dature  spéciale  agronomique  en  deux  ans,  réalisant  une  prépa¬ 
ration  scientifique  qui,  tout  en  éveillant  la  curiosité  de  l’étudiant 
sur  tous  les  grands  problèmes,  envisage  ces  derniers  dans  un 
esprit  plus  synthétique. 

Rien  ne  s’oppose  à  ce  que  les  leçons  de  cette  candidature 
s’inspirent  dans  leur  démonstration,  dans  le  choix  des  sujets  de 
travaux  d’application  et  de  laboratoire,  dans  celui  des  buts 
d’excursions,  du  souci  d’adapter  les  connaissances  acquises  aux 
besoins  spéciaux  des  études  techniques.  Mais  il  faudra  éviter 
cependant  que  cette  tendance  ne  devienne  prépondérante  et  ne 
contribue  à  fausser  le  caractère  exclusivement  scientifique  de  la 
candidature  agronomique.  C’est  là  une  question  de  doigté,  de 
tact,  dans  l’application. 

Sur  ces  bases  solides  de  sciences  générales,  l’étudiant  agro¬ 
nome,  poursuivant  sa  formation  méthodique,  va  édifier  son 
éducation  technique. 

Imbu  de  l’idéalisme  et  de  l’austérité  de  la  science  pure,  il  va 
devoir  s’imprégner  du  réalisme  et  des  tendances  opportunistes 
de  la  science  appliquée. 

L’étude  des  sciences  techniques  emprunte,  en  effet,  à  ses 
objectifs  une  caractéristique  très  nette.  Tandis  que  la  science 
pure  va  à  la  découverte  de  faits  nouveaux,  aiguillonnée  seulement 
par  l’excitant  de  la  recherche  de  la  vérité,  la  science  appliquée 
vise  un  résultat  pratique;  elle  est  dominée  par  le  point  de  vue 
économique. 

L’enseignement  de  ces  sciences  doit  tendre  à  former  des 
hommes  qui  joignent  à  une  érudition  profonde  et  à  une  réelle 
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habileté  technique  un  véritable  sens  pratique  qui  leur  fait 
considérer  en  tout  la  notion  du  rendement.  Enfin,  cet  enseigne¬ 
ment  doit  tendre  à  développer  chez  le  futur  technicien  certaines 
qualités  psychiques  telles  que  la  volonté,  l’esprit  d’initiative,  le 
tact  professionnel. 

L’organisation  des  études  techniques  soulève  plusieurs  ques¬ 
tions  de  principe  importantes  et  tout  d’abord  la  question  de  la 
spécialisation. 

La  spécialisation  dans  l’enseignement  supérieur  est  née  de 
l’action  convergente  de  deux  causes  :  la  nécessité  d’augmenter 
le  temps  à  consacrer  à  l’étude  des  sciences,  en  proportion  de 
leurs  progrès,  et  la  préoccupation  de  concentrer  l’effort  intel¬ 
lectuel  de  l’étudiant  sur  une  partie  d’un  champ  d’études  devenu 
trop  vaste. 

Elle  apparaît  donc  avant  tout  comme  un  expédient  destiné  à 
éviter  une  augmentation  de  la  durée  des  études  incompatible 
avec  les  nécessités  pratiques  de  la  vie. 

La  spécialisation  a  eu  incontestablement  une  influence  heu¬ 
reuse  sur  l’organisation  de  l’enseignement  supérieur,  en  amenant 
le  fractionnement  de  l’étude  de  certains  domaines  de  l’esprit 
manifestement  trop  vastes  pour  pouvoir  être  envisagés  avec  fruit 
dans  leur  ensemble. 

Mais  il  semble  que  l’on  ait  été  parfois  trop  loin  dans  cette 
voie  et  une  réaction  sérieuse  se  manifeste  à  l’heure  actuelle  à  cet 
égard,  notamment  dans  les  sphères  de  l’enseignement  technique. 

Il  faut  éviter,  en  effet,  de  faire  des  hommes  incomplets, 
étroitement  prisonniers  dans  une  spécialité  restreinte  et  incapa¬ 
bles  d’envisager  les  questions  connexes  de  celle-ci:  Mais  ce  qu’il 
faut  éviter  encore  davantage,  c’est  que,  sous  couleur  de  spéciali¬ 
sation,  on  affaiblisse  la  formation  technique  générale  au  prolit 
d’une  initiation  en  quelque  sorte  professionnelle  à  la  pratique 
de  tel  ou  tel  genre  d’industrie  ou  de  tel  ou  tel  genre  de  culture. 

L’enseignement  de  nos  écoles  d’ingénieurs  ne  doit  pas,  sous 
prétexte  de  développer  l’habileté  technique,  sombrer  dans  la 
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banalité,  dans  le  terre-à-terre  des  opérations  pratiques.  Ses 
programmes  doivent  s’inspirer  de  ce  grand  principe  :  qu’il  ne 
faut  enseigner  à  l’école  que  les  choses  qui  ne  peuvent  pas  l’être 
mieux  ailleurs  :  à  l’usine,  à  la  ferme,  au  cours  de  ce  stage  pro¬ 
fessionnel  auquel  tout  ingénieur  devra  se  soumettre  avant 
d’aborder  définitivement  la  carrière  pratique. 

Ces  principes  établis,  il  ne  sera  pas  difficile  de  tracer  les 
directives  qui  doivent  guider  dans  l’organisation  des  études 
techniques  de  l’Ingénieur  agronome. 

L’Agronomie,  c’est-à-dire  la  science  qui  étudie  la  production 
végétale  et  la  production  animale  dans  leur  ensemble  et  aussi 
certaines  transformations  industrielles  des  matières  dont  elle 
envisage  la  genèse,  constitue  évidemment  un  domaine  trop 
vaste  pour  que  l’on  puisse  demander  à  un  homme  d’en  faire 
l’étude  technique  complète. 

L’Agriculture  des  régions  tempérées,  l’Agriculture  des  colo¬ 
nies,  la  Sylviculture,  l’Horticulture,  branches  individualisées  de 
la  Phytotechnie,  la  Zootechnie,  étude  de  la  production  animale, 
la  Technologie  agricole,  science  de  la  transformation  des  pro¬ 
duits  agricoles,  constituent  notamment  des  champs  d’études 
suffisamment  importants  et  distincts  pour  justifier  une  certaine 
spécialisation  de  l’enseignement  agronomique. 

Toutefois,  cette  spécialisation  ne  peut  être  trop  accentuée; 
elle  devra  ne  consister  qu’en  une  intensification  en  tin  d’études 
de  l’initiation  technique  dans  l’une  ou  l’autre  de  ces  spéculations 
agronomiques,  sans  que  cette  spécialisation  puisse  justifier,  à 
mon  sens,  la  délivrance  de  titres  distinctifs  :  le  diplôme  unique 
d’ingénieur  agronome  portant  simplement  la  mention  de  la 
branche  plus  spécialement  envisagée. 

En  ne  sacrifiant  pas  à  une  spécialisation  exagérée,  on  sauve¬ 
gardera  l’intégrité  de  la  formation  technique  générale  de  l’Ingé¬ 
nieur  agronome  en  ces  matières  fondamentales  qui  sont  : 
l’Economie  rurale,  l’Agriculture  générale,  la  Zootechnie  géné¬ 
rale  et  cet  ensemble  d’applications  de  la  Physique  et  de  la 
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Mécanique  que  l’on  réunit  dans  les  programmes  de  renseigne¬ 
ment  agronomique  sous  le  nom  de  Génie  ruraj. 

Quant  à  la  durée  de  la  formation  technique  de  l’Ingénieur 
agronome  il  sera  sans  doute  possible,  en  bannissant  des  pro¬ 
grammes  tout  ce  qui,  notamment  dans  le  domaine  descriptif,  ne 
présente  pas  un  caractère  formatif  absolu,  de  la  maintenir  fixée 
à  deux  ans,  non  compris  le  temps  nécessaire  à  la  préparation  du 
travail  de  tin  d’études  :  monographie  de  ferme,  projet  technique, 
qui  remplace  la  thèse  dans  l’enseignement  agronomique  et  dont 
les  éléments  sont  d’ailleurs  généralement  empruntés  par  l’étu¬ 
diant  en  dehors  de  l’école. 

Haute  culture  scientifique  préparatoire,  formation  technique 
générale  intégrale,  spécialisation  modérée,  telles  doivent  être,  à 
mon  sens,  les  caractéristiques  d’une  organisation  rationnelle 
des  études  agronomiquess  upérieures. 

L’Institut  agronomique  doit  être  installé  à  la  campagne, 
dans  l’ambiance  rurale,  où  ses  leçons  puiseront  à  chaque  pas 
les  éléments  de  leur  démonstration.  Il  y  constituera  un  foyer 
de  sciences  appliquées  en  relations  constantes  avec  le  grand 
centre  d’intellectualité  générale  que  représente  une  ville  univer¬ 
sitaire  et  dont,  par  conséquent,  il  ne  pourra  être  trop  éloigné. 

Bien  que  topographiquement  séparé  de  nos  facultés,  l’Institut 
agronomique  fera  partie  de  la  grande  famille  universitaire. 

Etant  donnés  la  hauteur  de  sa  mission  et  le  caractère  de  son 
enseignement  il  semblerait  que  la  question  ne  dût  même  pas  se 
poser. 

Mais  il  se  fait  qu’en  Belgique,  comme  d’ailleurs  dans  la  plu¬ 
part  des  pays  qui  possèdent  depuis  longtemps  un  enseignement 
agronomique  qualifié  de  supérieur,  celui-ci  est  régi  par  le 
Département  de  l’Agriculture.  Cette  situation  dérive  sans  doute 
de  ce  fait  que  lorsque,  vers  le  miiien  du  siècle  dernier,  l’oppor¬ 
tunité  se  fit  pressante  de  vulgariser  les  grands  progrès  récem¬ 
ment  acquis  dans  le  domaine  de  la  production  agricolè,  cette 
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nécessité  ne  fut  pas  immédiatement  comprise  par  les  dirigeants 
de  l’enseignement  général. 

L’initiative  de  la  création  d’un  enseignement  approprié  fut 
alors  prise  par  le  département  auquel  incombait  plus  spéciale¬ 
ment  la  sauvegarde  des  intérêts  de  l’agriculture. 

Au  reste,  à  cette  époque,  les  écoles  agricoles,  même  celles 
dont  le  niveau  des  études  était  le  plus  élevé,  n’avaient  pas  tout 
à  fait  le  caractère  scientifique  propre  à  l’enseignement  supé¬ 
rieur  :  elles  étaient  essentiellement  vulgarisatrices  et  à  tendance 
professionnelle. 

Aujourd’hui,  la  situation  est  changée  :  il  existe  dans  le  pays  un 
enseignement  agricole  professionnel  déjà  très  étendu,  compor¬ 
tant  divers  degrés  et  que  l’on  tend  à  développer  encore  dans 
un  sens  régionaliste.  Au-dessus  de  cet  enseignement  purement 
vulgarisateur  et  que  l’on  peut  concevoir  directement  inspiré 
par  le  Ministère  de  l’Agriculture,  doit  planer  la  faculté  technique 
agricole  :  l’Institut  agronomique. 

Ce  n’est  que  par  une  intime  connexion  avec  l’Université  que 
l’enseignement  supérieur  agronomique  échappera  à  la  menace 
constante  de  voir  son  organisation  dénaturée  par  les  conceptions 
rétrogrades  de  ceux  qui  s’obstinent  à  ne  pas  reconnaître  dans 
la  science  pure  la  source  unique  des  progrès  techniques. 

Admis  dans  le  cycle  des  hautes  études,  à  côté  de  l’enseigne¬ 
ment  technique,  dont  il  ne  représente  en  somme  qu’une  branche 
spécialisée,  l’enseignement  agronomique  participera  à  la  men¬ 
talité,  à  l’organisation  et  aux  méthodes  de  l'Université.  Son 
accession  sera  soumise  aux  mêmes  exigences  que  celles  qui 
régleront  l'admission  aux  facultés  de  sciences  appliquées  et 
notamment  à  l’obligation  de  satisfaire  à  cette  épreuve  d’aptitude 
aux  études  supérieures  dont  l’organisation  si  désirable  semble 
devoir  être  acquise  à  bref  délai. 

Appelé  à  bénéficier  des  avantages  de  la  reconnaissance  légale, 
l’Institut  agronomique  ne  se  verra  plus  exclu  des  encourage¬ 
ments  matériels  qui,  à  l'heure  actuelle,  aident  si  puissamment 
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nos  universités  à  mettre  leur  organisation  au  niveau  des  néces¬ 
sités  d’une  méthodologie  rationnelle.  Les  encouragements 
moraux  ne  lui  manqueront  pas  non  plus  :  il  se  trouvera  haussé 
dans  l’esprit  public  et  cette  considération  grandie  lui  attirera 
des  forces  vives  nouvelles,  gages  de  progrès  agronomiques 
futurs. 

Partie  intégrante  de  l’institution  qui  incarne  les  intérêts  les 
plus  élevés  de  la  Nation,  l’Université;  soumis  avec  elle  au 
contrôle  vigilant  de  l’opinion,  le  haut  enseignement  agrono¬ 
mique  échappera  plus  facilement  aux  contingences  malsaines  qui 
pourraient  tendre  à  vicier  les  règles  d’une  sélection  judicieuse 
de  ses  maîtres. 

De  son  côté,  l’Enseignement  supérieur  général,  en  accueillant 
dans  son  sein  la  spécialisation  agronomique,  comme  aussi  la 
spécialisation  vétérinaire,  dont  l’isolement  actuel  apparaît  comme 
plus  irrationnel  encore,  complétera  son  cadre,  étendra  ses  bien¬ 
faits  à  toutes  les  disciplines  de  la  science  pure  et  de  la  science 
appliquée,  remplissant  ainsi  intégralement  son  rôle  de  pour¬ 
voyeur  de  1’  «  élite  pensante  et  investigatrice  de  la  Nation  ». 

* 

*  ¥ 

Je  termine.  J’ai  cherché  à  esquisser  devant  vous  les  grandes 
lignes  d’une  organisation  rationnelle  de  l’Enseignement  supé¬ 
rieur  agronomique  et  à  situer  la  place  qui  revient  à  celui-ci  dans 
le  champ  des  hautes  études. 

Au  moment  où  l’on  s’accorde  à  considérer  le  technicien,  ce 
terme  étant  pris  dans  son  sens  le  plus  large,  comme  devant 
prendre  une  part  de  plus  en  plus  active  à  l’organisation  de 
l’ordre  social  futur,  la  formation  du  technicien  productivité 
par  excellence,  l’Ingénieur  agronome,  semble  devoir  attirer  tout 
spécialement  l’attention. 

L’Ingénieur  agronome  ne  doit-il  pas  être,  en  effet,  le  con¬ 
seiller  éclairé  de  l’agriculture  de  demain,  de  cette  agriculture 
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industrialisée  et  scientifique  qui,  en  augmentant  encore  la  pro¬ 
ductivité  de  la  terre,  constituera  le  facteur  primordial  de 
l’amélioration  générale  du  bien-être  de  la  collectivité? 

Aucune  tâche  n’est  plus  essentielle,  ni  plus  belle,  car  accroître 
le  patrimoine  économique  de  l’Humanité,  c'est  contribuer  à 
rendre  moins  âpres  les  manifestations  de  la  lutte  pour  l’exis¬ 
tence  qui,  périodiquement  et  fatalement,  jette  les  peuples  les 
uns  sur  les  autres  en  de  sanglantes  ruées  ;  c’est,  en  un  mot,  faire 
oeuvre  de  paix. 
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de  prendre  la  parole  à  la  séance  commémorative,  200;  exécution  des 
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générale  à  Bruxelles  du  25  au  29  juillet  1922,409;  —  Inscription 
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M.  Fr.  Swarts,  lauréat  du  prix  décennal  de  chimie  et  de  physique  expéri¬ 
mentales,  137;  nommé  officier  de  la  Légion  d’honneur,  487. 
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La  demande  de  la  Société  géologique  et  minéralogique  de  Bretagne  est 
agréée,  35.  —  École  de  Médecine  du  Caire  (département  biologique) 
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sées  à  la  Société  royale  de  Médecine  publique  de  Belgique,  226.  —  Avec  les 
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l’échange,  668.  —  L’Institut  général  et  technique  de  Valencia  sollicite 
l’échange,  754. 
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1920.  MM.  L.  Crismer  et  E.  van  Aubel,  et  Sir  Frank-W.  Dyson,  élus 
membres  titulaires  et  associé,  remercient,  5.  —  Approbation 
royale,  33. 

1921.  Présentation  de  candidats,  226.  —  MM.  M.  Dehalu,  correspondant  et 
L.  Guénot,  associé,  292.  —  Remercient,  407. 

Directeur  : 

1922.  M.  Aug.  Lameere,  6. 

Formation  de  la  Voix  : 

Mrae  de  Pap-Stockert  annonce  une  découverte  relative  à  la,  6. 

Institut  international  d’anthropologie  : 

Adresse  le  programme  de  sa  session  de  Liège.  407. 

Jubilés  : 

La  «  Societas  pro  Fauna  et  Flora  fennica  »,  à  Helsingfors,  annonce  le  cente¬ 
naire  de  sa  fondation,  551.  —  L’Université  royale  de  Padoue  annonce  le 
centenaire  de  sa  fondation,  552. 
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Laboratoire  de  Wimereux  : 

M.  le  Ministre  annonce  que,  conformément  à  la  demande  de  l’Académie,  il  a 
loué  deux  tables,  551. 

Lectures  : 

Voir  rapports;  à  la  table  des  Communications,  à  la  suite  des  titres. 

Ligue  nationale  belge  contre  la  tuberculose  'La) 

Demande  la  suite  des  publications  qui  étaient  adressées  à  la  Société  royale  de 
Médecine  publique  de  Belgique,  226. 

Manifestation  : 

L’Association  des  ingénieurs  sortis  de  l’Université  de  Gand  prie  l’Académie  de 
se  faire  représenter  au  sein  du  Comité  d’honneur  de  la  manifestation  orga¬ 
nisée  en  souvenir  de  J.  Boulvin  ;  M.  Demouiin  est  désigné,  291  ;  la  solennité 
aura  lieu  le  13  novembre,  612;  compte  rendu,  670.  -  En  l’honneur  de 
M.  L.  Fredericq  :  la  Classe  décide  de  s’y  faire  représenter  par  une  délégation 
et  de  faire  parvenir  une  adresse  à  M.  L.  Fredericq,  667;  Remercie,  753. 

Monument  : 

Le  Comité  international  du  Monument  Bazin,  à  Dijon,  adresse  des  bulletins  de 
souscription,  199. 

Motions  : 

De  M.  Swarts,  553.  —  De  la  Classe  relative  au  gisement  wealdien  à  Iguano¬ 
dons  de  Bernissart,  670,  756. 

Nomination  de  Jurys,  7. 

Notices  pour  I’  «  Annuaire  »  : 

Proposition  de  la  Classe  des  Beaux-Arts  relative  aux  Biographies  destinées  à 
Y  Annuaire,  139. 

Plis  cachetés  : 

Dépôt  par 

Robert  Verstraeten,  6.  —  Th.  De  Donder,  200,  408.  —  H.  Vanderlinden,  200. 
-  Fr.  Keelhoff,  200. 

Portraits  des  membres  décédés  : 

Les  portraits  des  membres  décédés  seront  exécutés  en  héliogravure,  613. 

Prérogatives  de  l’Académie,  278,  292. 
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Prix  académiques  : 

MM.  Willame,  Chenu  et  Guillissen  remercient  l’Académie  pour  les  prix  qu'elle 
leur  a  accordés,  5. 


Prix  de  Sélys-Longchamps  : 
Se  Période 

( mai  1911  à  mai  1921.) 
Prix  F.  Deruyts  : 


Prix  P. -J.  et  Ed.  Van  Beneden  : 
1re  Période 

(1er  janvier  au  SI  décemb.  19  15, 
prorogée  au  Si  décemb.  1920.) 

Prix  Th.  Gluge  : 

7e  Période  (191S-1920.) 


Prix  J  -S.  Stas  : 


Nomination  du  jury,  409.  —  Rapports  1921, 
615.  —  Prix  décerné  à  M.  Goetghebuer,  616; 
remercie,  668.  —  Proclamation,  762. 


M.  J.  Deruyts  prie  l’Académie  d’accepter  en 
donation  un  capital  nominal  de  6,200  francs. 
—  Remerciements  de  la  Classe,  138.  — 
Arrêté  royal  acceptant  la  donation,  225. 

Nomination  du  jury,  7.  —  Rapports,  1921, 
616.  —  Prix  décerné  à  M.  Maurice  Herlant, 
631,  669.  —  Proclamation,  762. 


Nomination  du  jury,  7.  —  Rapport,  754.  — 
Prix  décerné  à  M.  André  Gratia,  754.  — 
Proclamation,  762. 


MM.  Callingaert,  Jos.  Dondeyne,  J.  Baudren- 
ghien  et  J.  Errera,  611  ;  remercient,  668.  — 
Proclamation,  763. 


Fondation  Agathon  De  Potter  : 

M.  J.  De  Smedt  remercie,  5.  Subsides  à 
Mlle  Braecke  et  MM.  A.-M.  Dalcq,  J.  Vander¬ 
linden,  J.  Massart,  139.  —  M.  Vanderlinden 
remercie,  199.  —  MM.  Martelée,  Lecrenier, 
669.  —  Rapport  de  M.  Swarts,  672.  — 
Proclamation,  763. 

Prix  du  Gouvernement  : 

Prix  décennal  de  mathématiques  appliquées,  M.  P.  Stroobant,  lauréat,  753; 
Proclamation,  764. 

Prix  décennal  de  chimie  et  de  physique  expérimentales,  M.  F.  Swarts,  lauréat, 
753;  —  Proclamation,  764. 


Prix  perpétuels  : 

La  valeur  des  prix  sera  augmentée  proportionnellement  à  l’accroissement  des 
revenus  résultant  de  l’augmeniation  du  capital,  35;  —  Programme,  227. 
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Rapports  : 

a)  Sur  les  travaux  publiés  dans  le  Bulletin  :  Voir  la  table  des  communications  à 

la  suite  des  titres. 

b)  Sur  les  travaux  publiés  dans  la  collection  des  Mémoires  : 

Braecke  (Mlle  M.).  Étude  microchimique  du  bulbe  d’ail  ( Mémoires  in-8°),  200. 

Buttgenbàch.  Description  des  minéraux  du  Congo  (5e  mémoiie);  rapport 
verbal  par  M.  Cesàro  ( Mémoires  in-8°),  489. 

Casteels  (L.).  Théorèmes  sur  les  intersections  des  courbes  algébriques  planes 
se  rapporlant  à  la  proposition  de  Cayley-Bacharach  et  au  cas  d’exception 
correspondant;  renvoi  à  MM.  Demoulin  et  Deruyts,  227.  —  M.  Stuyvaert, 
désigné  en  remplacement  de  M.  Demoulin,  292.  —  Rapports  de  MM.  Stuy¬ 
vaert  et  Deruyts  ;  renvoi  à  Fauteur,  612.  —  Nouvelle  rédaction,  669. 

Erwould  (M11®,!.).  Recherches  sur  les  racines  respiratoires  ( Mémoires  in-8°), 
189. 

Hauman(L.).  Note  sur  le  genre  Chloræa  Bindley;  rapport  de  M.  Marchai  {Mémoires 
in-8°),  8. 

Heymans  (J.).  La  détermination  par  la  photo-élasticimétrie  des  surtensions  dues 
à  certaines  discontinuités  internes  et  à  certaines  variations  de  profil  exté¬ 
rieur  dans  les  pièces  sous  tension;  rapport  verbal  par  M.  de  la  Vallée 
Poussin  ( Mémoires  in-8°),  489. 

Keelhof.  Théorie  des  courbes  terminales  du  spiral;  renvoi  à  M.  Demoulin,  292. 
—  Rapport  de  M.  Demoulin  [Mémoires  in-8°),  408. 

—  La  «  Formule  d’Airy  »;  renvoi  à  MM.  Demoulin  et  Stroobant,  653.  — 
Rapports  de  MM.  A.  Demoulin  et  Stroobant  ( Mémoires  in-8°),  755. 

Vandevelde  (A. -J. -J.).  Contribution  à  la  documentation  bibliographique  de 
l’histoire  quantitative  de  la  calcination,  282.  —  Rapports  de  MM.  F.  Swarts 
et  L.  Crismer  (Mémoires  in-8°),  552. 

c)  Sur  les  travaux  non  publiés  par  l’Académie  : 

Basiau  (P.).  Considérations  sur  le  mouvement.  Utilisation  et  transmission  des 
énergies  naturelles;  renvoi  à  M.  de  Hemptinne,  200.  —  Dépôt  aux 
archives,  226. 

Boël.  Étude  sur  le  mécanisme  du  vol  naturel;  renvoi  à  MM.  Fredericq  et 
Willem,  759. 

Brémond  (Marius).  Problème  de  la  quadrature  du  cercle.  Dépôt  aux  archives,  8. 

Dupont.  Sur  une  nouvelle  valeur  de  tt.  Dépôt  aux  archives  sur  avis  de 
M.  Demoulin,  139. 

Durand  (V.).  Statique  animale  et  dessins,  sur  avis  de  M.  Lameere;  dépôt  aux 
archives,  669. 

Goovaerts.  Les  réciproques  et  leur  emploi  dans  la  division  des  nombres  sur 
la  machine  à  additionner;  renvoi  à  M.  Stuyvaert,  612.  —  Dépôt  aux 
archives,  668. 
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Séances,  5,  33, 137,  199.  2-25,  277,  291,  407,  487,  551,  611,  667,  753. 

Séance  publique,  753,  759. 

M.  Marchai,  désigné  pour  faire  la  lecture,  292. 

Société  pour  favoriser  à  l’étranger  l’obtention  d’ouvrages  scientifiques 
néerlandais  (La)  annonce  qu’elle  se  propose  de  faciliter  l’achat  de  pério¬ 
diques  néerlandais  aux  prix  d’avant-guerre,  487. 

Station  zoologique  de  Naples.  M.  Micheels  demande  à  occuper  en  1922  une 
table;  MM.  Fredericq,  Pelseneer,  Gravis.  Lameere  et  Willems,  commissaires, 
612,  669. 

Société  royale  de  Londres  (La)  fait  connaître  que  les  promesses  reçues  des  aca¬ 
démies  et  gouvernements  intéressés  n’atteignent  pas  le  tiers  des  ressources 
nécessaires  à  la  continuation  du  Catalogue  of  scientific  littérature ,  291. 

Tables  des  constantes  physiques,  553. 

Travaux  à  l’examen.  Le  Comité  national  de  Géodésie  et  de  Géophysique  prie 
l’Académie  de  transmettre  au  Gouvernement  un  «  projet  de  programme  de 
travaux  géodésiques  à  exécuter  en  Belgique  »,  du  colonel  Seligman,  559.  — 
Voir  Rapports. 

Unions  internationales.  M.  Nolf,  comme  délégué  auprès  de  l’Lnion  internatio¬ 
nale  des  Sciences  médicales,  et  comme  délégué  auprès  de  l’ Union  interna¬ 
tionale  de  Télégraphie  sans  fil  :  M.  Dedonder,  759.  ' 

Union  internationale  des  Mathématiciens,  8 

Union  internationale  des  Sciences  biologiques  (section  d’océanographie  bio¬ 
logique),  annonce  sa  réunion  à  Paris  en  janvier,  5.  —  M.  Julin,  délégué,  5; 
fait  parvenir  le  compte  rendu,  199. 

Voeux  : 

M.  le  Ministre  des  Sciences  et  des  Arts  transmet  une  copie  d’une  lettre  de 
M.  le  Ministre  de  l’Agriculture,  relative  au  vœu  de  la  Classe  des  sciences 
au  sujet  du  Jardin  botanique,  33.  —  L’Association  des  Ingénieurs  sortis 
de  l’Institut  agricole  de  Gembloux  fait  parvenir  un  ordre  du  jour  qu’elle  a 
voté  en  faveur  du  Rattachement  de  l’enseignement  supérieur  agronomique 
de  l’État  au  Ministère  des  Sciences  et  des  Arts,  291.  —  Association  générale 
des  Étudiants  de  l’Institut  agronomique  de  Gembloux  annonce  qu’elle  se 
rallie  à  l’ordre  du  jour,  408. 


Table  analytique. 


B.  —  COMMUNICATIONS  ET  LECTURES. 

Analyse  mathématique  et  géométrie  infinitésimale  : 

Demoulin  (A.).  Sur  les  équations  de  Moutard  à  solutions  quadratiques  {suite),  10. 

Astronomie  : 

Lecointe  (G.).  L’Éclipse  annulaire  de  soleil  du  8  avril  1921,  201. 

Stroobant  (P.).  Note  complémentaire  sur  la  nature  des  étoiles  temporaires,  54. 

—  Observation  d’un  bolide  à  Bruxelles,  223. 

—  Observations  de  Saturne,  effectuées  en  1921,  à  l’époque  de  la  disparition 
de  l’anneau  (1  pl.),  554. 

—  L’Astronomie  aux  États-Unis,  765. 

Biologie  : 

Julin  (Charles).  Rapport  sur  les  décisions  prises  à  la  réunion  de  la  Section 
d’Océanographie  biologique  de  l’ Union  internationale  des  Sciences  biolo¬ 
giques,  35. 

Kufferath  (H.).  Interprétation  stéréogrammatique  de  la  courbe  de  sporulation 
des  levures,  décrite  par  Hansen.  Son  application  aux  phénomènes  physio¬ 
logiques  et  biologiques  (4  fig.),  332. 

Massart  (Jean).  Les  quatre  étapes  de  la  conjugaison  sexuelle,  38. 

Botanique  : 

Marchal  (Émile).  L’Enseignement  supérieur  agronomique  dans  le  cycle  des 
hautes  études,  785. 

Chimie  : 

Bruylànts  (P.).  Action  des  composés  organo-magnésiens  sur  le  nitrile  gluta- 
rique,  252. 

Bruylànts  (P.)  et  Stassens  (A.).  Contribution  à  l’étude  des  composés  à  noyau 
triméthylénique,  702. 

Rouche  (H.).  Sur  l’acide  parafluormétanitrobenzoïque,  534. 

Swarts  (Fréd.).  Sur  quelques  fluorures  aliphatiques,  438. 

Cristallographie  : 

Cesaro  (G.).  Sur  la  forme  des  cristaux  déposés  par  une  couche  mince  de 
liquide  cristallogène  sur  une  lame  de  verre  plane  \2  fig.),  416. 

Embryologie  : 

Leplat  (Georges).  De  la  musculature  interne  de  l'œil  de  quelques  reptiles. 
(Note  préliminaire)  (3  fig.),  741. 

— -  Sur  le  développement  de  la  musculature  interne  de  l’œil  des  reptiles  (Note 
préliminaire)  (1  fig.),  748.  —  Rapport  de  M.  Julin,  670. 
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Géologie  : 

Teilhard  de  Chardin  (P.)  et  Fraipont  (Charles).  Note  sur  la  présence  dans  le 
tertiaire  inférieur  de  Belgique  d’un  «  Condylarthré  »  appartenant  au 
groupe  des  «  Hyopsodus  »  (1  fig.),  357. 

Géométrie  : 

Godeàux  (Lucien).  Recherches  sur  les  involutions  cubiques  appartenant  à  une 
surface  algébrique,  105. 

—  Sur  quelques  congruences  linéaires  de  cubiques  gauches  considérées  par 
M.  Stuyvaert,  244. 

—  Sur  la  congruence  linéaire  de  cubiques  gauches,  596;  Note  de  M.  Stuyvaert, 
608. 

—  Sur  une  involution  rationnelle,  douée  de  trois  points  de  coïncidence, 
appartenant  à  une  surface  algébrique  de  genre  3  (lre  communication),  653. 

—  —  2e  communication,  694;  rapport  de  M.  Stuyvaert,  668. 

Neuberg  (J.).  Notes  de  Géométrie,  430. 

—  Un  problème  sur  les  quadrilatères  articulés  (1  fig.),  583. 

Servais  (Clément).  Un  groupe  de  trois  tétraèdres,  55. 

—  Sur  les  quadriques  de  révolution  conjuguées  à  un  tétraèdre,  162. 

—  Une  courbe  du  troisième  ordre  associée  à  un  triangle,  211. 

—  Un  groupe  de  trois  tétraèdres  bilogiques  cayléens,  310. 

—  Tétraèdres  réciproques  orthologiques,  423. 

—  Sur  les  quadriques  de  révolution,  490. 

—  Sur  la  géométrie  du  tétraèdre  (lre  communication),  641. 

—  —  —  (2e  communication),  675. 

Stuyvaert  (M.).  Sur  un  élément,  analogue  à  la  courbure,  en  un  point  extérieur 
à  une  courbe  algébrique  plane,  233. 

—  Sur  une  congruence  linéaire  de  cubiques  gauches  de  Lucien  Godeaux,  608. 

Géométrie  infinitésimale  : 

Demoulin  (A.).  Sur  la  surface  minima  xl’Enneper,  293. 

—  Sur  les  surfaces  cerclées,  499. 

Mathématiques  (voir  Analyse ,  Géométrie,  Théorie). 

Minéralogie  : 

Cesàro  (G.).  Nouvelles  formes  dans  l’orpiment  de  Balia  (Asie  Mineure)  (4  fig.), 

202. 

Nombres  (voir  Théorie). 

Physico-Chimie  : 

de  Hemptinne  (A.).  Réduction  des  oxydes  métalliques  par  l’effluve  électrique, 
(4e  communication)  (1  fig.),  458. 

Errera  (J.).  Contribution  à  la  connaissance  des  composés  cuivreux  (2  fig.),  361. 


Table  analytique. 


Physiologie  : 

Dàlcq  (Albert).  Sur  les  modifications  physiologiques  de  l’œuf  d 'Asterias 
glacialis  au  cours  de  la  maturation  et  après  la  fécondation  (1  fig.),  720. 

Nolf  (F.).  L’action  du  chloroforme  sur  la  coagulation  du  plasma  sanguin  des 
oiseaux,  7i. 

Philippson  (M.).  Les  lois  de  la  résistance  électrique  des  tissus  vivants  (3  fig.), 
387. 

Willem  (Victor).  Synchronisme  des  mouvements  respiratoires  et  des  pulsa¬ 
tions  cardiaques  chez  les  Poissons  (5  fig.),  508. 

Physique  : 

Cesaro  (G.).  Démonstration  élémentaire  de  la  forme  de  la  caustique  par 
réflexion  et  de  la  formule  donnant  l’indice  de  réfraction  d’un  prisme  en 
fonction  de  l’angle  minimum  de  déviation  (3  fig.),  410. 

de  Hemptinne  (A.).  La  loi  de  Faraday  et  l’action  de  l’effluve  électrique  sur  les 
oxydes  métalliques  (3e  communication)  (2  fig.),  146. 

—  Sur  la  réduction  des  oxydes  métalliques  par  l’effluve  électrique  (1  fig.), 
590. 

Hemuot  (E.)  et  Crombez  (R.).  Variation  de  l’indice  de  réfraction  des  liquides 
avec  la  température.  Comparaison  numérique  des  différentes  formules 
proposées,  472. 

van  AüBEL(Edm.).  Sur  la  chaleur  atomique  des  corps  simples,  155. 

—  Sur  la  densité  et  l’indice  de  réfraction  des  mélanges  de  l’aldéhyde  avec  l’eau 
ou  l’alcool  éthylique,  160. 

—  Sur  une  relation  entre  les  températures  absolues  de  fusion,  d’ébullition  et 
critique  des  corps,  469. 

Verschaffelt  (J.-E.).  Sur  la  construction  graphique  de  ménisques  capillaires 
(2  fig.),  559.; 

—  Détermination  par  construction  graphique  de  l’ascension  capillaire  d’un 
liquide  entre  deux  cylindres  coaxiaux,  574. 

Physique  mathématique  : 

De  Donder  (Th.).  La  Gravifique  (cinquième  communication),  99. 

Vanderlinden  (H.).  Le  champ  gravifique  d’une  sphère  électrisée,  260. 

Physique  théorique  : 

Henriot  (E.).  Sur  la  variation  de  l’indice  de  réfraction  des  liquides  avec  la 
densité  (2  fig,),  175. 

Théorie  des  nombres  : 

Stlyvaert  (M.),  Sur  les  théorèmes  de  Fermât  et  d’Euler,  322. 

Zoologie  : 

Carpentier  (F.).  Sur  l’endosquelette  prothoracique  de  «  Gryllotalpa  vul- 
garis  »  (2  fig.),  125. 
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Les  noms  des  académiciens  sont  en  petites  capitales. 

Les  chiffres  en  caractères  gras  indiquent  la  page  d’une  communication. 


A 

Aby  Haydar  (Antoine),  754. 

Académie  des  sciences  exactes,  physico¬ 
chimiques  et  naturelles  de  Zaragoza, 
668. 

Academia  Groningana,  408. 

Airy,  553,  755. 

Allemagne,  408. 

Alliaume  (M.),  408. 

Ameghino  (Fl.),  668. 

B 

Balia,  202. 

Banyuls,  200. 

Basiau  (F.),  200,  226. 

Baudrenghien  (J.),  611,  763. 

Bazin,  199. 

Béco,  670. 

Belgique,  6,  138,  357. 

Bergmans  (Paul),  278,  279. 

Bernissart,  756. 

Bertrand,  553. 

Bigourdan  (G.),  200. 

Boël,  759. 

Boudet  (Jules),  7,  137,  613,  667,  754. 
Boulenger  (G.-A.),  225,  552,  670,  756. 
Boulvin  (J.),  138,  291,  612,  670. 

Boulvin  (Michel),  612. 

Boulvin  (Pierre),  612. 

Bràchet  (Albert),  7,  487,  613,  Ç27. 
Braecke  (M««  M.),  139,  200,  763. 
Brémond  (Marius),  8. 

Brno,  612. 

Bruxelles,  223,  487,  611 . 


Bruylants  (P.),  252,  668,  702. 

Bruynooghe,  670. 

Buenos-Ayres,  668. 

Buttgenbach  (H.),  139,  199,  489,  761. 

C 

Caire,  199. 

Callingaert  (G.),  611,  668,  763. 

Carpentier  (F.),  125. 

Casteels  (L.),  227,  292.  612,  669. 

Catalogue  of  scientific  Literature,  291. 

Caullery  (M.),  612,  613. 

Cayley-Bacharach,  227,  612. 

CesAro  (G.),  6,  138,  140,  202,  407,  410, 
416,  489,  667. 

Chenu,  5. 

Comité  de  Télégraphie  sans  fil,  670. 

Comité  national  de  la  Chimie  pure  et 
appliquée,  8. 

Comité  national  des  Sciences  biolo¬ 
giques,  409,  613. 

Comité  national  des  Sciences  médicales, 
670. 

Comités  nationaux,  34,  553,  670. 

Commission  des  Monuments  et  des 
Sites,  6. 

Commission  pour  la  publication  des 
œuvres  de  Volta,  754. 

Congrès  géologique  international,  487. 

Congrès  international  d’ Eugénique  (Le), 
33. 

Conseil  international  de  recherches, 
409,  488,  553. 

Corteil,  670. 
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Crismer  (L.),  5,  33,  292,  552. 

Grombez  (R.),  472. 

Cuénot  (L.),  292,  407,  764. 

D 

Dalcq  (A.-M.)j  139,  720,  763. 

De  Üonder  (Th.),  99,  200,  225,  226,  408, 
552,  553,  670,  759. 

Dehalu  (M.),  292,  407,  764. 
de  Hemptinne  (A.),  146.  200,  225,  227, 
458,  553,  590. 

De  Lannoy,  553. 

de  la  Vallée  Poussin,  Ch. -J.,  489,  631. 
Demoulin  (A.).  8,  io,  139,  227,  291,  292, 
293,  408,  488,  489,  499,  553,  612,  635, 
670,  755. 

De  Muynck,  553. 

De  Noël,  669. 

Depage,  670. 

Depéret  (Ch.),  6,  9. 

De  Potter  (Fondation  Agathon),  5,  139, 
231,668,672. 

Deruyts  (Prix  F.),  138.  225,  227. 
Deruyts  (J.),  138,  225,  489,  612,  635. 

De  Smedt  (J.),  5,  553. 
de  Wildeman,  613. 

Dijon,  199. 

Dondeyne  (Jos.),  611,  763. 
Dony-Hénault  (Octave),  225. 

Drumeau,  553,  670. 

Dupont,  139. 

Durand  (V.),  669. 

Dyson  (Sir  Franck  W.),  5. 

E 

Edwards  (D.-L.),  200. 

Enneper,  293. 

Ernould  (Mlle  M.),  139. 

Errera  (J.),  361,611,668,  763. 
États-Unis  (Ambassadeur),  753. 

Euler,  322. 

F 

Faraday,  146. 

Fermât,  322. 

Fourmarier  (P.),  138,  669. 


Fraipont  (Charles),  357. 

Fraipont  (H.),  670. 

Fredericq  (Léon),  7,  225,  612,  613,  667, 
668,  669,  753,  754,  759. 

G 

Gand,  291,611,612. 

Gembloux,  291 , 408. 

Gluge  (Prix),  7,  754,  762. 

Godeaux  (Lucien),  34,  1 05,  244.  596.  6§3. 

668,  694,  756,  761. 

Goetghebuer,  616,  668,  762. 

Gosselin,  553. 

Govaerts  (M.),  612,  668. 

Gratia  (A.),  670,  754,  762. 

Gravis  (A.),  6,  138,  225,  292,  489,  612, 
613,  640. 

Grégoire  (Victor),  225,  613. 

Gregory  (Sir  R.),  34. 

Guéthary,  200. 

Guillissen,  5. 


H 

Hansen,  332. 

Hauman  (L.),  8. 

Héger  (P.),  670. 

Heîsingfors,  551. 

Henriot  (E.),  175,  472. 

Herlant  (Maurice),  6,  669,  772. 

Herman,  670. 

Heymans  (J.),  489. 

Humbert,  694. 

I 

Institut  international  d’Anthropologie, 
407. 

Institut  agricole  de  Gembloux,  291. 
Institut  agronomique  de  Gembloux,  407. 
Institut  général  et  technique  de  Valen- 
cia,  754. 

Institut  international  de  Physique  Sol- 
vay,  226. 
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J 

Jochmans,  33. 

Jorissen  (Armand),  292. 

Julin  (Ch.),  5,  7,  34,  35,  613,  625,  670. 

K 

Keelhoff  (Fr.),  200,  292,  408,  553,  755. 
Kufferath  (H.),  332. 

L 

Lagrange  (Charles),  226. 

Laboratoire  de  Wimereux,  551. 
Laboratoire  de  Roscoff,  551. 

Lagrange  (Ch.),  226. 

Lalande  (Prix),  407. 

Lameere  (Aug.),  6,  7,  200,  225,  409,  612, 
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AVIS  IMPORTANT.  —  Il  est  rahpelé  que  l’Académie  ayant  suspendu  ses  traxaux  pen 
dant  la  durée  de  l’occupation,  il  n’a  pas  été  publié  de  «  BULLETINS»  pour  les  années  1915  à  1919. 

Le  fonds  des  publications  académiques  ayant  été  systématiquement  pillé  par  les  Allemands, 
il  ne  sera  plus  possible  de  donner  suite  aux  demandes  de  combler  les  lacunes  antérieures 
à  1919. 
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